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Kalluri 教 授 的 这 本 书 涉及 的 知识 面 极其 广泛 。 除 了 探讨 等 离子 体 与 波 之 间 的 相互 作用 外 ， 还 讨论 了 用 于 
求解 各 种 问题 的 许多 新 颖 的 计算 方法 。 该 书 中 包含 的 内 容 和 材料 大 部 分 都 是 原创 性 的 ， 可 作为 一 本 很 好 的 研 
究 生 课程 教材 。 另外， 该 书 对 从 事 等 离子 体 物理 或 工程 的 研究 或 开发 的 任何 人 ， 都 是 一 本 必 备 的 参考 书 。 

— Igor Alexeff 博 士 , 田纳西 大 学 电气 工程 系 


该 书 非常 适合 于 高 年 级 工程 学 科 的 学 生 阅 读 。 内 容 全 面 ， 但 却 使 复杂 问题 简单 化 。 
— Andrew M. Sessler, 劳伦斯 伯克利 实验 室 


一 本 写 得 非常 细致 并 且 对 于 学 生 和 专业 人 员 都 非常 有 用 的 书 。 写 作 方 法 特别 有 助 于 电气 工程 师 对 电路 进 

行 更 深层 次 的 研究 ， 并 帮助 他 们 建立 如 传输 线 模拟 等 概念 。Kalluri 教 授 将 先前 分 散 于 电磁 学 各 个 领域 中 的 许 
多 日 益 重 要 的 概念 集中 到 这 本 清晰 和 连贯 的 学 术 巨 著 中 。 

— Michael A. Fiddy, 北 卡罗来纳 大 学 夏 洛 特 分 校 


本 书 特 色 

e 涵盖 传统 的 电磁 波 和 电磁 材料 的 内 容 ， 特 别 对 电路 概念 与 场 作 了 广泛 类 比 ， 把 传输 线 处 理 为 分 布 参 数 
电路 ， 使 读者 易于 掌握 场 和 波 的 概念 与 理论 ， 并 深入 理解 场 和 波 与 电路 的 联系 。 
讨论 电磁 计算 方法 及 其 在 电磁 波 工程 中 的 应 用 ， 特 别 是 用 于 求解 各 种 问题 的 许多 新 颖 的 计算 方法 ， 如 
有 限 差分 法 、 加 权 余 量 法 、 和 矩 量 法 、 有 限 元 法 、 时 域 有 限 差 分 法 以 及 基于 微 扰 和 变 分 技术 的 近似 解析 
方法 。 
强调 理论 与 实践 的 紧密 结合 ， 提供 许多 案例 研究 和 实际 例子 ， 并 涉及 许多 前 沿 研究 成 果 ， 突 出 电磁 波 
在 等 离子 体 和 复杂 媒质 中 的 传播 问题 ， 这 是 其 他 同类 书 中 前 所 未 见 的 。 
探究 有 界 简单 媒质 中 的 电磁 学 ， 复 杂 媒 质 的 方程 和 计算 ， 采 用 MATLAB 和 FDTD 方 法 来 处 理 电 磁 分 析 
专题 和 一 系列 相关 专题 ， 讲 述 如 何 使 用 高 级 软件 编写 代码 ， 并 直接 运行 程序 进行 计算 和 设计 。 
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cone 出 版 者 的 话 一 


文艺 复兴 以 降 ， 源 远 流 长 的 科学 精神 和 逐步 形成 的 学 术 规范 ， 使 西方 国家 在 自然 科学 
的 各 个 领域 取得 了 垄断 性 的 优势 也 正 是 这 样 的 传统 ， 使 美国 在 信息 技术 发 展 的 六 十 多 年 
间 名 家 辈出 、 独 领 风 骚 。 在 商业 化 的 进程 中 ， 美 国 的 产业 界 与 教育 界 越 来 越 紧密 地 结合 ， 
信息 学 科 中 的 许多 泰山 北斗 同时 身 处 科研 和 教学 的 最 前 线 ， 由 此 而 产生 的 经 典 科 学 著作 ， 
不 仅 璧 划 了 研究 的 范畴 ， 还 揭示 了 学 术 的 源 变 ， 既 遵循 学 术 规范 ， 又 自 有 学 者 个 性 ， 其 价 
值 并 不 会 因 年 月 的 流逝 而 减退 。 

近年 ， 在 全 球 信息 化 大 潮 的 推动 下 ， 我 国 的 信息 产业 发 展 迅猛 ， 对 专业 人 才 的 需求 日 
益 迫 切 。 这 对 我 国教 育 界 和 出 版 界 都 既是 机 遇 ， 也 是 挑战 ; 而 专业 教材 的 建设 在 教育 战略 
上 显得 举足轻重 。 在 我 国信 息 技术 发 展 时 间 较 短 的 现状 下 ， 美 国 等 发 达 国 家 在 其 信息 科学 
发 展 的 几 十 年 间 积淀 和 发 展 的 经 典 教材 仍 有 许多 值得 借鉴 之 处 。 因 此 ， 引 进 一 批 国外 优秀 
教材 将 对 我 国教 育 事业 的 发 展 起 到 积极 的 推动 作用 ， 也 是 与 世界 接轨 、 建 设 真正 的 世界 一 
流 大 学 的 必由之路 。 

机 械 工 业 出 版 社 华章 公司 较 早 意识 到 “出 版 要 为 教育 服务 >”。 自 1998 年 开始 ， 我 们 就 
将 工作 重点 放 在 了 六 选 、 移 译 国外 优秀 教材 上 。 经 过 多 年 的 不 懈 努 力 ， 我 们 与 Pearson、 
McGraw-Hill, Elsevier, John Wiley & Sons, CRC, Springer 等 世界 著名 出 版 公司 建立 
了 良好 的 合作 关系 ， 从 他 们 现 有 的 数 百 种 教材 中 甄选 出 Thomas L. Floyd, Charles 
K. Alexander, Behzad Razavi、John G. Proakis、Stephen Brown, Allan R. Hambley, 
Albert Malvino, Mark I. Montrose, David A. Johns , Peter Wilson , H. Vincent Poor, 
Dikshitulu K. Kalluri , Bhag Singh Guru, Stephane Mallat 等 大 师 名 家 的 经 典 教材 ， 以 
“国外 电子 与 电气 技术 丛书 ”为 总 称 出 版 ， 供 读者 学 习 、 研 究 及 珍藏 。 这 些 书 籍 在 读者 中 
树立 了 良好 的 口碑 ， 并 被 许多 高 校 采 用 为 正式 教材 和 参考 书籍 。 其 影印 版 “经 典 原 版 书 
库 ” 作 为 姊妹 篇 也 越 来 越 多 被 实施 双语 教学 的 学 校 所 采用 。 

权威 的 作者 、 经 典 的 教材 、 一 流 的 译 者 、 严 格 的 审 校 、 精 细 的 编辑 ， 这 些 因 素 使 我 们 
的 图 书 有 了 质量 的 保证 。 随 着 电气 与 电子 信息 学 科 建 设 的 不 断 完 善 和 教材 改革 的 逐渐 深 
化 ， 教 育 界 对 国外 电气 与 电子 信息 教材 的 需求 和 应 用 都 将 步 人 一 个 新 的 阶段 ， 我 们 的 目标 
是 尽善尽美 ， 而 反馈 的 意见 正 是 我 们 达到 这 一 终极 目标 的 重要 帮助 。 华 章 公 司 欢迎 老师 和 
读者 对 我 们 的 工作 提出 建议 或 给 予 指正 ， 我 们 的 联系 方法 如 下 : 

华章 网 站 : www. hzbook. com 

电子 邮件 : hzjsj@hzbook. com 

联系 电话 : (010) 88379604 

联系 地 址 : 北京 市 西城 区 百 万 庄 南 街 1 号 

邮政 编码 : 100037 华章 科技 图 书 出 版 中 心 
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这 是 马萨诸塞 大 学 洛 厄 尔 分 校 的 Kalluri 〈 凯 鲁 瑞 ) 教授 于 2012 年 出 版 的 电磁 场 与 波 
教科 书 。 在 国内 外 现 有 的 为 数 众多 的 电磁 场 与 波 教 材 中 ， 这 本 书 与 众 不 同 。 这 主要 是 得 益 
于 书 中 的 素材 基于 凯 鲁 瑞 教 授 从 1984 年 起 在 马萨诸塞 大 学 洛 厄 尔 分 校 教授 电磁 场 与 波 课 
程 时 的 讲稿 和 教学 笔记 ， 其 中 大 多 数 内 容 和 素材 都 是 原创 性 的 工作 成 果 ， 而 不 是 以 前 教科 
书 的 翻版 和 修订 。 凯 鲁 瑞 教 授 是 电磁 材料 与 光学 系统 领域 中 的 国际 知名 学 者 ， 在 复杂 媒质 
研究 方面 是 世界 公认 的 开拓 人 者 ， 有 很 高 的 造 诈 。 他 先后 与 劳伦斯 伯克利 实验 室 、 加 利 福 尼 
亚 大 学 洛杉矶 分 校 、 南 加 利 福 尼 亚 大 学 和 田纳西 大 学 的 研究 小 组 进行 过 合作 ， 并 于 多 个 夏 
季 在 空军 实验 室 担 任 研究 助理 。 从 1984 年 开始 ， 他 任教 于 马萨诸塞 大 学 洛 厄 尔 分 校 ， 担 
任 电磁 材料 与 光学 系统 (CEMOS) 中 心 的 联席 主任 。 

全 书包 括 21 章 正 文 和 37 个 附录 ， 特 别 是 37 个 附录 写 得 非常 详细 ， 几 乎 占 了 全 书 的 
一 半 篇 幅 。 这 本 书 内 容 全 面 ， 所 涉及 的 知识 面 极其 广泛 ， 但 却 使 复杂 问题 简单 化 。 

在 全 书 21 章 正文 中 ， 有 7 章 讨 论 有 界 简单 媒质 中 的 电磁 场 与 波 ， 涉 及 简单 媒质 中 电 
磁场 的 准 毅 态 和 病态 近似 、 一 维 问题 的 解 、 二 维 问题 的 解 和 波导 、 三 维 问题 的 解 、 球 面 波 
及 其 应 用 以 及 波 的 其 他 问题 有 6 章 讨论 复杂 媒质 中 的 电磁 场 与 波 ， 涉 及 复杂 材料 的 电磁 
模型 、 人 工 电磁 材料 、 各 向 同性 冷 等 离子 体 中 的 波 、 空 间 色 散 和 热 等 离子 体 、 各 向 异性 媒 
质 和 磁 等 离子 体 中 的 波 、 各 向 异性 晶体 中 的 光波 ; 有 7 章 讨论 电磁 计算 方法 及 其 在 电磁 波 
工程 中 的 应 用 ， 涉 及 有 限 差 分 法 、 加 权 余 量 法 、 和 矩 量 法 、 有 限 元 法 、 时 域 有 限 差分 法 以 及 
基于 微 扰 和 变 分 技术 的 近似 解析 方法 。 除 了 以 冷 等 离子 体 、 热 等 离子 体 、 磁 等 离子 体 和 各 
向 异性 品 体 为 例 ， 讨 论 时 间 色 散 、 空 间 色 散 、 不 均匀 性 和 各 向 异性 对 波 传播 的 影响 外 ， 还 
另 尽 一 章 专门 讨论 时 变 媒质 的 一 种 特殊 情况 ， 即 运动 媒质 。 此 外 ， 特 别 讨论 了 用 于 求解 各 
种 问题 的 许多 新 颖 的 计算 方法 ， 仅 仅 这 些 数学 讨论 就 足以 体现 这 本 书 的 参考 价值 。 可 以 
说 ， 本 书 突出 了 电磁 波 在 等 离子 体 和 复杂 媒质 中 的 传播 问题 ， 这 是 其 他 同类 书 中 前 所 未 见 
的 。 在 从 事 等 离子 体 物理 研究 或 等 离子 体 物理 工程 开发 的 任何 人 的 书架 上 ， 都 应 该 有 这 本 
书 的 身影 。 

附录 包含 一 些 高 级 或 比较 新 的 专题 ， 供 对 此 感 兴趣 的 学 生 阅 读 。 这 也 给 教师 提供 了 一 
个 选择 高 级 专题 的 机 会 。 附 录 中 有 三 分 之 一 是 对 某 电 磁场 专题 的 一 个 基本 介绍 。 

除 正 文 和 附录 外 ， 本 书 还 包括 大 量 习 题 ， 这 些 习 题 是 帮助 学 生 更 深刻 地 理解 和 掌握 书 
中 内 容 的 一 种 最 有 效 的 方法 。 

这 是 一 本 写 得 非常 细致 并 对 学 生 和 专业 人 员 都 非常 有 用 的 书 ， 它 将 先前 分 散 于 电磁 学 
各 个 领域 中 的 许多 日 益 重 要 的 概念 集中 到 一 部 学 术 巨著 中 。 该 书 在 写作 中 对 电路 概念 与 场 
做 了 广泛 类 比 ， 这 样 做 不 仅 有 助 于 读者 掌握 场 和 波 的 概念 与 理论 ， 并 且 为 深入 理解 场 和 波 
与 电路 的 联系 开创 了 很 好 的 条 件 。 在 突出 理论 与 重视 实践 之 间 的 平衡 方面 ， 该 书 有 其 独特 
之 处 ， 值 得 我 们 借鉴 。 凯 鲁 瑞 教授 在 全 书 中 穿插 了 许多 案例 研究 和 实际 例子 ， 举 例 说 明了 
如 何 导出 直观 的 近似 解 。 凯 鲁 瑞 教授 对 这 门 课 程 的 丰富 教学 经 验 ， 使 得 他 能 够 以 一 种 帮助 
读者 从 概念 上 掌握 数学 问题 的 方式 来 组 织 和 表述 相关 的 内 容 与 素材 。 

这 本 书 的 特点 是 ， 不 仅 涵 盖 传 统 的 电磁 波 和 电磁 材料 的 内 容 ， 还 包括 针对 广泛 的 工程 
应 用 需要 掌握 的 内 容 ， 涉 及 许多 前 沿 研究 成 果 。 尽 管 本 书 中 包括 的 章节 要 远 远 多 于 在 一 学 


期 3 学 分 的 课程 中 所 能 介绍 的 内 容 ， 但 其 课时 的 安排 具有 可 选择 性 ， 即 使 是 对 于 只 选修 一 
门 电磁 学 课程 的 学 生 ， 也 可 以 根据 电磁 场 专题 的 不 同 来 确定 起 点 ， 从 目录 中 选取 相应 章节 
满足 3 一 6 学 分 课程 的 需要 。 而 在 学 生 需要 的 时 候 ， 他 们 可 以 通过 自学 去 掌握 其 余 的 内 容 。 
我 们 认为 一 本 教材 应 该 作为 某 些 当前 活 牙 的 研究 领域 的 一 个 起 点 ， 并 激发 学 生 对 这 些 研 究 
领域 的 兴趣 。 因 此 这 本 书 既 适合 高 等 院 校 电 气 、 电 子 信息 类 专业 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 作 
为 教材 使 用 ， 也 适合 电磁 波 科研 工作 者 以 及 从 事实 际 工 作 的 工程 师 作 为 继续 学 习 的 参考 
指南 。 

受 机 械 工 业 出 版 社 的 委托 ， 我 们 将 该 书 翻译 成 中 文 ,希望 本 书 在 积极 促进 并 加 速 我 国 
电磁 场 与 波 的 教材 建设 和 课程 建设 的 同时 ， 能 有 助 于 推动 我 国 读者 进一步 跟踪 与 掌握 电磁 
场 和 电磁 波 理论 在 等 离子 体 和 复杂 媒质 中 的 应 用 。 

本 书 由 马 西府 和 沈 瑶 主 译 ， 邹 建 龙 和 王 嘉 玮 参与 了 翻译 工作 。 全 书 译 稿 由 马 西奈 教授 
统一 审 校 。 

原 书 中 有 少量 输入 和 排版 的 疏漏 ， 在 翻译 过 程 中 做 了 改动 。 限 于 译 者 的 水 平 ， 翻 译 不 
当 或 表述 不 清楚 乃至 错误 之 处 ， 欢 迎 读者 批评 指正 ， 我 们 将 不 胜 感激 。 
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有 关 电 磁 学 的 科目 至 今 仍然 是 电气 工程 (EE) 专业 本 科 阶 段 的 一 门 核心 课程 ， 然 而 
在 大 多 数 美国 大 学 中 ， 电 磁 学 的 教学 课时 被 缩减 到 原来 的 一 半 〔 以 一 门 3 学 分 的 课程 取代 
了 过 去 的 两 门 课程 )。 现 在 拥有 电气 工程 学 士 学 位 的 毕业 生 ， 在 更 短 的 时 间 内 匆忙 地 学 习 
与 以 前 同样 的 课程 内 容 ， 常 常会 忽略 对 基本 概念 的 理解 ， 而 是 去 记忆 大 量 的 公式 ， 他 们 把 
这 些 公式 看 作 基于 书 中 例题 来 进行 计算 的 窍门 。 其 中 有 些 人 幸运 地 选修 了 微波 技术 、RF 
设计 、 天 线 或 光纤 等 后 续 课 程 ， 这 样 部 分 地 加 强 了 对 某 一 应 用 领域 的 理解 。 利 用 很 容易 获 
得 的 商业 软件 ， 在 没有 从 概念 上 理解 预期 的 解决 方案 的 条 件 下 ， 就 可 以 进行 程序 计算 和 设 
计 。 商 业 软 件 是 用 户 友 好 的 以 至 于 我 们 通常 得 到 一 个 绚丽 多 彩 的 形象 化 解 ， 即 使 它 是 该 物 
理 问题 的 一 个 错误 模拟 。 毕 业 后 ， 在 新 工作 中 ， 受 到 老板 一 两 次 温和 的 斥责 时 ， 新 毕业 的 
学 生 才 会 认识 到 需要 知道 要 模拟 的 合适 的 模型 是 什么 以 及 期 望 什么 样 的 定性 结果 。 尽 管 软 
件 是 非常 有 用 的 ,但 是 它 却 不 可 能 代替 人 们 对 求解 问题 时 所 涉及 的 每 一 步骤 从 概念 上 的 理 
解 。 幸 运 的 是 ， 对 于 新 毕业 的 学 生来 说 ， 或 许 有 这 样 一 个 大 学 ， 它 提供 研究 生 课程 ， 并 且 
有 一 个 专门 的 教师 或 教授 ， 他 知道 这 些 被 一 些 顶 级 公司 录用 的 聪明 学 生 并 不 比 在 公司 里 已 
经 工作 了 一 二 十 年 的 老 员工 策 。 男 一 方面 ， 他 们 能 够 轻松 自如 、 非 常 娴熟 地 使 用 计算 机 与 
在 线 资源 。 他 们 愿意 挑战 自己 ,迅速 学 会 用 概念 和 分 析 而 不 是 程序 计算 来 思考 问题 然 
而 ,他 们 想 通 过 学 习 一 些 实例 来 把 所 学 到 的 知识 与 技术 应 用 相 结 合 。 除 此 之 外 ， 当 发 现 他 
们 在 某 一 技术 领域 所 深入 学 到 的 技术 能 够 应 用 于 另 一 个 具有 相同 工程 科学 基础 的 技术 领域 
时 ， 他 们 感到 很 有 趣 ， 科 技 的 各 个 领域 之 间 往 往 是 相通 的 ， 电 磁 理 论 也 是 一 样 。 在 专门 研 
究 以 电磁 理论 为 基础 的 某 一 技术 领域 之 前 ， 这 样 的 研究 生 抽 不 出 时 间 选 修 超过 一 门 或 两 门 
研究 生 电 磁场 课程 ， 即 使 他 们 本 身 喜 爱 电磁 场 理 论 。 

电磁 理论 是 传统 的 学 科 ， 在 这 方面 已 经 出 版 了 许多 优秀 的 教材 。 从 事 电磁 学 教学 和 研 
究 的 很 多 人 都 曾 受 益 于 基于 经 典 教材 的 研究 生 课 程 ， 这 些 都 相当 于 未 商品 化 的 电磁 学 软 
件 。 对 于 那些 依旧 喜欢 这 种 传统 的 电磁 场 学 习 和 研究 方法 的 人 ， 我 们 仍然 建议 他 们 在 两 到 
三 年 的 时 间 里 认真 学 习 这 些 研 究 生 教 材 ， 通 过 全 面 掌握 所 有 专题 的 数学 处 理 方法 获得 
启发 。 

我 认为 相对 于 物理 专业 的 学 生来 说 ， 在 给 电气 工程 专业 学 生 讲 授 电磁 场 时 ， 可 以 在 所 
讲授 的 材料 方面 做 一 些 巧妙 的 变化 。 第 一 个 变化 就 是 利用 电气 专业 学 生 很 强 的 电路 基础 知 
识 ， 把 传输 线 处 理 为 分 布 参 数 电路 。 

以 下 是 在 选取 本 书 中 第 一 部 分 到 第 五 部 分 内 容 时 有 关 动 机 、 论 据 和 一 般 主题 的 一 些 
想法 。 

D 作为 分 布 参数 电路 ， 传 输 线 是 集 总 参数 电路 理论 的 一 种 必然 推广 和 延伸 。 对 于 电 
气 工 程 师 来 说 ， 以 电压 和 电流 作为 独立 变量 的 传输 线 上 的 标量 波 并 不 是 那样 抽象 ， 并 给 出 
了 适合 于 电气 工程 师 思考 问题 的 基本 框架 。 传 输 线 比拟 ， 即 使 它们 不 是 物理 上 的 〈 人 工 )， 
似乎 也 有 助 于 电气 工程 师 掌握 更 抽象 的 概念 。 

2) 我 已 经 擅自 把 简单 电磁 媒质 定义 为 e、jy 和 o 都 是 标量 常数 的 一 种 媒质 。 这 对 应 于 
电路 中 的 集 总 参数 描述 ， 例 如 ， 电 容 C、 电 感 工 、 电 导 G 或 电阻 R 的 定义 。 它 也 大 致 相当 
于 通常 在 本 科 生 课 程 中 所 求解 的 问题 。 某 些 纯粹 的 理论 学 者 会 反对 这 个 定义 。 他 们 可 能 会 


把 自由 空间 介质 看 成 简单 介质 ， 愿 意 把 简单 介质 的 定义 扩展 到 理想 各 向 同性 介质 。 实 际 
上 ， 除 各 向 同性 介质 以 外 ， 任 何 媒质 都 是 一 种 复杂 媒质 。 

3) 我 已 经 以 功利 的 观点 来 区 别 简单 媒质 问题 和 复杂 媒质 问题 。 在 4 个 麦克 斯 韦 方 程 
中 有 2 个 是 相同 的 ， 材 料 的 电磁 性 质 是 由 本 构 关 系 引 入 的 。 给 定 边界 条 件 和 源 就 能 确定 问 
题 的 解 。 许 多 实际 问题 都 会 涉及 复杂 媒质 以 及 复杂 媒质 的 边界 。 然 而 ， 从 教学 的 角度 来 
看 ， 可 以 将 问题 分 为 两 类 : (a) 具有 复杂 边界 的 简单 介质 ，(b) 具有 简单 边界 的 复杂 介 
质 。 例 如 ， 简 单 边界 可 以 是 一 个 平面 ， 这 时 就 可 以 采用 直角 坐标 来 描述 。 

4) 本 书 第 一 部 分 论述 了 有 界 简单 媒质 中 的 电磁 场 。 在 引入 时 域 方 程 之 后 ， 我 们 分 别 
得 到 了 一 维 、 二 维和 三 维 问题 的 时 谐 方程 、 波 传播 的 解 以 及 它们 的 应 用 。 在 一 维 问题 中 ， 
首先 考虑 了 平面 边界 问题 ， 然 后 考虑 了 圆柱 形 边界 问题 及 其 应 用 。 从 第 一 条 原则 开始 ， 对 
于 沿 = 轴 无 限 长 细 导 线 中 有 正弦 电流 流 过 的 理想 问题 ， 解 释 了 获得 一 维 模型 〈 对 于 矢量 位 
的 z 分 量 A.) 的 过 程 。 然 后 ， 考 虑 到 问题 中 的 对 称 性 ， 显 然 A. 至 多 是 一 个 关于 圆柱 径 向 
坐标 o 的 函数 。 这 是 建立 一 个 合乎 研究 目的 的 模型 的 简单 例子 ， 而 不 是 由 于 不 必要 的 细 
节 ， 使 得 我 们 的 分 析 陷 于 困境 ， 实 际 上 ， 不 必要 的 细节 会 增加 问题 的 复杂 程度 。 作 为 增加 
复杂 程度 的 一 个 例子 ， 对 于 上 述 问题 ， 我 们 可 以 将 细 导 线 上 的 一 段 微 元 看 作 一 个 赫 效 偶 极 
子 ， 然 后 对 无 限 长 细 导 线 进行 无 穷 积分 。 

5 已 经 表明 ， 上 述 问 题 的 常 微分 方程 在 原点 处 存在 奇异 性 ， 且 存在 两 个 独立 解 ， 其 
中 一 个 解 在 原点 处 有 奇异 性 。 在 提 到 可 以 利用 需 级 数 法 获得 这 样 的 方程 的 解 之 后 ， 给 出 了 
其 级 数 形式 解 并 且 将 其 指定 为 零 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 。 因 此 ， 引 入 了 贝 塞 尔 函 数 且 与 三 角 
函数 进行 了 比较 ， 同 时 介绍 了 贝 塞 尔 函 数 的 应 用 。 

6) 选取 矩形 和 圆柱 形 波 导 作 为 二 维 问题 的 例子 。 在 定义 了 波导 问题 之 后 ， 介 绍 了 众 
所 周知 的 求 偏 微分 CPD) 方程 解 的 分 离 变 量 技术 。 已 经 表明 ， 这 种 方法 把 PD 方程 转化 为 
几 个 受 分 离 常 数 约束 的 常 微分 方程 。 在 特殊 函数 的 讨论 中 ， 我们 的 重点 是 培养 对 这 些 函 数 
的 使 用 兴趣 ， 使 它们 能 方便 地 用 于 求 常 微分 方程 的 特征 值 和 特征 向 量 。 以 慎 形 波导 为 例 ， 
介绍 了 分 数 贝 塞 尔 函 数 的 应 用 。 在 这 些 例子 中 ， 对 于 每 一 个 具体 问题 ,说 明了 如 何 基 于 给 
定 的 和 隐 含 的 〈 基 于 问题 的 物理 特性 ) 边界 条 件 ， 从 容许 函数 模板 来 选择 合适 的 函数 去 构 
造 解 的 技术 。 

D 作为 三 维 问题 中 的 一 个 例子 ,第 4 章 讨 论 了 矩形 谐振 腔 。 在 假设 边界 是 理想 导体 
的 条 件 下 ， 介绍 了 计算 场 分 量 〈 特 征 矢量 ) 和 谐振 频率 (特征 值 )， 以 及 利用 谐振 腔 腔 壁 
表面 电流 计算 损耗 的 著名 近似 方法 。 留 给 学 生 一 些 课外 习题 ， 目 的 是 检验 他 们 是 否 能 够 通 
过 观察 写 出 圆柱 形 谐 振 腔 的 解 。 

8) 第 4 章 和 第 5 章 中 的 波导 与 谐振 腔 问题 实质 上 基于 标量 函数 (对 于 TM 问题 是 
E., XF TE 问题 是 H.) 所 满足 的 雍 姆 霍 兹 方程 的 解 。 之 所 以 可 以 进行 这 样 的 分 解 ， 是 
因为 对 于 这 些 问 题 ， 可 以 识别 出 哪 一 个 是 纵向 方向 和 哪 一 个 是 横向 截面 。 在 球形 几何 形状 
中 ， 不 容易 识别 出 标量 函数 。 从 原理 上 来 说 ， 必 须 求解 更 普遍 的 矢量 交 姆 霍 效 方程 。 因 
此 ， 我 们 需要 运用 更 多 的 数学 知识 。 可 以 使 用 以 前 的 技术 ， 即 首先 考虑 在 球 坐 标 系 中 标量 
亥 姆 霍 效 方程 的 解 下 ， 然 后 通过 所 定义 的 向 量 M 和 NN 把 它 与 TM" Al TE 模式 联系 起 来 。 
对 于 只 选修 一 学 期 课程 的 学 生 ， 可 以 省 略 第 5 章 ， 因 为 这 一 章 的 内 容 会 影响 学 生 对 简单 概 
念 的 理解 。 

9) 在 低频 〈 准 静态 ) 或 静态 应 用 情况 下 ， 第 6 章 中 将 标量 亥 姆 堆 兹 方程 近似 为 拉 普 
拉 斯 方程 。 首 先 快速 回顾 了 一 维 问题 、 在 三 个 主要 坐标 系统 中 应 用 容许 函数 的 模板 技术 和 
用 正 交 函 数 来 展开 一 个 任意 函数 ， 这 些 正 交 函 数 就 是 第 3 章 和 第 4 章 中 解 的 模式 (特征 矢 
量 )。 为 了 说 明 这 些 方法 在 电磁 场 问 题 中 的 应 用 ， 提供 了 大 量 课外 习题 。 为 适合 电气 工程 
专业 本 科学 生 阅 读 ， 比 较 直观 地 编写 了 关于 电磁 波 各 方面 的 专题 ， 特 别 是 在 7. 2 节 中 。 对 


于 那些 希望 在 高 频 电路 和 网 络 方面 有 所 发 展 的 学 生 ，7. 3 节 是 特别 有 意义 的 。7.5 一 7.7 节 
通常 可 以 作为 独立 的 课程 来 深入 地 研究 ， 在 这 里 只 是 对 这 些 专题 进行 了 简单 介绍 。 

10) 本 书 第 二 部 分 讨论 了 复杂 媒质 中 的 电磁 场 ， 其 中 至 少 有 一 个 电磁 参数 不 是 标量 常 
数 。 第 8 章 介 绍 了 各 种 复杂 材料 的 组 成 关系 ,包括 超导体 以 及 在 微观 相互 作用 中 最 常用 的 
经 典 简单 模型 。 

11) 以 冷 等 离子 体 、 热 等 离子 体 、 磁 等 离子 体 和 各 向 异性 晶体 为 例 ， 研 究 了 时 间 色 
散 、 空 间 色 散 、 不 均匀 性 和 各 向 异性 对 波 传播 的 影响 。 第 14 章 讨 论 了 时 变 媒质 的 特殊 情 
况 ， 即 运动 媒质 。 对 几 种 电磁 分 析 的 技术 也 进行 了 一 定 深 度 的 分 析 。 第 9 章 讨论 了 等 离子 
体 、 手 性 材料 和 左手 材料 的 电磁 模型 以 及 实验 模拟 。 

12) 第 二 部 分 介绍 了 每 种 复杂 性 的 支配 效应 。 这 一 部 分 旨 在 像 描 述 一 个 系统 元 件 的 输入 
与 输出 关系 一 样 ， 建 立 一 种 联系 复杂 性 种 类 与 支配 效应 的 系统 化 方法 。 以 综合 的 方法 ， 通 过 
系统 元 件 之 间 的 互 连 可 以 得 到 一 个 理想 的 输出 。10. 10 节 提 到 了 一 个 例子 ， 即 把 下 列 这 样 两 
种 不 希望 的 支配 效应 结合 起 来 : (a) 在 展 宽 脉冲 过 程 中 出 现 的 色散 ，(b) 当 孤 波 在 色散 非 线 
性 介质 中 传播 时 ， 使 脉冲 陡峭 到 能 维持 其 形状 所 期 望 的 综合 效应 过 程 中 的 非 线性 。 

13) 第 三 部 分 旨 在 介绍 工业 中 广泛 应 用 的 各 种 商业 电磁 学 软件 的 核心 算法 的 基础 ， 讨 
论 和 说 明了 有 限 差分 法 、 矩 量 法 、 有 限 元 法 以 及 时 域 有 限 差分 法 。 用 只 有 几 个 单元 的 手 算 
简单 例子 和 MATLAB 代码 简单 例子 来 解释 隐 含 在 算法 中 的 概念 。 由 于 尽 可 能 直接 地 使 用 
算法 的 公式 ， 所 有 编程 是 非常 简单 的 。 给 学 生 提 供 一 些 像 传输 线 、 波 导 和 静电 问题 这 样 的 
实际 例子 ， 以 便 他 们 能 够 编写 代码 和 求解 问题 。 鼓 励 学 生 利用 商业 软件 计算 相同 的 问题 ， 
以 便 验证 结果 并 加 深 对 算法 的 理解 。 当 然 ， 有 一 些 商 业 软 件 有 很 强大 的 后 处 理 能 力 以 及 更 
有 效 和 精确 的 算法 ， 这 一 部 分 的 目的 并 不 是 阻止 学 生 使 用 这 些 商 业 软 件 ， 而 是 更 自信 、 更 
满意 地 使 用 这 些 商 业 软 件 。 

全 书 前 三 个 部 分 所 包含 的 内 容 ， 足 以 作为 高 年 级 本 科 生 和 一 年 级 研究 生 课 程 的 教材 ， 每 
门 课 可 占 3 学 分 。 出 于 这 样 的 目的 ， 我 在 马萨诸塞 大 学 洛 厄 尔 分校 过 去 24 年 的 教学 中 采用 
了 各 种 各 样 的 版 本 来 组 织 教学 素材 (对 于 课程 16. 507: 电磁 波 和 材料 ， 对 于 课程 16. 532: 计 
算 电磁 学 )。 在 每 一 次 教学 中 ， 有 大 约 三 分 之 二 的 学 生来 自 于 基于 电磁 技术 的 专业 。 

第 四 部 分 由 各 章 的 附录 所 组 成 。° 其 中 的 一 些 包含 某 一 推导 或 解释 的 详细 过 程 ， 这 些 
推导 或 解释 的 详细 过 程 并 不 是 核心 概念 ， 如 果 把 它们 放 在 正文 中 会 分 散 读 者 对 重点 内 容 的 
注意 力 ， 为 了 完整 起 见 ， 把 它们 放 到 了 附录 中 。 男 一 方面 ， 附 录 还 包含 了 一 些 高 级 或 比较 
新 的 专题 ， 供 对 此 感 兴趣 的 学 生 阅读 。 这 也 给 教师 提供 了 一 个 选择 高 级 专题 的 机 会 ， 可 以 
选择 他 们 电磁 研究 小 组 目前 所 感 兴趣 的 研究 专题 。 附 录 中 有 三 分 之 一 是 对 某 一 电磁 场 专题 
的 基本 介绍 。 我 们 没有 继续 对 其 进行 更 深入 的 讨论 ， 但 是 应 该 指出 它 可 以 按照 相关 章 中 的 
类 似 方法 来 继续 进行 讨论 。 例 如 ， 第 13 章 论 述 了 “各 向 异性 晶体 的 光波 ”。 其 中 的 分 析 基 
于 由 介 电 常数 张 量 所 联系 的 D 和 EE 的 本 构 关系 式 。 附 录 13A 系统 地 阐述 了 在 存在 静 磁 场 
时 ， 复 杂 媒 质 铁 氧 体 的 磁 导 率 张 量 。 

第 五 部 分 是 一 个 重要 的 教学 工具 ， 包 括 课 外 习题 、15 分 钟 的 小 测验 以 及 家 庭 测 试 。 作 者 
以 往 都 是 以 下 面 的 方式 来 使 用 这 些 教学 工具 的 : 课 后 留 一 些 习 题 作为 课外 作业 ， 在 下 一 次 课 
堂上 ， 通 常 根据 技术 应 用 和 模型 特点 来 告诉 学 生 这 个 问题 的 重要 性 ， 并 会 对 这 个 作业 做 一 些 
简要 讨论 ， 也 会 提供 解 题 的 思路 。 定 期 进行 15 分 钟 的 小 测验 〈 每 三 或 四 个 50 分 钟 课时 ， 目 
的 是 检查 学 生 是 否 掌 握 了 课外 作业 中 的 重点 概念 )。 在 学 期 中 间 和 课程 结束 时 ， 会 对 学 生 进 
行家 庭 测 试 或 开卷 考试 ， 其 中 题 量 相当 大 。 学 生 所 反馈 回来 的 信息 总 是 肯定 的 ， 他 们 认为 第 


© 请 注意 , 第 3 章 、 第 5 章 、 第 8 章 、 第 13 章 、 第 15 章 、 第 19 章 和 第 20 章 没有 对 应 的 附录 。 


五 部 分 中 的 习题 是 他 们 更 深刻 地 理解 和 掌握 书 中 内 容 的 一 种 最 有 效 的 方法 。 

尽管 本 书 中 包括 的 素材 要 远 远 多 于 在 一 学 期 3 学 分 的 课程 中 所 能 介绍 的 内 容 ， 但 我 坚 
信 这 本 书 还 是 非常 实用 的 ， 即 使 是 对 于 只 选修 一 门 电磁 学 研究 生 课程 的 学 生 ， 在 需要 的 时 
候 ， 也 可 以 通过 自学 去 掌握 其 余 的 内 容 。 我 认为 一 本 研究 生 教材 应 该 作为 某 些 当前 活 牙 的 
研究 领域 的 一 个 起 点 ， 并 激发 学 生 对 这 些 研 究 领 域 的 兴趣 。 

本 书目 的 是 在 电磁 场 问题 的 理论 、 直 观 近似 解 以 及 商业 软件 应 用 和 软件 解 的 解释 之 间 
达到 平衡 。 


Dikshitulu K. Kalluri 
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的 帮助 ， 以 及 试图 帮助 我 缓解 焦虑 。Robert 和 Taki 编辑 了 本 书 第 五 部 分 。 
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第 | 章 
简单 媒质 中 的 电磁 场 * 


1.1 引言 


经 典 电磁 现象 统一 用 麦克 斯 韦 方 程 组 来 描述 ;这些 矢量 (参见 附录 1A) 方 程 可 以 用 偏 
微分 方程 表示 成 如 下 形式 : 


VX E(r,t) =— 0B) A-1) 
ET 

VX H(r,t) = J (r,t) + Pn (1.2) 

V-D=p, (1. 3) 

V-B=0 (1. 4) 


其 中 ， 在 标准 单位 (RMKS) 制 中 , E 是 电场 强度 (V/m)，H 是 磁场 强度 (A/m)，D 是 电 通 
量 密度 (C/m?)，B 是 磁感应 强度 (Wb/m*)， J 是 电流 体 密度 (A/m*), p, 是 电荷 体 密度 
LCA Je 

在 上 述 方程 中 ,J 包括 源 电 流体 密度 J source o 

通常 ， 明 确 地 给 出 电流 连续 性 方程 


viJ+ 一 0 (1.5) 
和 一 个 以 速度 运动 的 点 电荷 9 上 的 受 力 方程 
F = q(E+vXB) ct. 的 


以 便 求 出 问题 的 解 。 在 上 述 方程 中 ，q 是 电荷 (C)， v 是 速度 (m/s)。 
通过 引入 动态 电磁 位 可 以 使 得 复杂 电磁 场 问题 变 得 易于 求解 (参见 附录 1B) : 
B=VXA CL 


E=— VE— (1. 8) 


ot 
式 中 ，A 是 磁 和 失 位 (Wb/m)，FB 是 标量 电位 (V)。 
某 种 电磁 材料 对 电磁 场 的 影响 由 场 量 E、D、B、H 和 J 之 间 的 本 构 关 系 所 反映 。 


1.2 简单 媒质 
简单 媒质 的 本 构 关 系 式 如 下 : 
D = Æ = oth (1.9) 
B= = mp (1. 10) 
J =E (1.11) 
KP, co Mo 分 别 是 自由 空间 的 介 电 常数 与 磁 导 率 ， 它 们 的 值 分 别 是 : 
a = 8.854 X10 = z X10 (F/m) (1. 12) 


日 第 1 章 的 附录 参见 附录 1A 一 1D。 


Ho = år x 106° (H/m) 
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(1.13) 


不 同 材料 的 相对 介 电 常数 s:( 也 叫做 介 电 常数 ) 、 相 对 磁 导 率 y. 和 电导 率 o(S/m) 分 别 


具有 不 同 的 值 。 进 一 步 来 说 ， 可 以 假定 一 种 简单 媒质 的 es 、/ 
和 都 是 正 的 标量 常数 (参见 图 1. 1) 。 

在 一 定 的 频段 中 求解 某 些 电磁 问题 时 ， 对 材料 行为 采用 这 
样 的 理想 化 探究 方法 是 可 行 的 。 事 实 上 ， 在 基础 电磁 场 课程 中 
通常 仅 探究 这 样 一 类 问题 。 尽 管 进 行 了 这 样 的 理想 化 处 理 ， 但 
是 由 于 在 一 个 给 定 空间 中 材料 的 大 小 、 形 状 和 构成 不 同 ， 可 能 
仍然 需要 用 大 量 的 数学 知识 才能 得 到 电磁 场 问题 的 解析 解 。 在 
两 种 材料 的 分 界面 上 ， 边 界 两 边 的 场 可 以 由 下 述 边界 条 件 联系 
起 来 ( 见 图 1. 2) : 


fi, 。(D; — D1) = ps (1. 14) 
fix: + (B: — B,) = 0 (1. 15) 
fi, X (E —E,) = 0 (1. 16) 
ñz X (H; — H,) = K (1.17) 


在 上 述 各 式 中 ，ps 是 电荷 面 密度 (C/m ),， 五 是 电流 面 密度 
(A/m)， 抽 ,是 垂直 于 分 界面 由 媒质 1 指向 媒质 2 的 单位 矢量 ， 
如 图 1.2 所 示 。 


1.3 时 变 电 磁 学 


Er 上 4 和 co 是 
标量 常数 


图 1.1 某 种 材料 作为 一 种 
简单 媒质 的 理想 化 


媒质 2 
媒质 1 


图 1.2 边界 条 件 


到 目前 为 止 ， 所 建立 的 方程 都 是 为 了 确定 简单 媒质 中 的 时 变 电 磁 场 。 对 于 无 损耗 (co 一 


0) 的 简单 媒质 来 说 ， 通 常 通过 求 位 函数 4 和 电位 更 而 得 到 解 ， 





方程 
2 1 ŞA = 
ol i a 
yV? 1 ree 
v ot € 
式 中 
pe 
在 获得 上 述 方程 时 ， 我 们 运用 了 洛 伦 效 条 件 : 
V+ A+ pe 22 = 0 


位 函数 A A D 满足 波动 


(1. 18) 


(1. 19) 


(1. 20) 


(1. 21) 


方程 式 (1. 18) 和 方程 式 (1.19) 中 的 右 端 项 都 是 电磁 场 的 场 源 。 如 果 已 知 电 磁场 的 场 
源 ， 利 用 滞后 位 可 以 求 得 方程 式 (1. 18) 和 方程 式 (1. 19) 的 解 分 别 为 


Ate) ~ al [JI ay’ 


aan [r—r | 





O(r,t) = _—Vv~_dy' 
an ase |r—r | 


这 里 ， 符 号 [表示 在 某 一 给 定 滞后 时 刻 的 值 ， 即 
EA =J(r -=H L) 


[ov] = py (rt— =) 


(1.22) 


(1. 23) 


(1. 24) 


(1. 25) 
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其 中 , rAr 分 别 是 表示 场 点 与 源 点 的 位 置 矢 量 ( 见 图 1. 3a) 。 在 求 出 4 和 更 后 ,利用 
AA. DARA. 8) 就 可 求 得 电磁 场 。 然 后 ， 可 以 得 到 在 表面 S 上 的 功率 密度 SCW/m2 ) : 
S=EXH (1. 26) 


S=E x H (W/m?) 





a) 源 点 和 场 点 b) 坡 印 亭 定理 
图 1.3 源 点 和 场 点 的 位 置 矢量 
S 是 瞬时 功率 密度 。 根 据 坡 印 亭 定理 ， 在 由 闭合 曲面 S 所 包围 的 体积 V( 图 1. 3b) 
中 ， 有 
db x Has+ 2 (FE: D+ 3B H)av+ |] E- sav =0 (1. 27) 
方程 式 (1. 27) 可 以 由 方程 式 (1. 1) 和 方程 式 (1. 2) 导 出 ， 它 是 能 量 守恒 定律 的 一 种 数学 表述 。 
脉冲 电流 源 的 辐射 


这 里 通过 一 个 简单 例子 来 说 明 在 自由 空间 中 时 变 电 流 所 辐射 的 时 变 电 场 和 磁场 的 计 
算 。 设 电流 源 是 沿 长 度 h 很 小 的 一 小 段 细 线 上 的 脉冲 电流 。 可 以 将 该 电流 源 看 成 是 一 个 点 
电 偶 极 子 ， 其 电流 为 








ICE) = 1,6(2) (1. 28a) Prag) 
这 里 SGi) 是 一 个 脉冲 函数 ， 其 定义 为 
Sa) =0, t#0 (1. 28b) 
| sc =1 (1. 28c) |: ls Y 
HKE h AR — Be Be E K koh BRL “S 
状 如 图 1.4 所 示 。 图 1.4 当 太 很 小 时 ， 脉 冲 电 流 源 可 
因为 电流 源 是 一 小 段 细 线 电流 ， 所 以 式 (1. 22) 简 化 为 以 等 价 成 一 个 点 电 偶 极 子 
ie 一 至 j 
Ap(r,t) = & ai EA! (1. 29) 
An) akk Tes 
和 
AN _ Tsp 
I( 一 至 )= 8(: 一 空 ) 
由 于 有 很 小 ， 可 以 用 r 来 近似 rs,， 这 时 由 式 (1. 29) 可 得 
(2— i 5l — 7 
Arig 34020 a I dz’ = gooh dare! (1. 30) 
ån r 源 长 度 An f 
由 于 在 球 坐 标 系 中 单位 矢量 2 可 以 表示 成 
== F cos — 4 sind C1. 3a) 
所 以 在 球 坐 标 系 中 矢量 位 是 
6(t 一 空 
Ap(rst) = ats ( £ ba cos@ — @ sind) (1. 32) 
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时 变 磁 场 强度 H E 
H=- VXA (1. 33) 
在 球 坐 标 系 中 求 旋 度 ， 由 式 (1. 32) 和 式 (1. 33) 得 到 
ar — plat) 4 dyr(—2) sin (1. 34) 
Ha Be oe rs Tr eT VA HY HH aR EE 
VX H = e © (1. 35) 


不 难 计算 得 到 Eg =0 和 


oe rheosg “(| te) 





oo 3 cr (1. 36a) 
r r 1 r 
E= rheing (Oe) Ae) ED] er 
4neo F cr cr 
在 上 式 中 ，u(t) 是 单位 阶 路 函数， 定义 为 
att) = N pa (1. 37) 
ln ESO 
上 述 这 个 问题 具有 如 下 物理 意义 。 如 图 1.5 所 示 ， 在 t=0 时 刻 qu(t) 
脉冲 电流 产生 了 一 个 点 电 偶 极 子 。 如 果 注 意 到 d[z(D)]/d=sD, 那 ”人 
么 图 1.5 中 的 g 等 于 五 。 式 (1. 34) 和 式 (1. 36) 表 明 在 波 前 到 达观 察 点 h 
的 t=r/c 时 刻 之 前 场 一 直 为 零 。 在 这 一 时 刻 ， 场 是 不 连续 的 ， 但 是 上 
在 这 一 时 刻 之 后 ， 磁 场 为 0， 而 电场 的 值 与 一 个 电 偶 极 矩 为 -qu (1) 
b= lh È (1. 38) 1.5 脉冲 电流 源 和 等 
的 静态 电 侦 极 子 的 电场 相同 。 价 点 电 偶 极 子 
1.4 时 谐 场 


时 谐 电 磁场 是 时 变 电 磁 场 中 的 一 种 特定 情况 ， 它 是 指 电磁 场 随时 间 做 正弦 (或 余弦 ) 变 
化 。 因 为 时 谐 电 磁场 类 似 于 正弦 稳 态 电路 ， 所 以 可 以 应 用 相 量 概念 进行 分 析 。 对 于 时 谐 电 
磁场 ， 某 一 场 量 可 以 表示 为 

F(r,t) = ReL[F(r)e™ ] (1. 39) 
HF (Cr) ES A I SR. EEL. TEW E R AY TT R- h i a A E 
形式 同时 出 现时 ， 将 使 用 特定 符号 一 来 表示 时 谐 电 磁场 的 相 量 形式 。 在 不 存在 混淆 的 可 能 
性 时 ， 这 个 特定 符号 可 以 省 略 掉 ， 使 用 相同 符号 来 表示 时 谐 电 磁场 的 瞬时 形式 和 相 量 形 
式 ， 并 且 可 以 从 上 下 文 来 理解 符号 的 含义 。 注 意 到 在 时 域 中 对 时 间 的 偏 微 分 相应 于 在 相 量 
( 频 域 ) 中 乘 一 个 因子 ju， 因而 不 难 将 时 谐 电 磁场 的 瞬时 形式 转化 成 时 谐 电 磁场 的 相 量 形 
式 。 因 此 ， 场 的 相 量 形式 满足 下 面 的 方程 : 


VX E(r) =— jwB(r) (1. 40) 
VX Ar) = Jr) +iwD(r) (1. 41) 
V+ Dr) = py(r) (1. 42) 
V. Bir) =0 (1. 43) 
V+ J) +jwpy = 0 (1. 44) 


B(r) = VX A(r) (1. 45) 
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E(r) =— YB(r) — jwA(r) (1. 46) 
VAT) +k? Ar) =— pI) (1. 47) 
VB(r) +k? Br) =- Etn (1. 48) 
V+ A(r) + jope®(r) = 0 (1. 49) 
—jk|r—r'| 

iG) = f.. Jor) Edy (1. 50) 
(p= +] ogy ay (1. 51) 

Br dre ll mae pvr |r—r'| ' 
(Se) = FRe[lE x A (1. 52) 

在 上 述 方程 中 ， 

k? = wW pE 一 wW poEo pEr = kô prë: C1..53) 


(Sg) 是 功率 密度 的 时 间 平 均值 ， 符 号 * Rem SSERE, & 是 波 数 。 这 几 个 标记 是 按照 顺序 给 出 
的 。 由 时 谐 源 确定 的 相 量 场 的 分 析 计 算 过 程 要 比 上 一 节 介 绍 的 时 变 场 的 相应 计算 简单 得 多 。 
我 们 可 以 使 用 方程 式 (1. 50) 计 算出 A(r)， 而 使 用 方程 式 (1. 49) 由 人 4 得 到 Or), Wa. HADY 
程式 (1. 45) 和 方程 式 (1. 46) 分 别 计算 出 时 谐 电 场 与 磁场 。 此 外 ， 还 要 涉及 边界 条 件 。 对 于 时 
谐 情况 ， 在 方程 式 (1. 14) 一 方程 式 (1. 17) 所 给 出 的 4 个 边界 条 件 中 只 有 两 个 是 独立 的 。 


1.5 准 静 态 和 静态 近似 


在 时 变 电 磁 场 中 ， 当 忽略 磁感应 或 位 移 电 流 时 ， 称 为 准 静 态 近 似 。 当 忽略 磁感应 时 ， 
称 为 电 准 静态 近似 ; 当 忽 略 位 移 电流 时 ， 称 为 磁 准 静态 近似 。 麦 克 斯 韦 方程 式 (1. 1) 一 方 
程式 (1. 4) 具 有 下 述 形式 。 


a. 电 准 静态 场 
VX E=0 (1. 54a) 
vx H=J5 +22 (1. 55a) 
Ve D=py (1. 56a) 
V-B=0 (1. 57a) 

b. 磁 准 静态 场 
VX E =— 98 (1. 54b) 

ot 

VX H=J (1. 55b) 
V. D = py (1. 56b) 
Ve B=0 (1. 57b) 


在 上 述 两 种 情况 中 ， 如 果 都 忽略 麦克 斯 韦 方 程 中 的 时 间 偏 导数 ， 那 么 它们 将 分 解 成 两 
组 描述 静电 学 和 静 磁 学 的 相互 独立 的 方程 。 


a. 静电 学 
VX E=0 (1. 58a) 
V- D= p, (1. 59a) 
b. 静 磁 学 
VX H=J (1. 58b) 
V-B=0 (1. 59b) 


附录 1D 基于 一 个 时 变 参 数 定量 地 讨论 了 这 些 近似 。 
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如 果 我 们 能 够 把 问题 看 成 是 一 维 模型 ， 那 么 用 于 解决 该 问题 的 数学 方法 会 简单 得 多 。 
大 多 数 时候 ， 一 个 具有 适当 的 对 称 性 和 维度 的 实际 问题 常常 允许 我 们 使 用 一 维 模型 。 适 当 
地 选择 坐标 系 有 时 候 也 有 助 于 降低 特定 问题 的 维度 。 下 面 给 出 几 个 这 样 的 基本 解 。 


2.1 无 源 媒质 中 的 均匀 平面 波 (p、 三 0，J 泊 体积 三 0) 


在 直角 坐标 系 中 ,媒质 参 数 为 e:、j. Mo 的 一 种 简单 有 损 媒 质 具 有 如 下 一 维 (比如 z 
轴 ) 解 : 


E, = H, = 0 (2. 1) 

nH =2XE (2. 2) 
erik 

B=E{",.| (2. 3) 


在 上 面 各 式 中 ， 大 括号 (} 表 示 括 号 内 函数 的 线性 组 合 ，E, 是 横 截 平面 (相对 于 =) 上 的 
电场 。 对 于 有 损 媒质 ， 


k? = w pe — jwpo (2. 4) 
因此 ,& 是 复数 。 特 性 阻抗 7 是 
4 j 1/2 
teal e] hid 


它 也 是 复数 。 如 果 & 写 为 8 一 jc， 那么 相位 因子 exp( 一 jRz) 一 exp( 一 az 一 jBz) 表 示 一 个 沿 正 
z 方 向 传播 而 不 断 衰减 的 平面 波 的 解 。 这 里 ，a 称 为 衰减 常数 (Np/m)，B 称 为 相位 常数 
(rad/m)。 让 方程 式 (2. 4) 中 的 左边 和 右边 的 实 部 和 虚 部 分 别 相等 ， 然 后 求解 所 得 的 两 个 方 
程 就 可 以 得 到 a 和 有 的 显 式 表达 式 : 


1/2 
a= w vpe|giVIFT 1) (Np/m) (2.6) 
B= Vue |z i VIFT +13)" (rad/m) (2.7) 
式 中 
T=2 (2. 8) 


wE 


称 为 损耗 正切 角 。 对 于 低 损耗 电介质 ， 损 耗 正 切 T<1， 并 且 


av E, Fei (2.9) 
2 € 


Brwvpe, T1 (2. 10) 
aw JE se=), 2.41 
7 Zarctan( 3%) T<l ¢ ) 


O 第 2 章 的 附录 参见 附录 2A 一 2D。 
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2.2 良 导 体 近似 
对 于 良 导体 近似 ， 
aX Br Vap = TS 1 (2.12) 
qx, T>1 (2. 13) 
在 上 式 中 ，8 称 为 趋 肤 深度 。 在 这 种 情况 下 ， 特 性 阻抗 也 称 为 表面 阻抗 2Z,: 
q= Z,=R+jX,.= 0+) [32 (2. 14) 


2.3 良 导 体 中 的 均匀 平面 波 : 趋 肤 效 应 


在 良 导 体 中 ， 沿 正 = 方向 传播 的 衰减 波 可 以 用 相 量 expL 一 (1 十 j)z/6] 来 描述 ， 其 场 的 
瞬时 形式 为 


E(z,t) 一 Eue cos(wt ef (2.15) 
J (zs,t) = Joe “cos (wt — =) (2. 16) 

式 中 
Jo = oE, (2.17) 


由 式 (2. 16) 可 知 ， 在 距离 良 导 体 表 面 
1 
PS ae 
处 ， 电 流 密度 的 幅度 下 降 为 其 表面 值 的 e 38.8%). 
在 直流 (DC) 的 情况 下 ，j 王 0，6 王 co， 这 表明 电流 密度 是 均匀 的 。 然 而 ， 对 于 正 
MARC AO MAM n=0), SEAR. KRABRREBIEWOMN,. 并 且 随 传播 距 
Ose RE. I, ARR R SARA 4A, REO AILS mB o 


(e “一 1.8%)。 表 2.1 列 出 了 良 导 体 如 铀 在 不 同 频率 下 的 趋 肤 深度 $。 
R21 铜 的 趋 肤 深度 


在 高 频 情 况 下 ， 电 流 几乎 被 限制 在 导体 表面 附近 的 一 薄 层 内 ， 因 此 这 种 现象 称 为 趋 肤 
效应 。 


2.4 PEC 和 电介质 分 界面 上 的 边界 条 件 


我 们 也 注意 到 ， 当 c 王 cc 时 ，869=0。 这 就 是 在 习题 P2.1 中 得 到 的 在 PEC (Perfect 
Electric Conductor， 理 想 导 体 ) 中 正弦 电磁 场 量 为 零 的 原因 。 如 果 媒 质 1 是 PEC， 媒 质 2 
是 电介质 ， 那 么 边界 条 件 是 





(2. 18) 


fiz e D, -= Ps (2. 19) 
hız . B, = 0 C2. 20) 
Ny xE, = 0 (2: 21) 


Ay, X H, = K (2. 22) 
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因此 ， 在 分 界面 上 ， 电 场 完全 垂直 于 分 界面 ， 且 等 于 ps/e。 而 且 ， 磁 场 是 完全 与 分 界 


面相 切 的 ， 其 大 小 等 于 良 导体 表面 上 的 电流 面 密度 K。 
PEC 的 边界 条 件 

E, = 0 
意味 着 如 下 条 件 

aE. _。 

Ən 
成 立 。 式 中 ， ?是 单位 切 向 矢量 ,有 i 是 单位 法 向 矢量 。 
同样 ，PEC 边界 条 件 


H,=0 (2. 25) 
意味 着 如 下 条 件 
oH, _ 
ee (2. 26) 
也 是 成 立 的 。 
2.5 交流 电阻 
如 图 2. 1 所 示 ， 为 一 个 位 于 半空 间 0 二 z<<ce 中 的 
电导 率 为 o 的 无 限 厚 良 导体 。 
电场 、 磁 场 和 电流 密度 相 量 可 以 分 别 写 为 
Elx) = ZEoe /i/ (2. 27) 
fitz) =E, a ete tei (2.28) 
相应 的 瞬时 形式 为 
E(z,t) = 2 Eye**cos (at = =} (V/m) 


— 8 ad —z/8 ee ees 9 
H(z,t) = yE, 7 cos (wt 45 ) (A/m) 


é 
功率 密度 的 时 间 平 均值 为 
(S) = 过 二 TE a e 2x/icos45” = 2L Ecde 


进入 宽度 为 6、 长 度 为 / Ba 
= (S) mobi = 1 Etoðbl 
进入 宽度 为 5 的 导体 中 的 总 电流 为 
is fas = aas 一 | | Boe o*"dady 


完成 上 述 积分 ， 得 到 

oE ob6 
f2 

oE bd 





T= Z — 45° 


I(t) = ——cos(wt — 45°) 


把 消耗 相同 功率 的 电阻 定义 为 一 个 等 效 电阻 Rsc， 也 就 是 说 
TrusRac 一 消耗 的 功率 =P 
利用 式 (2. 35) ， 得 到 


(2. 


(2. 


(2. 


(2. 


23) 


24) 





图 2.1 半 无 限 大良 导 体 的 交流 电阻 


. 31) 


~ 32) 


. 33) 


. 34) 


35) 


36) 
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T = Eh? be (2. 37) 
根据 式 (2. 35) 和 式 (2. 33) ， 得 到 


1 
Rac = abe C2. 38) Y 
注意 ， 如 果 电 流 是 均匀 分 布 (DC 情况 时 ) 的， 
那么 当 导 体 的 厚度 为 时， 我 们 将 得 到 与 式 (2. 38) 中 asat | =e 
相同 的 电阻 。 图 2. 2 给 出 了 这 种 等 效 关系 。 非 均匀 分 布 


2.6 圆 导线 的 交流 电阻 


在 >a 和 6<a 两 种 极端 近似 情况 下 ， 可 以 简 图 2. 2 等 效 电阻 
单 地 计算 出 半径 为 a 和 长 度 为 ! 的 一 段 圆 导 线 的 交流 电阻 。 当 8a 时 ， 电 流 可 以 看 做 均匀 
分 布 ， 可 以 使 用 直流 电阻 公式 


= —;, $a (2. 39) 





来 近似 计算 交流 电阻 。 
当 SKa 时 ， 可 以 应 用 上 一 节 中 的 分 析 结 果 。 因 为 Sa， 圆 导线 可 以 看 做 一 块 半 无 限 
厚 的 良 导 体 。 因 此 ， 其 横 截 面 的 有 效 面 积 Sur( 见 _— 
图 2. 3) 是 
Su = nla’ —(a—6)?] ~ 2nad, Ka 
(2. 40) 
最 后 得 到 


ef, ad 
Rac = PETT Ka (2. 41) 


当 6 与 a 近似 相等 时 ， 交 流 电阻 的 计算 就 要 复 
杂 得 多 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 不 得 不 使 用 在 圆柱 
坐标 系 中 所 得 到 的 一 维 解 ( 参 见 附 录 2A) 。 


2.7 电压 和 电流 正弦 波 : 传输 线 


传输 线 由 两 根 导体 构成 ， 它 们 把 电磁 波 从 电磁 源 导 引 到 电磁 负载 。 传 输 线 理论 中 的 
一 种 方法 是 分 布 参数 电路 理论 。 在 这 种 方法 中 ， 我 们 先 考虑 传输 线 上 的 一 段 长 度 为 Az 
的 微 元 ， 并 用 传输 线 的 单位 长 度 电 路 参数 R 、L'、G 和 C' 来 描述 其 特性 。 其 中 ，R' 是 由 
非 理 想 导体 所 引起 的 电阻 ，L' 是 由 导体 中 电流 产生 的 磁 通 所 引起 的 电感 ，G' 是 由 非 理想 电 
介质 所 引起 的 电导 ，C 是 由 导体 表面 上 的 电荷 所 引起 的 电容 。 我 们 可 以 应 用 电磁 理论 来 计 
算 由 所 用 材料 电磁 特性 及 其 几何 排列 所 决定 的 电路 参数 。 平 行 板 传输 线 和 同 轴 电缆 是 传输 
线 的 两 种 简单 例子 。 带 状 线 和 微 带 线 广泛 应 用 于 高 频 电磁 装置 中 。 由 于 在 传输 线 的 横 截 面 
上 ， 电 磁 波 可 以 看 成 TEM 波 ， 且 在 横 截 面 上 横向 场 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 因 此 通常 以 电压 
和 电流 为 变量 来 表示 传输 线 理 论 。 此 时 ， 电 压 Y 和 电流 工 可 以 分 别 写 为 电场 和 磁场 的 
积分 。 

将 场 看 做 是 静态 的 ， 可 以 计算 出 参数 G 、 工 和 C 。 对 于 同 轴 电 缆 ( 见 图 2. 3) ， 这 些 参 
数 的 计算 公式 分 别 是 中 





图 2.3 同 轴 电 缆 的 横 截面 


下 二 2rc 
In(b/a) 


2 #in(*) (2. 43) 





(2. 42) 
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/ 2re 
e = (2. 44) 


显然 ， 用 于 计算 R' 的 公式 和 由 导体 的 内 电感 所 产生 的 对 计算 L' 的 公式 的 修正 部 分 都 
与 频率 有 关 。 前 一 节 已 经 讨论 过 高 频 情况 时 这 些 参数 的 计算 。 
对 于 高 频 情况 ， 即 8a， 


oot 1 
~ 2no.da + 2no.80 


以 及 当 计 及 内 电感 (由 导体 中 的 磁 通 所 引起 的 


R’ 





(2. 45) 


Izt)  R'Az L'A T(ztAz?t) 
电感 ) 时 ， 工 ' 的 公式 为 0 i 
L'= #in(2)+ L" (2. 46) 
V(z+Az?) 
式 中 
al” = R' (2. 47) 





应 用 同样 的 方法 ， 也 可 以 计算 其 他 传输 
Rinse, WA 2.4 所 示 ， 在 得 到 这 些 参 
数 之 后 ， 一 段 长 度 为 Az 的 微 元 传输 线 可 以 看 
成 一 个 二 端口 网 络 ， 并 且 表 示 为 


V(z,t) —V(z+ Az,t) = R'AzI (z,t) 十 工 'Az 
在 Az 趋 于 0 的 极限 下 ， 上 式 可 以 简化 为 
= 十 于 全 人 到 (2. 49) 
Oz ot 
对 电流 进行 相同 的 分 析 ， 得 到 
I(z,t) —I(z+Az,t) = G'AzV (z + Az,t) +C'Az 
在 Az 趋 于 0 的 极限 下 ， 上 式 可 以 简化 为 
_ oltz,t) _ G'V(z.t) +C OV (zt) (2.51) 
oz ot 


方程 式 (2. 49) 和 方程 式 (2. 51) 分 别 是 描述 传输 线 上 电压 波 和 电流 波 的 一 阶 耦合 偏 微 
分 方程 。 考 虑 下 述 合 理 的 简化 ， 可 以 很 容易 地 看 到 波 的 特性 和 它 与 简单 电磁 波 的 相似 
性 。 作 为 第 一 次 近似 ， 我 们 通常 忽略 传输 线 中 的 损耗 ， 得 到 如 下 电压 VC(z， 妨 的 波动 
方程 : 


图 2.4 一 个 传输 线 微 元 的 电路 表示 


ol(z,t) 
Ot (2. 48) 


ƏV (z+ Azt) 
z (2. 50) 











oy toy =o, R'=G' =0 (2. 52) 

式 中 
v= — (2. 53) 

(EC 
如 果 源 随时 间 是 正弦 变化 的 ， 那 么 

eV ay =0 (2. 54) 

式 中 
a (2.55) 


解 可 以 写 为 


ll 
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V=V4+V (2. 56) 
T = Veyie (2.57) 
上 标 “ 十 ”用 来 表示 沿 正 = 方向 传输 的 波 ， 上 标 “ 一 ” 则 表示 沿 负 x 方向 传输 的 波 。 由 
式 (2. 49)， 可 以 得 到 电压 和 电流 之 间 的 关系 为 


V= (2.58) 
V-=-—Z,I~ (2.59) 

式 中 
Z, = s (2. 60) 








忽略 损耗 等 价 于 假设 导体 是 理想 的 (c* 王 cc)， 电 介质 也 是 理想 的 (ac 一 0)。 实 际 传输 线 
中 的 导体 具有 很 大 但 有 限 的 电导 率 ( 例 如 ， 铜 的 oc. 二 5.7X10’ S/m)， 而 电介质 的 电导 率 很 
小 但 不 为 零 (例如 ， 硬 橡胶 的 c 王 10 5S/m)。 在 这 样 的 情况 下 ，R 和 G' 都 不 为 零 ， 此 时 
传播 常数 7 为 


7=jk= VR 十 jwoL )(G 十 jaoC ) = at ip (2. 61) 


且 特 性 阻抗 Zo 是 复数 ， 
_ JR +jealL 
Z = NG Eige (2. 62) 


正如 所 期 望 的， 传输 线 方程 的 解 是 沿 正 向 与 负 向 传播 的 衰减 行 波 的 一 种 线性 组 合 。 同 
样 从 场 的 角度 看 ， 我 们 看 到 电磁 场 不 再 是 一 个 纯 横 电磁 波 。 为 了 驱动 电流 在 非 理想 导体 中 
流动 ， 就 必须 存在 一 个 小 的 E. 分 量 。 这 个 下. 分 量 沿 导体 长 度 方向 的 积分 就 是 导体 两 端的 
电压 。 这 个 E: 分 量 与 磁场 HH 的 又 积 就 是 功率 密度 。 功 率 密度 的 时 间 平 均值 在 导体 表面 上 
的 积分 就 是 在 导体 中 消耗 的 功率 。 习 题 P2. 5 就 说 明了 解 传输 线 问 题 的 近似 方法 ， 以 及 传 
输 线 中 的 功率 流动 。 


2.8 有 限 长 度 传输 线 


如 图 2.5 所 示 ， 一 长 度 为 d 的 传输 线 在 z= 二 0 的 终端 处 有 一 个 负载 ,在 z= 二 一 4 的 始 端 
处 与 一 个 电压 为 V。 和 内 阻 为 Ze 的 电压 
源 相 连接 。 由 式 (2.57) 和 式 (2.58) 可 
知 ， 在 端子 AB 处 的 电压 和 电流 7, 二 








了 T(d) 可 以 写 为 A 
Vid) =Vie#+Vie# (2. 63) , 
TD = zi —Vre#) (2.64) 
0 
输入 阻抗 为 图 2.5 有 界 传输 线 
_ Vid) 711 十 有 ea 
Zd) = FS = Z GS} (2. 65) 
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AP, DT 是 负载 处 的 反射 系数 ， 可 以 写 为 
= Vo = Zi. — Zp 








I= = Zz. (2. 66) 
将 式 (2. 66) FEAT (2. 65) 中 ， 输 入 阻抗 可 以 写 为 另 一 种 形式 
_ 7 Zucosßd 十 jZosinp8d 
Zld) Zo ZocosBd +jZLsingd (2. 67) 
由 式 (2. 67)， 可 以 得 到 几 种 特殊 长 度 传输 线 的 输入 阻抗 
z(4)= a (2. 68) 
z(+)= Z. (2. 69) 
如 果 dK 站， 应 用 电路 近似 可 得 : 
Ray = Bs 4 < 1 (2. 70) 
对 于 一 段 终端 负载 匹配 的 传输 线 ， 即 ZL =o AFI. =0, 因此 有 
Zíd) = Z, W% Z =Z (2. 71) 


式 (2.71) 表 明 ， 对 于 匹配 的 传输 线 来 说 ， 传 输 线 的 长 度 对 输入 阻抗 计算 没有 影响 ， 只 
有 右 行 波 从 源 传输 到 负载 ， 不 存在 反射 波 ， 入 射 波 被 负载 全 部 吸收 。 

可 以 采用 一 种 称 为 史密斯 圆 图 的 图 解法 来 计算 输入 阻抗 1 。 附 录 2B 给 出 了 史密斯 圆 
图 的 理论 和 应 用 。 

如 果 负 载 端 是 短路 或 开路 ， 输 入 阻抗 将 是 电抗 性 的 ， 且 反射 系数 的 模 值 为 1: 
jZ, tangd , Zi = 0 (2. 72) 
—jZ,cotBd, Z, = œ (2. 73) 

在 上 述 两 种 情况 中 ,传输线 中 的 波 都 是 驻 波 ,在 传输 线 的 一 些 特定 点 上 ， 电压 恒 为 
零 ， 电 源 不 向 负载 提供 有 功 功率 ， 仅 提供 无 功 功 率 。 

因为 电压 和 电流 很 容易 测量 以 及 电气 工程 师 对 这 些 量 都 比较 熟悉 ， 所 以 可 以 将 传输 线 
作为 描述 许多 其 他 电磁 现象 的 一 个 很 有 用 的 类 比 物 。 有 关 传 输 线 理论 的 详细 内 容 可 以 参考 
附录 2B。 应 用 史密斯 圆 图 求解 波 的 反射 问题 可 参见 附录 2C。 

附录 2D 介绍 了 非 均 匀 传 输 线 的 理论 及 其 应 用 。 


Z(d) = 


2.9 电磁 波 极 化 
ERC. 1) 一 式 (2. 3) 给 出 的 平面 波 解 中 ， 电 场 和 磁场 都 可 以 有 xz 和 y 分量。 在 这 里 ， 取 
E,(z) = Ele) = 2E,(2) + IE, (2) (2. 74) 
而 且 ， 取 
E,(z) = Epe * (2.75) 
E,(z) = Eye*®e* (2. 76) 
KH, Eo. EF ORMER. HAN BEN BK A 
E(z,t) = ZE.» cos(wt — kz) + JE, cos(wt — kz +6) (2, 775 


如 果 86 二 0， 该 波 是 线性 极 化 的 。 这 是 因为 在 任 一 个 给 定 的 z 值 平 面 上 ， 例 如 = 一 0， 
EO, DMAE x-y 平面 上 的 轨迹 是 一 条 直线 。 对 于 6 一 0 

E(0,t) = (ZE + JE p )coswt (2. 78) 

图 2. 6a 描述 了 这 样 一 种 情况 。 更 进一步 ， 如 果 E, 二 0， 称 波 是 沿 z 轴 极 化 的 。 另 一 


13 


第 一 部 分 “有 界 简单 媒质 中 的 电磁 声 


方面 ， 如 果 E.=0, PRA y 轴 极 化 的 。 在 本 书 中 ， 如 果 6 二 /2 H Ew 二 Ew 一 E。， 称 
波 为 左旋 圆 极 化 (LHC 极 化 ) 或 工 波 ， 也 就 是 说 
E(z,t) = £E,cos(wt — kz) + JEycos(wt — kz + 2/2) (2.79) 
或 写 为 相 量 形式 
Elz) = (4+jDE.e* (LR) (2. 80) 
图 2. 6b 所 示 为 在 不 同 wt 时 五 (0， 妨 的 图 形 。 五 矢量 端点 的 轨迹 是 一 个 圆 。 如 果 左 手 
的 拇指 指向 波 传播 方向 ， 其 他 四 个 手指 所 指 的 方向 就 是 五 旋转 的 方向 。 





a) 直线 极 化 波 (5=0) 


ot=n/2 7 





wt=3n/2 
c) RYE d) 椭圆 极 化 波 


2.6 直线 极 化 波 、L 波 、R 波 与 椭圆 极 化 波 


如 果 6 二 一 x/2 H Es =E =E, REAA RARER R y, B 
E(z,t) = 2 Eocos(wt — kz) + JE, cos(wt — kz — x/2) (2. 81) 
或 写 为 相 量 形式 
Elz) = (#-jDEe* (RX) (2. 82) 
图 2. 6c 所 示 为 不 同 wt MEO, HWRE. EXRMAMABE—-T+A. RAF 
拇指 指向 波 传播 方向 ， 其 他 四 个 手指 所 指 的 方向 就 是 EE 旋转 的 方向 。 
如 果 上 面 提 到 的 条 件 都 不 能 满足 ， 称 波 为 椭圆 极 化 。 在 这 种 最 一 般 的 情况 下 ，E 端点 
在 zx-y 平 面 上 的 轨迹 是 一 个 椭圆 。 椭 圆 的 形状 及 其 手 性 取决 于 比值 E/E 和 极 化 相位 差 
ô. K 2. 6d 所 示 为 一 个 椭圆 极 化 波 。 可 以 证 明 ， 椭圆 极 化 波 是 LRA R 波 的 一 种 线性 组 
合 。 线 性 极 化 波 是 L 波 和 R 波 的 另 一 种 线性 组 合 。 


2.10 波 沿 任意 传播 方向 č 
图 2.7 所 示 为 一 个 在 zz 平面 上 沿 6 角 方向 传播 的 均匀 De 
平面 波 。 该 波 仍 然 是 一 个 在 5 坐标 方向 上 传播 的 一 维 波 ，8 P 
坐标 可 以 用 zx 和 > 坐标 表示 成 如 下 形式 : 
t = zsing 十 zcosg (2. 83) i 
指数 因子 定义 为 
eE 一 eiS (2. 84) 


式 中 图 2.7 波 沿 任意 传播 方向 
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S = sind, C= cos? (2. 85) 
我 们 可 以 考虑 两 种 特殊 情形 的 TEM 波 ， 
一 种 是 电场 平行 于 入 射 面 ， 另 一 种 是 电场 垂 


E, Y 
直 于 入射 面 。 称 前 者 为 p 波 ， 称 后 者 为 s 波 。 un GY 
p 波 的 磁场 垂直 于 入 射 面 。 如 果 = SEE 
分 界面 (边界 )， 那 么 波 阻抗 Z。 可 以 定义 为 Yee 


电场 切 向 分 量 和 磁场 切 向 分 量 的 比值 。 如 om 7 


图 2.8 所 示 ， 有 
去 = Ecos? _ ?7cosg (2. 86) iai HM 


y 


类 似 地 ， 对 于 一 个 s 波 ( 见 图 2. 10)， 


Z. = 1H] Hod = @an 元 了 za 
p 波 也 称 为 平行 极 化 波 ，s 波 也 称 为 垂 pone 
直 极 化 波 。 
2.11 波 的 反射 图 2.8 电介质 与 理想 导体 的 分 界面 


一 般 来 说 ， 在 两 种 媒质 的 分 界面 上 ， 波 所 携带 的 能 量 一 部 分 将 透 过 分 界面 继续 传播 ， 
另 一 部 分 将 被 反射 回去 。 在 理想 导体 的 表面 上 ， 波 被 完全 反射 。 理 想 导体 上 的 边界 条 件 
E, =0 与 一 段 短路 传输 线 的 边界 条 件 相似 (图 2. 8) 。 

如 果 分 界面 不 是 理想 导体 表面 ， 而 是 一 个 良 导体 的 表面 ， 那 么 我 们 应 该 取 负 载 阻 抗 为 
Z.=Z,, $P Z 由 式 (2. 14) 给 出 。 


2.12 p 波 的 入 射 : 平行 极 化 情况 


图 2. 9 所 示 为 一 个 在 r-z 平面 上 斜 人 射 的 p 波 。 其 中 也 画 出 了 相应 的 传输 线 模拟 。 可 

以 将 这 个 问题 看 做 一 个 电磁 场 边 值 问 题 来 求 ER z 
解 。 未 知 量 可 以 减 化 为 Ez 和 天 xz， 它们 分 别 

是 反射 波 R 和 透射 波 工 的 电场 切 向 分 量 。 在 Hs 

两 种 媒质 中 ， 其 他 场 分 量 可 以 用 这 两 个 未 知 WE 

HA EL 来 表示 ，E: 中 的 上 标 工 表示 入 射 波 。 be ofa 

对 于 所 有 t 和 xz， 可 由 z= 二 0 处 玉 和 五 的 切 “ON 

向 分 量 边界 条 件 求 出 这 些 未 知 量 : E 
E, = EL +EP = Ep =E! (2.88) 

H = H! + H? = Hy = H! (2.89) 

对 于 任意 t 值 ， 这 些 条 件 都 要 满足 ， 这 

就 要 求 所 有 波 的 频率 都 是 相同 的 ; 而 对 于 所 

有 工 值 ， 这 些 条 件 都 要 满足 的 要 求 是 斯 涅 尔 


4 » l " 
定律 (Snell s law) 成 立 ， 图 2.9 p 波 在 电介质 分 界面 上 


m — one eR 的 斜 人 射 。 传 输 线 模拟 
Aisinb = RRSsingR = kzsin®, (2.91) 


10. 2 节 和 10. 4 节 将 更 详细 地 讨论 这 些 内 容 。 应 用 式 (2.90) 和 式 (2.91)， 解 方程 式 
(2. 88) 和 式 (2. 89) 就 可 以 求 出 边 值 问题 的 解 。 另 一 方面， 我 们 可 以 应 用 图 2. 9 中 给 出 的 传 
输 线 模拟 ， 也 可 用 方程 式 (2. 66) 求 得 反射 系数 D 和 透射 系数 To 分 别 为 





m= Vile; 


k= ON bay 












Zuo=1icosb 


p=k,cos8, Z,=n,cos, 
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_V _Z.—Z _ mcosh: —mcosh _ EX _ 
Do Vi 2.42 m cosh: + m cosh: E Pn Ca 92) 
a Vo — — 2Z1 = 27 cosh: EA EX K 
i= Ve 1+T Zi 十 和 Zo mcosd, + mh cos, B Tn (2:983) 
如 果 下 列 条 件 成 立 ， 可 得 反射 系数 为 零 : 
y cosh: = m cosh, (2. 94) 


如 果 利 用 斯 涅 尔 定律 ( 式 (2. 91)) 中 9 和 69, 之 间 的 关系 ， 式 (2. 94) 还 可 以 得 到 进一步 
简化 。 由 式 (2. 94)， 得 到 布 颂 斯 特 角 9. 二 9s, 的 计算 公式 为 


Osp = arctan ea (2. 95) 


类 似 地 ， 对 s 波 进行 分 析 表 明 ， 对 于 非 磁 性 材料 不 存在 布 儒 斯 特 角 bs.。 有 些 时 候 ， 对 

于 p 波 ， 反 射 系数 和 折射 系数 定义 为 合成 电场 大 小 的 比值 而 不 是 切 向 分 量 的 比值 : 
T = ES = El, /cos@, _ cosh; T 
» E! El,/cos@, cosg ™ 


2.13 s 波 的 入 射 : 垂直 极 化 情况 


图 2. 10 所 示 为 一 个 在 r-z 平面 上 斜 入 射 的 s 波 。 其 中 也 画 出 了 相应 的 传输 线 模拟 。 根 
据 前 面 所 述 ， 方 程式 (2. 90) 和 方程 式 (2. 91) 在 这 
里 仍然 成 立 。 在 这 种 情况 下 ， 对 于 所 有 的 上 和 <， 
在 z= 二 0 处 的 边界 条 件 可 以 表述 为 ER 
En SE +E = Ey, =— EF (2. 97) 





(2. 96) 










H! 


Hy & 


m= Vue, T = 
Ha= H+H HH 299) VOO i 
由 图 2. 10 所 示 的 传输 线 模拟 和 式 (2.66) 可 TONAR k= oyu, 
知 ， 反 射 系数 和 透射 系数 分 别 由 下 列 两 式 给 出 : E 

_ EÈ _ m/cosh 一 四 /cosb 

=o aio taod | 
E! 2m / cos: 
p= > 2. 7 

1, E}, 了 总/cosb + m /cosô (2:1902 Z=n,/cosð, Za, 


f=k,cos6, 
2.14 临界 角 和 表面 波 
下 面 考虑 波 从 光 密 介质 到 “ 光 朴 ”介质 中 的 传 图 2. 10 s 波 在 电介质 分 界面 上 
播 。 在 光学 中 ， 通常 用 折射 率 n 来 描述 非 磁 性 媒 AY BLA ST 传输 线 模 拟 
质 的 性 质 ， 折 射 率 ”与 介 电 常数 之 间 的 关系 为 
n = Ver (2. 101) 
对 于 现在 所 考虑 的 问题 来 说 ， 假 设 sl >e 或 者 Dm. HUER EEC CO. 91))， 
可 得 


singe fi _ ja m 





- 一 一 一 >i (2. 102) 
sing, kz E2 ns 
注意 ， 如 果 ni 之 712 ， 则 0,>0。 当下 列 条 件 成 立时 ， 折射 角 2 之 90” 
W =3= arcsin 72, 6, = 90° (2. 103) 


把 这 样 的 人 射 角 O 称 为 临界 角 。 对 于 这 个 角度 来 说 ， 波 不 再 会 透 过 分 界面 进入 媒质 2 
继续 传播 ， 而 事实 上 波 将 沿 分 界面 传播 。 然 而 ,仍然 有 一 个 反射 波 ， 其 反射 角度 为 0. 二 0.。 
因为 没有 功率 流 进入 媒质 2 中 ， 所 以 认为 波 被 完全 反射 了 。 由 于 多 二 90"， 对 于 p 波 传播 
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来 说 ， 媒 质 2 的 作用 相当 于 一 个 短路 负载 ， 而 对 于 s 波 传 播 来 说 ， 媒 质 2 的 作用 相当 于 一 
个 开路 负载 。 在 这 两 种 情况 下 ， 反 射 系数 的 大 小 都 是 1。 波 被 完全 反射 。 我 们 通过 考虑 s 
波 的 传播 来 进一步 考察 以 临界 角 入 射 时 会 发 生 什么 现象 。 反 射 系数 是 T= 二 1 A T.=2. 
而 且 ， 

E? = j2E eth (2. 104) 

Hi = aien (2. 105) 
这 表示 一 个 在 正 工 方向 上 沿 分 界面 传播 的 平面 波 。 透 射 波 、 反 射 波 和 和 人 射 波 的 时 间 平 均 功 
率 密度 分 别 由 下 式 给 出 





1 | 2 
(sty = 221E:| (2. 106) 
办 
T | 2 
(s®) = E a ik tad) (2. 107) 
1) 2 
(s') = i iid onad (2. 108) 


图 2. 11 所 示 为 媒质 2 中 的 等 相位 平面 。 
当 和 人 射 角 0 之 0. 时 ， 则 有 


sind, = Sond, =. Meigs 1 (2. 109) 
ko nz 
RAH 是 复数 时 ， 才 能 满足 这 个 方程 加 ， 
bz —F Or + jOx ’ A, > 6. (2. 110) 


透射 波 的 电场 可 以 写 为 
E? (z) = JT, Ele "*e et (2.111) 








式 中 
ae = he [7 rsin’ 4, —1, 0 >6 (2.112) 
2 
nm. E 2.11 %4 0 =0. 时 ， 媒质 2 中 的 
Be = kz om ， A> (2. 113) 等 相位 平面 
而 且 ， 这 个 波 的 相 速度 由 下 式 给 出 ‘os 
w Up2 w x 
Vpe = 5 7 < Up, 一 天 
Be (=) sing, ke 
Ne 


(2.114) 
这 个 波 是 一 个 表面 波 。 波 沿 正 z 轴 方 向 传播 ， 
但 沿 正 z 轴 方 向 衰减 。 图 2. 12 中 画 出 了 等 振幅 平 
面 (虚线 ) 和 等 相位 平面 ( 实 线 )。 当 波 以 相 速 度 图 2.12 对 于 外 之 9.， 等 相位 
Upe (vpe 小 于 媒质 2 中 普通 波 的 相 速 度 vp ) 沿 分 界面 平面 和 等 振幅 平面 
传播 时 ， 波 在 = 方向 上 会 迅速 地 衰减 。 这 种 波 称 为 紧 束 缚 的 慢 表 面 波 。 复 坡 印 亭 矢量 (Si 一 
(1/2)Im(EXH" ) 的 虚 部 表示 时 间 平 均 无 功 功率 密度 。 当 & So. 时 ， 可 以 证 明 呈 


nı 


£ 2 EYS 
TEE: (Zsina,) 一 1 | > (2. 115) 
2 





2 te 
波 透 入 媒质 的 深度 为 1/a。， 在 媒质 2 中 的 能 量 是 一 种 储存 能 量 。 媒 质 2 中 的 波 称 为 
修 逝 流 。 修 逝 波 的 衰减 与 导电 媒质 中 行 波 的 衰减 不 同 。 前 者 表明 在 分 界面 附近 出 现 了 波 
能 量 的 局 部 化 。 因 为 这 种 透 和 人 ， 可 以 证 明 在 边界 表面 处 ， 一 有 限 横 截面 的 光束 相对 于 人 
射 光 束 来 说 将 会 被 平移 。 这 种 平移 称 为 Goos-Hanschen 平移 ， 在 文献 L3] 中 对 其 进行 了 
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讨论 。 

我 们 将 会 在 其 他 几 种 情况 下 遇 到 修 逝 波 。 当 波 的 频率 低 于 波导 的 截止 频率 时 ， 波 导 中 
的 波 就 是 一 种 修 逝 波 。 在 等 离子 体 中 ， 当 波 的 频率 低 于 等 离子 体 频率 时 ， 波 就 是 一 种 修 逝 
波 。 光 纤 包 层 中 的 波 是 一 种 修 逝 波 。10. 5 节 通 过 修 逝 波 讨论 通过 一 个 等 离子 体 平板 功率 
的 隧道 效应 。 


2.15 一 维 柱 面 波 和 贝 塞 尔 函 数 


在 自由 空间 中 ， 一 条 无 限 长 导线 沿 = 轴 流 过 时 谐 波 电流 了 。 根 据 式 (1.50)， 很 明显 矢 
量 位 A 仅 有 xz 轴 分 量 ， 并 且 由 对 称 性 明显 地 看 出 ， 这 个 分 量 仅 是 圆柱 坐标 系 中 的 径 向 坐标 
p FY pA : 


A = 2A(p) (2. 116) 
根据 方程 式 (1. 47) 可 知 ， 这 个 分 量 满足 如 下 微分 方程 
VA+KA=0, p>0 (2.117) 
ko = w Vpoe = > (2. 118) 
并 且 由 于 A 仅 是 po 的 函数 ， 方 程式 (2. 117) 简 化 为 一 个 常 微分 方程 ， 其 形式 为 
dA, 1 r ap TBA = (2. 119) 





do’ 

这 是 贝 塞 尔 方程 。 贝 赛 尔 方程 有 两 个 独立 的 解 Jo 和 Yo。 这 些 解 类 似 于 余弦 函数 和 
正弦 函数 ， 它 们 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 也 都 是 独立 解 。 在 圆柱 坐标 系 中 ，jJu 和 Yo 的 一 种 线 
性 组 合 所 给 出 的 函数 能 表示 一 个 行 波 。 表 2. 2 给 出 了 这 些 函 数 的 级 数 形式 中 ,以 及 涉及 
这 些 函 数 的 微分 和 积分 关系 式 。 表 2. 3 列 出 了 这 些 函 数 ， 也 给 出 了 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 类 
似 的 函数 。 因 为 我 们 讨论 的 是 贝 塞 尔 函数 ， 所 以 J 和 了 是 下 式 所 示 的 更 一 般 的 贝 塞 尔 
方程 的 解 


2 2 
of+i sls [如 于] 一 0 (2. 120) 
> pdo P 
R22 贝 塞 尔 函 数 : 定义 和 关系 式 

微分 方程 

d:R ，1 dR P Ap 

T A r A a 

解 

r cn (P) = ma 
TW = 2 FT n= 2 m! Ga ml 


Y,(Tp)= cosyn] aC Tp) = EK Tp) 


Sinyrr 





HP® (Tp) =], (T +iY, (Tp) H§ (Tp) =J,(Tp) —iY, (Tp) 
R=AJ,(Tp) +BY,(Tp) 

渐 近 形式 

(z= = cos (2-5 —*) Y, G= 地 sin(z 一 于 一次 ) 
esr nx 4 2 asi nx 4 2 


HY (x)—> 2 ie— cw/4)— (ra/2)] Hi? (zr)— 2 -jls—(#/4) (zn/2)] 
I-*00 uz ree nx 
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( 续 ) 
ee | I ee, 7 
pI God=lL(y)— age PH HY Gz) =—K, (2), / —e* 
zee paar nx ae X se nx 
微分 
Ri(2)=—R (x) Ri (x) =Ro(2) — Ri (2) 
xR! (2) =vR, (2) —2R,+1 (2) xR; (2) =—vR, (2) +2R,-1(2) 
FR, (2) ]=—2 Rls) TIER, (2) ]="R,-1(2) 
all (2) =21, (2) +21,41(2) zh (2) =—2l,(x2) +21,-1 (2) 
ZK (2) =2K,(2)—2K,41(2) xK! (2) =—2K,(x)—2K,-1(2x) 
递 推 公式 
ZR, (2) =R (2) +R (2) 21 (x)= 1-12) Lai) 
2K (2) = Kyu (Kyi) 
积分 
[Rn (zjdz == aR, tz) frre (x)dz = ARa) 
[PRC dR, (Beda =~ A pl AR ar) Re (Br) — aR (ax RB], a FB 


2 
[2R2Carddx = FTR Car) — Rm (ar) Rui Car) ] =F [Rint (1-3) Ren | 


虚 宗 量 的 贝 塞 尔 函 数 和 Hankel 函数 


dø’ dp 
解 
Izle) =j" Ja (jx) K (2) =4 j+ HY (jæ) 





2 


表 2.3 圆柱 坐标 系 和 直角 坐标 系 中 的 波 函 数 











| æ | _ | ee 特 ®9 | 


第 一 类 零 阶 贝 塞 尔 | 零点 :kop 二 Xor 不 均匀 分 布 。 
Ñ 函数 : 在 原点 处 为 有 限 值 


数 
第 二 类 零 阶 贝 塞 尔 | 零点 ， 非 均匀 分 布 。 AE inched 
函数 在 原点 处 为 无 穷 大 
学 E ES 
第 二 类 零 阶 Hankel K lim H§? (kop) =; ml 4 a 
H§” (kop) W= Jo (Kop) —i¥o Chop) hope 7Rop ey 
外 行 波 
ze i 1 和 
HEP Chop) Rg ap , in Hi Chop) a ia etitos 
o (Rop. o Rop. 入 射 波 


Ko (ao) 第 二 类 零 阶 修正 贝 塞 | 单调 函数 ,在 原点 处 为 无 
once” | AR mB 穷 大 

第 二 类 零 阶 修正 贝 塞 | 单调 函数 , 在 原点 处 为 有 | _ 
To Cap) I 限 值 eta 








零点 ; koz=(2m+1) (+)# 
匀 分 布 。 偶 函数 


F koz = mx 均匀 分 布 。 
奇 函数 


BEB | Jo Chop) cos(koz) 






正 向 行 波 





负 向 行 波 





单调 函数 ， 在 oo 处 为 零 


单调 函数 ， 在 一 oo 处 为 零 






19 


20 第 一 部 分 有 界 简单 媒质 中 的 电磁 场 


在 图 2. 13 中 ,给 出 了 不 同 m ERR n ALY, 的 图 形 。 


-0.5, 


0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 


a) 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 


c) 第 一 类 修正 贝 塞 尔 函数 


图 2.13 贝 塞 尔 函 数 


| 加 本 和 本 
ES DEE ES SEN PE ER 
i 





i ae Bees Me ths 
(as i 


6 18 20 


d) 第 二 类 修正 贝 塞 尔 函数 


表 2.4 中 列 出 了 贝 塞 尔 函 数 J。 的 零点 Xe FD SEAR RR J m 的 导 函 数 J 的 零点 Xim o 
第 二 个 下 标 n 表示 这 些 振荡 函数 的 第 n 个 零点 。 在 求解 圆柱 形 波导 问题 时 ， 将 会 用 到 这 些 


高 阶 贝 塞 尔 函数 。 


贝 塞 尔 函 数 
Jo 
Ji 
Jz 
Yo 
Yt 
Y: 


ye papy 


. 405 


832 
136 
894 
197 


. 384 


R24 贝 塞 尔 函 数 及 其 导数 的 零点 


贝 塞 尔 函 数 的 零点 贝 塞 尔 函 数 的 导数 
5. 520 8. 654 Jo 
7.016 10. 173 Ji 
8. 417 11. 620 J? 
3. 958 7. 086 Yo 
5. 430 8. 596 Yi 
6. 794 10. 023 Y: 


贝 塞 尔 函 数 导数 的 零点 
- 832 7. 016 10. 173 
841 5. 331 8. 536 
054 6. 706 9. 969 
. 197 5. 430 8. 596 
. 683 6. 942 10. 123 
. 003 8. 351 11. 574 





现在 ， 我们 回 到 载 有 电流 1 的 无 限 长 导线 的 电磁 场 问 题 。 当 加 po 趋 于 无 穷 大 时 ， 为 满 
足 外 行 波 的 要 求 ， 方 程式 (2. 119) 的 解 可 以 表示 为 第 二 类 Hankel 函数 的 形式 ( 见 表 2. 2) : 
A(p) = A HS” (hop) 
式 中 ，A 是 一 个 待定 的 常数 。 由 麦克 斯 韦 方程 和 方程 式 (2. 121) ， 可 以 得 到 电场 和 磁场 的 


所 有 分 量 : 


f, =-1 24 

u Op 
H, =H, =0 
E,=E,=0 


E. = — jwAo HP Chop) 


=— k oon"? Chop) 


(2. 121) 


(2. 122) 


(2. 123) 
(2. 124) 
(2. 125) 


第 2 章 简单 媒质 中 的 电磁 场 : 一 维 问题 的 解 


在 z-y 平面 一 半径 为 p 的 圆 形 回路 C 上 ， 应 用 安培 定律 ， 当 极限 p 趋 于 0 时 ， 可 以 得 
到 常数 A, 与 电流 1 之 间 的 关系 为 


Ao aang To (2. 126) 
在 得 到 式 (2. 126) 的 过 程 中 ， 使 用 了 如 下 小 参数 近似 : 
lim H? (kop) = j 2 -L (2. 127) 
kop*0 T kop 
HE. MA, 分 别 由 下 面 两 式 给 出 
E, = 一 tw T, HP (hop) (2. 128) 
A, =—j “2 THP Chop) (2. 129) 


IR (2. 128) ASK (2. 129) 分 别 是 一 维 柱 面 波 中 的 电场 和 磁场 。 
可 以 证 明 ， 在 远 区 的 波 阻抗 是 


2Q = li = = (2. 130) 
im i Tp 


因为 波 阻 抗 与 介质 的 本 征 阻 抗 相等 ， 所 以 波 是 如 图 2.14 所 图 2,14 一 维 柱 面 波 
示 的 TEM 波 。 


参考 文献 


1. Ulaby, F. T., Applied Electromagnetics, Prentice-Hall, Englewood Cliffs, NJ, 1999. 

2. Balanis, C. A., Advanced Engineering Electromagnetics, Wiley, New York, NY, 1989. 

3. Lekner, J., Theory of Reflection, Kluwer Academic Publishers, Boston, MA, 1987. 

4. Ramo, S., Whinnery, J. R., and Van Duzer, T. V., Fields and Waves in Communication Electronics, 
3rd edition, Wiley, New York, NY, 1994. 








21 


第 3 章 
二 维 问题 和 波导 


前 一 节 介绍 了 一 维 问题 的 解 ， 得 到 了 平面 或 圆柱 TEM( 横 电场 和 磁场 ) 波 的 解 。TEM 
波 是 一 种 最 简单 的 电磁 波 。 

另 一 种 简单 的 电磁 波 是 横 磁 (CTMD 波 或 横 电 (CTE) 波 。 例 如 ， 当 波 被 导电 边界 限制 (界定 ) 
在 横 平 面 上 ， 并 且 沿 与 横 平 面相 垂直 的 方向 传播 时 ， 会 产生 横 磁 CTM) 波 或 横 电 (CTE) 波 。 


3.1 直角 坐标 系 中 的 二 维 解 


下 面 分 析 在 以 下 约束 下 麦克 斯 韦 方 程 组 的 解 : (1) 波 沿 = 方向 传播 ，(2) 波 在 = 方向 上 
有 电场 分 量 ，(3) 在 波 传播 区 域内 没有 波源 ，(4) 在 波 传播 区 域 中 的 媒质 是 无 损 的 。 
GRE. 满足 方程 : 
ViE.+kE.=0 (3. 1) 
式 中 
k? = wipe (3. 2) 
令 
E. (x,y,z) = F(x,y)” (3. 3) 
当 y 是 虚数 ( 即 y==jB) 时 ， 波 是 一 个 沿 正 z 方向 传播 的 行 波 ， 这 里 8 是 一 个 正 的 实 常 
数 。 当 7 是 一 个 纯 实数 (也 即 Y= 二 a) 时 ， 波 是 一 个 衰减 行 波 ， 这 里 a 是 正 的 实 常数 。 由 于 假 
定 媒质 是 无 损 的 ， 因 此 在 这 种 情况 下 波 的 衰减 是 由 于 波 是 一 个 修 逝 波 。 在 求 出 这 个 解 后 ， 
将 确认 这 一 点 。 
将 式 (3. 3) 代 入 方程 式 (3. 1) 中 ， 得 到 
oF , oF 


=E. Hay +F =0 (3. 4) 








式 中 
ki =k 二 yy (3. 5) 
分 离 变量 法 是 求解 偏 微分 方程 (PDE) 的 一 种 常用 方法 。 分 离 变量 法 在 将 偏 微分 方程 转 
化 成 常 微 分 方程 CODE) 的 同时 ， 对 几 个 分 离 常数 有 一 个 限制 。 随 着 我 们 继续 进行 ， 会 自然 
清楚 分 离 变 量 的 含义 。 将 下 表示 为 两 个 函数 的 乘积 


FCzyy) = fila f(y) (3. 6) 
这 里 fi AA rK, f MA y 的 函数 。 将 式 (3.6) 代 入 式 (3. 4) 中 ， 得 到 
1FA,IS A, poo (3.7) 


fi oz f ay’ 
上 式 两 端 对 z 求 偏 微分 ， 得 到 
2[t2L)=0 (3.8) 











oxLfi Ər? 
if 
F ar 一 常数 (3. 9) 
记 这 个 常数 为 一 如 。 式 (3.9) 就 可 以 写 为 
afi +kf, =0 (3. 10) 


dz? 
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同 理 ， 可 以 让 方程 式 (3.7) 中 的 第 二 项 等 于 一 心 ， 由 此 得 到 如 下 常 微分 方程 


g fz 
dy? +k 


2 
y 


f:=0 C3: 119 


由 式 (3.7)， 可 以 得 出 常数 ki ARS 应 该 满足 如 下 约束 条 件 


k+ =k 


(3.12) 


把 偏 微分 方程 (方程 式 (3. 4)) 转 化 成 两 个 常 微分 方程 式 (3. 9) 和 方程 式 (3. 10) ， 而 分 离 
常数 满足 约束 条 件 式 (3. 12) 。 每 一 个 常 微 分 方程 有 两 个 独立 的 解 。 如 果 常 数 尽 和 都 是 


负 的 ， 就 是 说 ， 


k=- K} 


ks 


(3. 13) 
(3. 14) 


这 里 的 Kt 和 Ks 都 是 正 的 ， 那么 两 个 常 微分 方程 的 解 都 是 双 曲 函数 。 因 此 ， 可 以 选择 的 函数 是 


fitz) = 


fat = 


sink,zx 
cosk,x 
et: 
e7 
sinhK x 
coshK,z 


+K x 


(3. 15) 


e 


eK. 


sinkyy 
cosk,y 
etityy 
e ty 
sinhK,y 
coshK,y 
etkyy 


e *,» 


(3. 16) 


应 用 上 述 函 数 的 一 个 线性 组 合 就 可 以 构造 一 个 给 定 问题 的 解 。 但 是 边界 条 件 的 不 同 会 
影响 到 对 这 些 函 数 的 选择 。 下 一 节 将 结合 示例 说 明 。 


3.2 矩形 波导 中 的 TM, test 


图 3. 1 所 示 为 一 个 矩形 波导 的 横 截 面 ， 和 矩形 波导 的 PEC 边界 分 别 位 于 x 二 0 或 a 和 


y 一 0 或 0 平面 。TM 模式 中 EE 二 0 MAS. 在 
波导 内 EE 分 量 满足 方程 式 (3.1)， 然 而， 在 
PEC 边界 上 天 二 0。 在 边界 z= 二 0 Ra, 或 者 
y 一 0 或 5 上， 这 种 边界 条 件 实质 上 是 一 种 “ 狄 
利 赫 里 边界 条 件 ?F(z，y) 王 0。 对 于 变量 < 来 
说 ， 由 于 在 轴 上 要 求 有 多 个 零点 ， 包 括 在 
Zz 二 0 处 有 一 个 零点 ， 则 必须 选择 函数 sink,z。 
而 且 


sink.a = 0 (3.17) 





(3. 18) 


m = S ee) 


y 
PEC, E=0, 即 , F=0 


Gp 


ViF+RF=0 





Yi 
图 3.1 一 个 矩形 波导 的 横 截 面 。IM 模式 。 
狄 利 赫 里 问题 
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类 似 地 ， 对 于 变量 y 来 说 ， 也 应 该 选择 正弦 函数 ， 而 且 
k, =s n 一 1 ,2,… ,co (3. 19) 
现在 ， 我们 能 够 写 出 E. 的 第 mn 个 TM 模式 的 表达 式 : 
E. (zr,y,z) = E,,sin PaT sin a (3. 20) 
RP, Eon FE TM,, 模 式 的 模式 常数 。 由 式 (3.5)、 式 (3.12)、 式 (3.18) 和 式 (3.19) ， 得 到 
B= +h = (=y + (至 ) (3. 21) 
=a = Jk- k, wKRR>k (3. 22) 
Y=jP=ji JR —k, 如 果 k. <k (3. 23) 


如 果 要 使 一 个 波 为 行 波 ， 而 不 是 俱 逝 波 ， 那 么 就 必须 使 方程 式 (3.23) 成 立 。 考 虑 到 
k= (2r f) pe 和 如 下 定义 


k = (2nf.)? pe (3. 24) 
可 以 得 到 
= fg 
a=k. /1 一 万 ， : . 25 
ay f<f (3. 25) 
B=k i—(£), I> (3. 26) 
F 
式 中 





加 ] mn nny? 
= JA (en eee) (3. 27) 
因此 ,根据 上 式 可 以 引信 一 个 波导 模式 的 截止 频率 f. 的 概念 。 当 信号 频率 f 大 于 模 
式 截 止 频率 fe 时 ， 这 个 模式 就 可 以 在 波导 中 传播 。 当 f 二 f. 时 ， 这 个 模式 就 会 逐渐 消逝 。 
KHA mAn 的 最 小 值 都 是 1， 所 以 在 矩形 波导 中 TM 模式 的 最 低 截 止 频 率 是 
_ t 1 2 By 2 
Sdm = 5 Tz (> + (3. 28) 


BORE, 之 后 ， 应 用 麦克 斯 韦 方程 组 ， 就 可 以 得 到 用 巨 . 来 表示 TM 波 其 他 场 分 量 
的 表达 式 : 





P 三 Sieen cos in aye pate (3. 29) 
E, = Pr. sin mz COS ae (3. 30) 
Ñ. = ae sin mE COS Tye i (3. 31) 
H, = Sister, cos "Ersin MEy en (3. 32) 


我 们 已 经 合理 地 选择 了 E. 使 其 在 波导 的 导电 壁 上 满足 边界 条 件 Eu 一 0。 然 而 ， 对 于 
TM 波 ， 还 存在 其 他 切 向 分 量 ， 它 们 在 导电 壁 上 也 必须 为 零 。 例 如 ( 见 图 3. 1)， 在 > 一 0 或 
b EE, =0, ARG. 29) 中 可 看 到 ， 这 个 边界 条 件 已 自动 得 到 满足 。 从 式 (3. 30) 中 也 可 以 
看 到 ， 在 zx 一 0 或 a 的 边界 上 ， 边 界 条 件 E, =0 也 自动 得 到 满足 。 因 此 ， 对 于 TM 波导 问 
B., EL 是 一 个 位 函数 。 满 足 导体 上 的 边界 条 件 E. 二 0( 狄 利 赫 里 边界 条 件 ) 和 麦克 斯 韦 方程 
就 能 得 到 E. 的 解 。 其 他 场 分 量 可 以 由 E. 得 到 ， 且 其 他 场 分 量 的 边界 条 件 也 能 自动 得 到 
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满足 。 
正如 在 前 面 定义 TEM 波 的 波 阻抗 一 样 ， 还 可 以 定义 TM 波 的 波 阻 抗 : 
ek —-% ££ -. _ they 
当 信 号 频率 小 于 截止 频率 时 ，2Zv 是 纯 虚 数 ， 表 明 在 波导 横 截 面 上 的 电场 与 磁场 在 时 
间 上 相互 正 交 ， 坡 印 亭 矢 量 在 = 方向 上 的 分 量 是 虚数 ， 功 率 流 是 纯 无 功 的 。 波 是 逐渐 消 
逝 的 。 
在 无 界 媒 质 中 ， 信 号 的 波长 * 由 下 式 给 出 





(3. 34) 


= ——— (3. 35) 
B RSf/i—-G/f)* AGA 


当 信 号 频率 大 于 截止 频率 时 ， 波 导 波 长 Ms 大 于 信号 在 无 界 媒质 中 的 波长 4。 有 时 候 ， 
定义 一 个 波导 的 截止 波长 4. 会 更 方便 : 








ho z (3. 36) 
如 果 4 二 4.， 波 导 模 式 将 是 传播 模式 。 
3.3 RRS HH TE, AH 
TE 模式 的 E. =0, PEA. 4} AL 满足 
VAL. +h AL =0 (3. 37) 
4 
Ñ., yz) = Gla, ye” (3. 38) 
函数 G 满足 
G , FG gi 
= oF +#G=0 (3. 39) 


式 中 ，k 仍 由 式 (3.5) 给 出 。 
由 式 (2.26) 可知， 在 PEC (Perfect y 
Electric Conductor, PEC) # H, ĦA. 的 边界 
条 件 是 
oH 
on 
如 图 3.2 Pras, BAEK I. KS 
边界 条 件 可 以 转化 为 如 下 关于 G 的 边界 条 件 : 





= 一 0 (3. 40) 





OF — 9, 工 二 0 或 a (3. 41) 元 
Ox 
eG _ = 
a h POS We 图 3.2 ”一 个 矩形 波导 的 横 截面 。 
像 在 TM 波 中 的 情况 一 样 ， 可 以 证 明 ， TE、 模 式 。 诺 依 曼 问题 
当 满 足 式 (3. 41) 和 式 (3.42) 时 ， 在 PEC 壁 上 的 所 有 其 他 边界 条 件 就 能 自动 得 到 满足 : 





FH.(z,y,z) = Hmn cos mecos ie (3. 43) 


RP, Hon Se TE 模式 的 模式 常数 。m hn 的 最 小 值 是 零 。 对 TE 模式 来 说 ,位 函数 是 
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所 .， 因 为 在 边界 上 位 函数 的 法 向 导数 为 零 ， 所 以 其 边界 值 问 题 是 诺 依 曼 边 值 问题 。 
AG. 27) 给 出 了 TE 模式 的 截止 频率 f.。 如 果 4 二 56， 那么 选择 mx 二 1 和 nn 一 0， 可 得 到 最 低 
的 截止 TE 模式 。 若 选择 m 二 n 二 0， 将 使 波导 中 所 有 场 分 量 都 是 零 ， 这 是 一 个 平凡 解 。 


3.4 BRS AMER: TE 模式 
RG. 49) 给 出 了 和 矩形 波导 中 所 有 模式 的 最 低 截止 频率 ， 这 种 模式 称 为 主 模 。 在 图 3. 3 





中 示 出 了 一 个 尺寸 为 ba 一 1/2 的 矩形 波导 的 es, tk, 
归 一 化 截止 频率 。 通常 ， 一 个 波导 的 主 模 的 TEs TE» TM, 
截止 频率 设计 得 要 比 其 工作 频率 低 30%。 从 o 1 IH 


图 3. 3 中 可 以 看 到 ， 工 作 频 率 低 于 次 模 TEn 

和 TE 的 截止 频率 ， 因 此 在 波导 中 只 有 主 模 。 图 3*3 一 个 尺寸 为 /a 一 去 的 箱 形 波导 
可 以 传播 。 实际 上 ， 在 波导 的 激励 点 附近 可 的 归 一 化 截止 频率 

以 激发 出 高 阶 模式 ， 但 是 由 于 这 些 高 阶 模式 是 修 逝 波 ， 因 此 它们 在 距 激励 源 很 短 的 距离 处 
就 消失 了 。 考 虑 到 TE 模式 的 重要 性 ， 让 我 们 更 详细 地 研究 这 一 模式 。TEi, 模 式 的 场 由 
FRAM 








Ñ. = Hwcos Se (3. 44) 
= inn OH. = 
E, = af ae Dx = EH usin © mer (3. 45) 
Ñ. = X Husin T BE te (3. 46) 
n/a a 
其 他 分 量 都 是 零 。 在 这 种 情况 下 的 波 阻抗 为 
E 
eg Oe pas pt 
(Zw) TEn A. aoa (3. 47) 
式 中 
cost = /1—(f./f)? (3. 48) 
对 于 这 种 情况 ，TEio 模 式 的 截止 频率 是 
1 
CF) = (3. 49) 
f wa 2a Vue 


4 大 > 了 时 ，7 一 j8，8 是 实数 ， 这 种 模式 是 传播 模式 ， 由 式 (3. 47)? 给 出 的 波 阻抗 是 实 
数 。 当 f. 二 了 时 ,7Y 二 a， a 是 实数 ， 这 种 模式 不 能 传播 ， 其 波 阻抗 是 虚数 。 电 场 和 磁场 在 
时 间 上 是 正 交 的 ， 在 波导 中 没有 有 功 功率 流 。 这 种 模式 是 俱 逝 波 ， 场 衰减 表明 能 量 储存 的 
局 部 化 。 


3.5 波导 中 的 功率 流 : TE test 
研究 TEu 模 式 的 功率 流 是 一 件 很 简单 的 事情 。 由 式 (3. 46) 和 式 (3. 47)， 得 到 


(Sm) = FRe[E x fi’ ]-2 (3. 50) 
tee, 5 Ble, | (4) sin? fe Ff (3. 51) 
人 2 cosp ” S a’ 5 i 
AF, g 仍然 由 式 (3. 48) 给 出 。 功 率 流 Pw 由 下 式 给 出 
b ra 
Po = | ['<(Sa dr ) + 2 dzdy = >| Hu |? 2% (3. 52) 
oJo 19 coso 2 
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3.6 由 非 理 想 导 体 和 电介质 引起 的 TE 模 式 的 衰减 


我 们 已 经 看 到 ， 当 信和 号 频率 低 于 截止 频率 时 ， 波 会 衰减 。 波 成 为 俊 逝 波 。 即 使 f> 
f.， 波 也 会 由 于 非 理想 的 材料 而 衰减 。 波 中 场 量 的 指数 因子 具有 如 下 形式 
e — @ ‘tae fe (3. 53) 
在 上 式 中 ，a. 是 由 在 构成 波导 的 非 理想 导体 内 波 能 量 转化 成 热能 所 引起 的 场 量 的 豪 
Wo aa 是 由 在 非 理 想 电 介质 内 波 能 量 转化 成 热能 所 引起 的 场 量 的 衰减 。 这 些 由 下 式 给 出 


oe (2+2,)= 一 一 一 ， + 要 (去 ) ] (3. 54) 


cd = 一 一 一 (3. 55) 
入 2 
zai (i) 
在 上 式 中 ，R. 是 导体 的 表面 电阻 ，o/we 是 媒质 的 损耗 正切 。 在 本 章 未 尾 将 把 训 减 党 
数 公式 的 推导 过 程 作为 习题 。 


3.7 圆柱 波导 : TM 模式 





令 
E.(p,$,z) 一 下 (og)e (3. 56) 
且 
将 分 离 变 量 法 应 用 于 如 下 偏 微分 方程 
ViF+RF=0 (3. 58) 
将 得 到 含有 分 离 常数 k An AS AS DE: 
1 d df, Bi n? = 
= al? apt (k: o JA =0 (3. 59) 
a fey ae 
7 ae | ame (3. 60) 


容易 看 到 ， 式 (3. 59) 就 是 贝 塞 尔 方程 式 (2. 120)， 所 以 其 解 可 以 写成 下 列 函 数 乘积 的 
一 种 线性 组 合 形式 : 
_ [Jako | fsinng 
j payat pew Gl? 
因为 在 场 域 中 包含 点 o=0, PLA J, 作为 变量 po 的 函数 ， 并 利用 在 p 二 a 的 边界 条 
{FE.=F=0 可 得 ( 见 图 3. 4) : 
ka = Xn (3. 62) 
AP, mÆ J, MBL PR, ERK 2.4 中 列 出 了 一 部 
分 根 。 
截止 频率 由 下 式 给 出 
We (3. 63) 
We 
HAH n=0, 1L=1 时 ，Xw 的 最 小 值 是 2. 405， 所 
以 TM 模式 的 最 低 截止 频率 是 图 3.4 具有 PEC 边界 条 件 的 圆 形 波导 
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(Fn =— 2 = (3. 64) 
eS dee tah a 
3.8 圆柱 波导 : TE 模式 
4 
H.(p.¢,z) = G(p.pe* (3. 65) 
同样 ， 利 用 式 (3. 61) 可 以 写 出 G 的 解 。 然 而 ， 在 TE 波 的 情况 下 ， 由 诺 依 曼 边界 条 件 
aG _ 
ele 0 (3. 66) 
可 以 得 到 如 下 条 件 
Jika) = 0 (3. 67) 
式 中 ， 关 于 变量 ko 求 导数 。 因 此 ， 截 止 波 数 由 下 式 给 出 
(k.) te = te (3. 68) 


AP, Xi ESE n BL BEAR BR BC PAL AR R 2.4 列 出 了 根 XW. 4 n=l 
且 71=1 if, HS) AR AA 1.841. FA, RE SR I A 
1. 841 


Cfe) = ——— (3. 69) 
"E Sna VME 


3.9 扇形 波导 


图 3. 5 所 示 为 一 个 具有 理想 导电 边界 的 扇形 波导 的 横 截 面 。 
对 于 TM 模式 来 说 ， 其 边界 条 件 是 狄 利 赫 里 边界 
条 件 : 
F=0, $=0ka (3. 70) 
F= =a (3.71) 
由 式 (3.71) 可 知 ， 变 量 o 的 函数 应 该 选用 第 一 类 
贝 塞 尔 函 数 ， 然 而 ， 贝 塞 尔 函 数 的 阶 数 不 必 是 整数 ， 
在 这 种 情况 下 场 域 限 制 在 <<a 内 。 在 圆柱 波导 人 情 
况 中 ， 场 域 的 范围 是 0 二 $ 二 2x。 在 这 样 的 情况 下 ， 7 4 
变量 的 函数 应 该 选用 sinn$ 和 cosn$ 的 一 种 线性 组 图 3.5 具有 了 PEC 边界 条 件 的 扇形 波导 
合 ， 其 中 , 妈 是 一 个 整数 。 为 了 确保 位 函数 的 唯一 性 ， 这 样 的 约束 是 必要 的 。 注 意 ， 仅 当 
n 是 整数 时 ，cosn$ 和 cosz(% 十 2r) 才 相等 。 对 于 扇形 截面 波导 来 说 ， 变 量 风 的 函数 仍然 是 
sinvg 和 cosy 的 一 种 线性 组 合 ， 但 是 v 不 必 是 整数 。 考 虑 到 这 些 约束 条 件 ， 可 以 将 位 函数 
写 为 





F = J,(k.p)sinv$ (3. 72) 
式 中 
y= = H ka= Xowal (3. 73) 
对 于 TE 模式 来 说 
G = J,(k.p) cosv¢ (3. 74) 
式 中 


ka = Par (3. 75) 
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3.10 ”电介质 圆柱 波导 一 一 光纤 


在 3.7 节 和 3.8 节 中 已 经 看 到 ， 电 磁 波 可 以 被 一 个 空心 圆柱 导电 管 所 导 引 。 在 波导 
内 ， 场 可 以 分 为 TM 模式 (在 边界 上 E.=0) ee TE 模式 (在 边界 上 3H./3n 二 0)。 在 任意 一 
种 情况 中 ， 圆 柱 体外 的 场 都 为 零 。 试 问 一 个 圆柱 形 电 介质 棒 能 导 引 电磁 波 吗 ? 答案 是 肯定 
的 。 在 前 面 讨 论 当 电磁 波 以 大 于 临界 角 的 入 射 角 
从 光 密 媒质 向 光 朴 媒质 中 传播 时 ， 曾 经 定性 地 提 
到 过 此 种 波导 可 以 导 引 一 种 表面 波 。 这 一 节 将 把 
这 个 问题 看 做 边 值 问题 来 加 以 研究 。 如 图 3.6 所 
示 ， 介 电 常 数 在 光纤 横 截 面 上 以 阶 雅 指 数 形式 

与 导体 波导 不 同 ， 在 这 里 注意 ， 这 时 的 边界 
条 件 是 在 p=a 处 对 所 有 多 和 >z 切 向 电场 和 磁场 都 
连续 。 





Ea =Ea2, p=a (3. 76) 
Ha = Has p=a (3. 77) 
En = Eps p=a (3. 78) 
Hy =He, p=a (3. 79) 
这 表明 ， 一 般 情 况 下 ， 不 能 再 将 模式 分 为 图 3.6 阶 路 指数 光纤 


TE 模式 或 TM 模式 。 在 这 种 情况 下 ， 一 般 模 式 可 能 是 既 有 E 又 有 H. 分 量 的 一 个 混合 模 
A. Am. 我们 可 以 证 明 ， 对 于 n= 的 特殊 情况 ， 光 纤 波导 可 以 有 一 个 TMuw 或 TE, Kf 
输 模 式 。 让 我 们 来 仔细 地 分 析 一 下 TM 模式 情况 。 当 0 一 o<<a 时 ,我 们 将 E. 选择 成 以 p 
为 自 变量 的 函数 Jo(kap); 当 a<o<<ce 时 ， 选 择 函 数 Kol(kup). 4a<p<coftt, WHEE 
贝 塞 尔 函 数 KK。 就 是 为 了 保证 电磁 场 的 幅 值 随 o 增 大 而 衰减 。 这 种 选择 刚好 与 在 式 (2. 121) 
中 选择 五 ”相反 ， 这 是 由 于 在 式 (2. 121) 中 需要 在 p= 二 处 有 一 个 向 外 的 圆柱 波 。 因 此 ， 
E. 的 表达 式 如 下 : 


Ea = AoJo(kape*, 0<p<a (3. 80) 
E. = BoKo (kap), a< p< œ (3. 81) 
式 中 
+P = ki = w pe (3. 82) 
— k, + B= k = w poke (3. 83) 


AY LAWER, AUSF a AY a a, FR RE SK C3. 76) 和 式 (3.79)) 也 就 能 得 
到 满足 : 
J, Raa) ez ka K, (kaa) 
lokaa) p ka Kolka) TEA 
因为 超越 方程 有 多 个 解 ， 所 以 会 产生 多 个 TM 模式 。 接 下 来 ， 考 虑 截止 频率 的 概念 在 
电介质 波导 中 是 否 也 成 立 。 因 为 对 于 &e 的 负 值 来 说 ， 修 正 贝 塞 尔 函 数 Ky 不 再 是 一 个 单调 
函数 且 媒 质 2 中 的 波 也 不 再 是 一 个 修 逝 波 ， 所 以 当 ke =0 时 ， 便 会 出 现 波 的 截止 现象 。 更 
进一步 分 析 表 明 ， kw =0 等 价 于 Jol(kua)=0 或 


Cka dor = žu (3. 85) 








和 





(3. 86) 
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注意 ， 在 截止 频率 处 
kà = ki — B= k — (kitka) = ki — ki (3. 87) 
对 于 TE. ash. RET EEN 
Roa eee (3.88) 
如 果 n 隆 0， 此 时 场 不 能 分 离 成 TE 模式 和 TM 模式 。 所 有 的 场 量 都 要 通过 连续 条 件 相 
互 耦合 。 此 时 ， 模 式 是 混合 模式 ， 都 具有 非 零 的 下. MH- EMT EMS, HAY 
写 为 叫 














p<a, p> a, 
Ex =AJ,(u£) wane” Ex = CK, (w 2) [057$] 
a / \sinn¢ a / \sinn$ 
sinng sinng kas B22 
-aque [ENS], m= eee E 
Ha BJ „(u a ) cosng l’ Ha DK, (w a ) cosng 
u’ = (ki — p’ a, w = (B’— ki)a’ 


从 麦克 斯 韦 方 程 可 以 求 得 各 个 横向 分 量 。 应 用 边界 条 件 ( 式 (3.76) 一 式 (3.79))， 可 以 
得 到 特征 值 方程 

RIT Pee Kia)? , REAR RT Dk, Cw) F _ pen?! 

[ ] [ | + [Ty | wt 








Cy C3190) 


wK ,, (u) uw 
式 中 
v = u Huw? = (k? — ki)a? (3.91) 
把 超越 方程 式 (3.90) 的 解 记 为 x。 当 
合 电场 和 磁场 )。 第 二 个 下 标 为 奇数 的 HEM 
模式 称 为 HE 模式 ， 而 第 二 个 下 标 是 偶数 的 
HEM 模式 称 为 EH xh. HEn 模式 没有 截止 
频率 ， 因 此 也 常 称 为 主 模 。 由 参考 文献 
[2，3]， 可 以 得 到 当 en 二 2. 56, ep =1l. k= 


ko 和 ào = 2r/ko I, HEn 模式 、TEo 模式 和 1.0 





TMo 模式 的 B/ko 随 2a/Ao 的 变化 关系 曲线 ( 见 0.2 04 ing 10 #12 13 
图 3.7). 24 2a/ào <2. 4049/r we: 一 1 时 ， 仅 3.7 聚 葵 乙 烯 棒 上 前 3 个 表面 波 
Aj ER HEL FE. 模式 的 B/k。 HE Ce, =2. 26) 

(BH & $ Collin, R. E. Field Theory of Guided Waves , 
参考 文献 McGraw-Hill, New York, NY, 1960.) 


1. Ramo, S., Whinnery, J. R., and Van Duzer, T. V., Fields and Waves in Communication Electronics, 
3rd edition, Wiley, New York, NY, 1994. 

2. Balanis, C. A. Advanced Engineering Electromagnetics, Wiley, New York, NY, 1989. 

3. Collin, R.E. Field Theory of Guided Waves, McGraw Hill, New York, NY, 1960. 
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三 维 问题 的 解 


三 维 问题 的 解 会 涉及 全 部 三 个 空间 坐标 。 在 直角 坐标 系 中 ， 讨 论 三 维 波 是 非常 直接 
的 ， 下 面 将 通过 一 个 空 腔 的 例子 来 讨论 三 维 波 。 


4.1 PEC 边界 和 矩形 腔 : TM 模式 
图 4. 1 所 示 为 一 个 尺寸 为 aXbXh 的 PEC 边界 矩形 腔 。 





图 4.1 PEC 边界 矩形 腔 


取 一 段 长 度 为 h 的 矩形 波导 ， 在 x 二 0 和 久 处 用 PEC 平面 将 矩形 波导 封闭 ， 就 可 以 构 
成 这 样 一 个 导体 空 腔 。 对 于 TM 模式 ， 附 加 的 边界 条 件 是 


E,,.=0 在 z= 二 0 或 hh 处 (4.1) 
这 个 边界 条 件 不 是 施加 在 E. 上 的 ， 但 式 (4. 1) 等 价 于 下 式 (见方 程式 (2. 26)) 

So) 在 xz 一 0 或 天 处 (4. 2) 

Əz 


由 此 可 以 得 到 
E, (x,y,z) = Ena sin maz sin PY cog RE (4,3) 
m = 1,2,°***,00, n = 1,2,***,00, L= 0,1,,00 
在 上 式 中 ， 各 个 分 离 常 数 分 别 是 ,= 二 mx/a，k, 二 nx/b 和 上. 二 ix/h。 因 此 ， 得 到 
k = wpe = (Z5) + (EY + (2) (4.4) 
当空 腔 的 尺寸 固定 时 ， 式 (4. 4) 所 表示 的 频率 w IRF m,n, L pe, XFMR 
定 的 模式 和 确定 的 媒质 来 说 ， 频 率 w 是 一 个 确定 的 值 ， 称 为 空 腔 的 谐振 频率 。 谐 振 频率 的 
值 (单位 是 赫兹 ) 是 








Cf thas = cles) + (至 ) 十 (2) ] 
m=1,25%*;00, nm=1,25°%%,00, /一 0,1，……co 
最 低 阶 TM 模式 的 谐振 频率 是 
2 2451/2 
Cf, = On Falla) F wd ] (4. 6) 
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4.2 PEC 边界 和 矩形 腔 : TE 模式 


在 这 种 情况 下 ， 要 满足 的 附加 边界 条 件 是 
A.=0, z=0Kh (4. 7) 
现在 ,很 容易 得 到 入. 的 表达 式 : 


ñ. = = Hom cos Z T cos TRI sin TE 





(4. 8) 
m =0,1,2,°° "yO, n = 0,1,2,°*,00, L= 1,2,+%*,00 


但 是 不 包括 m=n=0, 
现在 ， 可 以 得 到 谐振 频率 为 


E 1 mr 2 nz In 2-1/2 
Pre = LC) +5) +k) | (4.9) 
m = 0.,1,2,°**,00, n=0,1 
但 是 不 包括 m=n=0. 
如 果 h 二 a 二 5， 那 么 最 低 阶 TE 模式 的 谐振 频率 为 
1 R. 2 Ed 2451/2 
mm = l(a) +5) ] , h>a>b (4. 10) 
如 果 h>a>b, HIC. 10) 给 出 的 谐振 频率 低 于 由 式 (4. 6) 给 出 的 谐振 频率 。 
4.3 空 腔 的 Q 值 


波导 和 空 腔 问题 都 假定 具有 PEC 边界 条 件 。 在 求 得 场 量 后 ， 可 以 通过 计算 在 导体 壁 
是 非 理 想 情 况 下 的 损耗 来 放宽 理想 导电 边界 条 件 的 假设 "。 以 TEio 模式 为 例 ， 介 绍 这 种 
方法 。 将 场 量 写成 如 下 形式 : 





T 





E, = E,sin ™sin 下 (4. 11) 
a h 
~ .-Eo A. nz nZ 
H, =—j— a cos (4. 12) 
H =y Et Å cos sin E (4. 13) 
2 a h 


通过 计算 表面 电流 ， 就 可 以 得 到 在 导体 壁 上 的 功率 损耗 。 表 面 电流 可 用 磁场 表示 成 如 
下 各 式 : 




















前 面 :KR = Ñ, ai 后 面 :KR, = A, ae 
Ren] z 右边 :RR, =ñ] 
K. =- Ñ K. =Ñ 

y=b y=0 
顶部 :KR. = Ñ, 底部 :K =— H, ab 








mat NSR Rs， 那 么 损耗 由 下 式 给 出 











h fa 
= :| dode +2) (°C) ALI? +1 A, Idzdz] 
(4.14) 
RsA’ h 
We = IF +e z+ 也 3 (2 +2) | (4. 15) 


如 果 和 忽略 损耗 ， 那么 在 空 了 中 能 量 将 通过 电场 能 和 磁场 能 相互 转换 。 通过 计算 能 量 最 
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大 值 瞬时 储存 的 能 量 , 我 们 可 以 计算 出 在 空 腔 中 的 总 能 量 : 


h fb fa os 
U = Ura 一 号 | | | 1E, l dzdydz = Sb es (4. 16) 
品质 因数 Q 是 衡量 一 个 空 腔 作为 一 个 谐振 器 好 坏 的 定量 描述 。 品 质 因 数 定义 为 
— 2U 
Q= W. (4.17) 
由 式 (4. 14) 、 式 (4. 16) 和 式 (4. 17) ， 我 们 得 到 
a" 2b(a® +h)” 
Q ETT. + | WL 


对 于 一 个 正 立 方 体 ， 上 式 化 简 为 


Q=0. 742 (4. 19) 
S 


对 于 空气 介质 来 说 ，w 二 377， 在 10GHz 时 铜 的 Rss*0,. 0261， 由 此 得 到 品质 因数 Q= 
10 730。 如 此 大 的 一 个 Q 值 不 可 能 由 集 总 电路 或 者 甚至 由 谐振 线 而 得 到 。 


参考 文献 


1. Ramo, S., Whinnery, J. R., and Van Duzer, T. V., Fields and Waves in Communication Electronics, 
3rd edition, Wiley, New York, NY, 1994. 
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第 9 章 
球面 波及 其 应 用 


到 目前 为 止 ， 我 们 已 经 讨论 了 平面 波 和 柱 面 波 。 在 这 两 种 情况 中 ， 能 够 相对 容易 地 基 
F TMS 模式 和 TE 模式 来 构造 问题 的 解 。 通 过 求解 一 些 波导 和 空 腔 问 题 ， 已 经 说 明了 这 
些 解 。 这 里 ， 上 标 = 是 为 了 指出 横 截 面 是 与 > 轴 相 垂直 ， 而 且 所 考虑 结构 的 横 截 面 沿 轴 
是 不 变化 的 。 在 球 坐 标 系 中 ,我们 找 不 到 任何 一 个 像 这 样 的 横 截 面 ， 因 此 球面 波 问 题 从 数 
学 角度 来 看 是 比较 复杂 的 。 但 是 ， 仍 然 可 以 将 模式 分 为 TM 模式 和 TE 模式 。 

球 坐 标 系 中 的 解 会 涉及 特殊 函数 : 球 贝 塞 尔 函 数 ， 以 及 连带 勒 让 德 函 数 。 球 贝 塞 尔 函 
数 与 半 积 分 型 贝 塞 尔 函 数 是 相关 的 。 


5.1 半 积 分 型 贝 塞 尔 函 数 
在 求 球 坐 标 系 中 的 标量 交 姆 霍 兹 方程 的 解 时 ， 会 遇 到 微分 方程 


abah p-er] =e dii 
当 展开 这 个 微分 方程 时 ， 得 到 
Er Laaf — ot f= 0 (5. 2) 
du? u du u 


与 式 (2. 120) 相 比较 ， 很 容易 发 现 ，f 可 以 写 为 如 下 半 积 分 型 贝 塞 尔 函 数 的 一 种 线性 
组 合 形式 : 


Jamz CU) 
Y n72 CU) 
HS? Cu) 
= C5..3 
f Hs Cu) i 
Tis, Cu) 
K m4172 CU) 
可 以 证 明 ， 半 积分 型 贝 塞 尔 函 数 可 以 化 简 为 如 下 更 为 简单 的 形式 : 
we „a2 (__ 1\" d" (sinz 
Jr (2) = Pa ( =f IA p ) (5. 4) 
gyti [2 a cae COST 
Ya(z) = (一 1) 二 (=) zal > ) (5. 5) 
特殊 地 ， 由 式 (5.4) 可 以 得 到 表 5.1 半 积分 型 贝 塞 尔 函数 Xn+ 
lz (x) = A [Zsinz (5. 6) ee __ Je Jara Isr 
开工 3. 1416 4. 4934 5. 7635 
i 6. 2832 7.7253 9. 0950 
katz) = 2 | (2) — cose | ee a). 
(5. 7) R52 半 积 分 型 贝 塞 尔 函 数 X,+vz, 的 导数 的 零点 
由 式 (5.6) 和 式 (5.7)， 可 以 得 到 半 Jiz J3/2 J572 
积分 型 贝 塞 尔 函 数 及 其 导数 的 零点 。 1. 1655 2. 4605 3. 6328 
4. 6042 6. 0293 7. 3670 


表 5.1 和 表 5. 2 分 别 列 出 了 这 些 零 点 的 值 。 
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5.2 标量 玄 姆 霍 兹 方程 的 解 
在 球 坐标 系 中 ， 应 用 分 离 变 量 法 可 以 求 如 下 标量 亥 姆 霍 兹 方程 








VF+RF=0 (5. 8) 
All 
t 9 oF 1 Əd [.:.,0F 1 
2 [74 SS Z 2F 
r’ | Dr ras sp (508 Sa jti 29 oF p HEF 
的 解 。 令 
F = (r,0,9) = filr) fC fa $) (5.9) 


将 式 (5.9) 代 入 式 (5. 8) 中 并 对 其 进行 一 些 数学 处 理 后 ， 得 到 如 下 对 于 fi. fe 和 fs 的 
常 微分 方程 : 





ita )+ [rt — na +D]: =i (5. 10) 
1 d /sinĝdfz om E 
aal a Jtet- (5.11) 
2 
a Fit fx = 0 (5. 12) 


其 中 ，m 和 nn 是 两 个 分 离 常 数 。 
将 


"一 着 和 一 上 一 87 (5. 13) 


代入 式 (5. 10) 中 ， 得 到 方程 式 (5. 2)， 其 中 ，f 是 在 式 (5. 3) 中 给 出 的 半 积 分 型 贝 塞 尔 函 数 
的 一 种 线性 组 合 。_ 的 解 是 

flu) _ fer) 

Yr vr 

若 用 半 积 分 型 贝 塞 尔 函数 B,+uvs 来 定义 球 贝 塞 尔 函 数 b,， 得 到 


b, (kr) = V app Basia Chr) (5. 15) 


AP, b, 适合 于 任意 一 个 球 贝 塞 尔 函 数 j,、y,、hs ”和 hs ”， 而 Buy 适合 于 任意 一 个 半 
积分 型 贝 塞 尔 函 数 +1/2 ` 了 ,+172 ` HY? 1/2 和 He 126 

方程 式 (5. 11) 称 为 连带 勒 让 德 方 程 ， 它 的 解 是 nn BY m 阶 第 一 类 (P”) 和 第 二 类 (Q”) 
连带 勒 让 德 多 项 式 的 线性 组 合 。 连 带 勒 让 德 函 数 可 以 表示 成 如 下 多 项 式 : 


fitr) = (5. 14) 








Pla) = (22-1)? AP ta) (5. 16) 
dz 
P,(x) = mT G ARF (5. 17) 
Q(z) = (x: —1)™? Taa) (5. 18) 
Q(x) = SP, (2)In >= = — > SPs (2) Pr (2) (5. 19) 
{= 


Bt (m= OMI WS mS NML ES, 在 式 (5. 16) 一 式 (5. 19) 中 ，z 一 
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cos9。 注 意 ，m 是 在 0~n 之 间 的 一 个 整数 。 图 5. 1 和 表 5. 3 给 出 了 若干 个 勒 让 德 多 项 
式 的 曲线 与 表达 式 。 可 以 看 到 ， 在 极 轴 上 ， 

也 即 b 一 0 或 *，Q,~co。 因 此 ， 对 于 在 场 域 1.0 2 

中 一 个 包含 正 或 负极 轴 的 问题 ， 只 有 函数 

Pe 适合 于 选 作 问题 的 解 。 方 程式 (5. 12) 的 

解 是 cosm$ 和 sinzzg W REHA. HA. fF. 


Al f 的 解放 在 一 起 ,方程 式 (5.8) 的 解 就 “0 yo 
可 以 写 为 
jn (Rr) 
nCkr) | (P™(cosd) 
Font = 4 cl | eal re 
h? Chr) | |Q? (cos) | \sinmg “0 
hP (kr) 
(5.20) 图 5.1 多 项 式 P,(cos0)。 其 中 标 出 了 阶 数 n 
表 5.3 勒 让 德 函 数 
Po(cosb) 一 1 sf, 1 十 cosb 
所 WE Qi (cos) =F in 1 
P; (cos) =+-(3cos*@— 1) Qe cos) = 3208 Nh eae 


Pi (cos) = = (5cos?@—3cos@) 


[7 Pa Ccos0) P, (cosa) singdg 二 的 








m igi = A 

ly LP, (cos) |? sindd@ m1 
= 1 二 cos0 

Qo (cos) =- + =e 


5.3 矢量 雍 姆 霍 兹 方程 


P! (cos@) = (1—cos?9)!/ 

P} (cos) =3cos6@(1—cos?@)!/2 

P3(cos@) =3(1—cos?@) 

[[ PE (cosa) Pr (cose) sinada =o aig 


2 (n+m)! 
2n+1 (n— m)! 











Ct Px (cos) }? singdo = 


FETC WR DX BaP EHAR W ER A k FB 


VX VX E-R E=VE+? 


E=0 


VX VX A-k H=VH+? H=0 


在 直角 坐标 系 中 ， 


球 坐 标 系 中 的 各 个 分 量 却 不 满足 方程 式 (5. 8) 。 
在 球 坐 标 系 中 ， 可 将 这 些 方程 的 解 看 成 TE”"、TM" 和 TEM’ 模式 的 形式 。 


5.4 TM’ 模式 


考虑 如 下 式 所 示 的 矢量 场 ， 就 可 以 构造 TM 模式 
M = VX [fr F.] 


Ap, F, 满足 方程 式 (5. 8)。 
(5. 23) 可 以 看 到 





(5. 21) 
(5. 22) 


EAH §—7* 4 yd AB A E A EAER. 8) ， 但 是 在 


(5. 23) 


GE, MY RRB AMET. RMA, Bist 


(5. 24) 
(5. 25) 


(5. 26) 
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将 上 面 各 个 场 量 看 做 以 电 德 拜 位 F. 表示 的 TM" 模式 的 磁场 分 量 。 从 麦克 斯 韦 方程 ， 可 以 
得 到 相应 的 电场 分 量 为 





VX H = jweE (5. 27) 
其 展开 式 为 
二 I% gagy 
E = 二 | gar ter F] (5. 28) 
re a ji dl Sy es 
Es we r ered “* CE, 220 
si l 8 全 
s we rsin Ərd$ Fi Aa 
5.5 TE 模式 
考虑 如 下 式 所 示 的 矢量 函数 ， 就 可 以 构造 TE 模式 
N= VX [fr F] (5. 31) 


AP, Fa WEDER. 8). WWE, NA RKRRAWEKAE. HRN, h 
式 (5. 31) 可 以 看 到 











E, =0 (5. 32) 
E, = aa at (5. 33) 
E, 一 一 or (5. 34) 
我 们 将 上 面 各 式 看 做 TE 模式 的 电场 表达 式 。 由 麦克 斯 韦 方 程 ， 可 以 得 到 相应 的 磁场 分 量 
VX E =— jopH (5. 35) 
其 展开 式 为 
fi, = if Sark, +r Fi, ] (5. 36) 
wu Lo 
fa DR A :g 
r (5. 37) 
ñ, = a = ea r Fa 人 
5.6 球形 腔 


我 们 通过 求 一 个 由 半径 r= a 的 PEC 边界 条 件 围 成 的 球形 腔 的 谐振 频率 ， 来 说 明 在 球 
坐标 系 中 解 的 结构 。 


对 于 TM 模式 ， 玉 由 式 (5. 20) 给 出 。 z 


由 于 在 场 域 中 包含 0=0 或 x*， 因 此 选择 Pr 作为 变量 9 的 函 PEC 
数 。 由 于 需要 一 个 在 原点 处 为 有 限 值 的 振荡 函数 ， 因 此 对 于 变 
E n 选择 j, (hr) RK. 


E rF. 中 > 的 变化 形式 由 下 式 给 出 


rin (kr) 一 r a| ppp dni (Rr) =r, | 六 Ter (hr) (5. 39) 


为 了 适应 上 面 的 应 用 ，Schelkunoff 定义 了 另 一 组 球 贝 塞 尔 图 5.2 具有 PEC 边界 
函数 : 的 球形 腔 
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Ê (2) =, [FE Benn (x) (5. 40) 
表 5.4 给 出 了 7, COMER. 


表 5.5 WMT. (Cy) =0 的 根 。 


表 5.4 J, 的 零点 表 5.5 J, 的 零点 
Cp n=1 n=2 n=3 bap n=1 n=2 n=3 
p=1 4.493 5. 763 6. 988 p=1 2.744 3.87 4.973 
p=2 7.725 9. 095 10. 417 p=2 6.117 7. 443 8. 722 
p=3 10. 904 12. 323 13. 698 p=3 9.317 10. 713 12. 064 


在 r=a kh, PEC 边界 条 件 是 E, 二 0 和 EE, 二 0， 由 此 可 以 得 到 如 下 边界 条 件 





ZF) _ =0 MFC) 一 0 (5. 41) 

(RTM 一 re (5. 42) 
t =e 

Cf 5 = > 7,p 一 1 ，2 ，……。，co (5. 43) 
vpe 4 


ER. n 不 能 为 零 ， 因 为 
Pi =1 f (5.44) 
以 及 由 式 (5. 29) ASK (5. 30TA, E, ME, 不 仅 在 边界 上 为 零 ， 而 且 在 空 腔 内 部 任 一 点 也 
MAS. Aik, n=0 给 出 了 一 个 平凡 解 。TM 模式 的 最 低 谐振 频率 为 
m 1 fn _ 2744 
OR 一 元 二 (5. 45) 
接 下 来 ， 考 虑 TE 模式 。 由 式 (5. 33) 和 式 (5. 34) 可 知 ， 在 这 种 情况 下 的 边界 条 件 是 

















OF, 加 
= on (5. 46) 
oF, = 
li (5. 47) 
它们 可 以 转化 为 
J,(ka) =0 (5. 48) 
(RIE, = Cs (5. 49) 
CRN =e (5. 50) 
2x Vpue 4 
X n=1 和 p= 二 1 时 ， 得 到 谐振 频率 的 最 小 值 
1 4.493 
(fo, = 一 一 一 一 一 一 (5. 51) 
Fe) mp inl a 


因此 ， 式 (5. 45) 是 所 有 模式 的 最 低 谐 振 频率 。 球 形 腔 中 的 模式 是 高 度 退 化 的 ， 也 就 是 
说 ， 对 于 相同 的 谐振 频率 可 以 有 许多 种 不 同 的 场 分 布 。 


#6 
拉 普 拉 斯 方程 : 静态 和 低频 近似 * 


在 一 理想 传输 线 上 ， 电 压 相 量 V 满 足 常 微分 方程 式 (2. 54): 





dz’ EEY 8 
式 中 
p= elo = e 
SHE EAN BE 
VE+h E=0 
式 中 


且 V 是 拉 普 拉 斯 算 子 。 
如 果 频 率 为 零 Cf 一 0) 或 很 低 ， 使 得 厅 一 如 人 0， 那么 亥 姆 堆 效 方程 可 以 近似 为 拉 普 拉 
斯 方程 。 
静态 或 低频 问题 都 满足 拉 普 拉 斯 方程 
Vb=0 (6. 1) 
式 中 ，F$ 称 为 电位 。 在 基本 电磁 场 课程 中 ， 已 经 讨论 了 在 各 种 坐标 系 中 拉 普 拉 斯 方程 的 一 
维 解 ， 并 通过 简单 的 例子 进行 了 说 明 。 为 了 完整 起 见 ， 接 下 来 的 一 节 将 列 出 这 些 解 。 








6.1 一 维 问题 的 解 
在 直角 坐标 系 中 : 
D(x) = Aiz +A; (6. 2) 
在 圆柱 坐标 系 中 : 
G(o) = Ai lno + A: (6. 3) 
($) = A$ + A: (6. 4) 
在 球 坐 标 系 中 : 
lr) = AltA, (6. 5) 
D0) = Ailn(#)+ A, (6. 6) 
6.2 二 维 问题 的 解 
6.2.1 直角 坐标 系 
在 第 3 章 中 ,通过 解 如 下 效 姆 霍 兹 方程 得 到 了 波导 问题 的 解 
OF, OF rao (6. 7) 
Ox oy 





O 第 6 章 的 附录 参见 附录 6A. 


40 ”第 一 部 分 有 界 简单 媒质 中 的 电磁 场 


假设 
F= fil) fily) (6. 8) 
HH, ADA 户 (y) 分 别 由 式 (3.15) 和 (3. 1IONBRAH, Hp k =k Hk, MEH 
拉 斯 方程 来 说 ， 因 为 kR=0, PUA ki=— ko 
不 言 而 喻 ， 如 果 变 量 z 的 函数 选择 式 (3. 15) 中 前 四 个 函数 中 的 任意 一 个 ， 那 么 变量 y 
的 函数 就 不 得 不 选择 式 (3. 16) 中 后 四 个 函数 中 的 某 一 个 ， 并 且 要 求 |&, | 三 | 已 | 。 当 然 ， 根 
据 边界 条 件 的 需要 ，f1 (zx) 和 fs(y) 的 选择 也 可 以 相互 交换 。 下 面 就 通过 一 个 例子 来 说 明 
这 一 碟 。 
图 6. 1 为 例 6. 1 的 几何 形状 。 y 
若 边 界 条 件 为 
B.C.1 =0 y=0 b 
RG 0G=0 y= h 
BGS @=0, z=0 


B.C.4 $= f) 一 a i x 
解 由 B.C.1 和 B.C.2 可 得 ,变量 yy 的 变化 形式 是 图 6.1 例 6.1 的 几何 形状 
fily) ~ sin, n = 1,2,***,00 

由 B. C. 3 可 得 ， 变 量 z 的 变化 形式 必须 是 
fila) ~ sinh F, n= 1,2,**+,00 
如 果 取 ”一 3， 就 能 满足 B. C. 4。 因 此 
© = Assinh SR sin ome 











3ry 
b 9 


由 B. C. 4 可 得 
100sin ony 一 = A;sinh STA sin ony 


_ 100 
sinh(3xa/b) 


sinh(3x2/6) |; 3ry 
sinh(3xa/b) sin b £5.99 


稍 加 分 析 不 难 发 现 ， 通 过 观察 可 直接 地 写 出 解 ( 见 式 (6.9))。 当 在 处 理 B. C. 4 的 过 
程 中 代入 =a 时 ， 其 分 母 中 的 因子 sinh(3xa/5) 将 与 sinh(3xz/6b) 相 抵消 。 常 数 100 是 第 
三 个 正弦 项 的 傅 里 叶 系 数 。B. C. 4 只 要 求 傅 里 叶 级 数 中 的 第 三 个 正弦 项 存在 。 如 果 考 察 
FCy) 王 100sin(3ry/o) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 ， 可 以 看 到 其 他 项 的 傅 里 叶 系数 都 是 零 。 现 
在 ， 假 定 f(y) 是 一 个 比 B. C. 4 更 为 普通 的 函数 。 显 然 ， 其 他 项 的 健 里 叶 系 数 不 可 能 是 
$, HE 


® = 100 


® = f(y) = DB. sin 522 (6. 10) 


下 面 通过 例 6. 2 来 说 明 这 样 的 傅 里 叶 级 数 解 。 4 
除了 以 下 条 件 不 同 之 外 ， 其 他 条 件 与 例 6. 1 一 样 。 
B.C.4. B= f(y) = 100 
fe 在 z=a 处 的 边界 是 一 个 电压 为 100V 的 导体 。 
当 f(y) 是 定义 在 区 间 0 二 y 二 5( 见 图 6.2) 上 的 一 个 常数 时 ， 就 必须 求 出 全 里 叶 系 


PCE 拉 普 拉 斯 方程 : 静态 和 低频 近似 


数 B， 
y fy) 
OV 
b 100 
0V V 有 =0 
= 100V 
Oo OV a x O b y 
a) 例 6.2 的 几何 形状 b) B.C.4 中 的 函数 /7) 


图 6.2 例 6.2 图 


在 这 个 问题 中 ， 将 得 到 待 求 傅 里 叶 展 开 式 的 两 个 有 意义 的 关键 点 。 傅 里 时 级 数 展开 是 
对 周期 函数 而 言 的 。 然 而 ， 函 数 fy) Ae LER BM sin(xy/5) 的 半 个 周期 上 。 基 函数 的 
完整 周期 是 22。 因 为 期 望 的 傅 里 叶 级 数 仅 有 正弦 项 ， 所 以 函数 必须 是 一 个 奇 函 数 。 如 
图 6. 3 所 示 ， 可 以 对 函数 在 完整 周期 一 b 到 十 b 上 
进行 延 拓 。 

注意 ， 这 个 解 仅 在 区 域 0 二 zx 二 a 和 0<y<b 
上 是 有 效 的 ; 在 0 二 y 二 5b 以 外 的 区 域 中 ， 函 数 
f(y) 的 延 拓 形式 对 于 场 域 中 的 解 来 说 是 不 重要 的 ; 
然而 ， 这 个 条 件 在 确定 全 里 叶 系 数 时 却 是 重 
要 的 6] 。 i ; 
对 于 现在 的 问题 ， 设 T 为 周期 ， 则 a ‘100 





p= | f (sin ™2dy 图 6.3 在 伟 里 叶 级 数 中 仅 含 正弦 项 时 
T 


$ 例 6.2 的 f(y) 的 周期 延 拓 
B, = ZI" .romsin ay (6.11) 
因为 f(y) 是 y 的 奇 函 数 ， 以 及 sin(nxy/5) 也 是 y 的 奇 函 数 ， 所 以 它们 的 乘积 是 一 个 
偶 函 数 ， 对 于 给 定 的 f(y) 进 行 计算 : 
类 二 Z fsin zydy 


B =20 b nay. 


b nn b 
400 j 
s=] ， nA% 





0 





nn (6. 12) 
0， n 为 偶数 
因此 ， 


_ Sv 400 sinh(nxz/D)., (nny 0<xr<a 
ai ie pos nx sinh(ara/b) ` ( b ) 0<y<b 





从 例 6.2 中 ， 可 以 看 出 以 下 有 意义 的 几 点 。 

边界 条 件 1、2 和 3 决定 了 傅 里 时 级 数 展 开 的 类 型 ， 在 本 例 中 仅 有 正弦 函数 序列 ， 可 
以 通过 在 求解 区 域 之 外 对 周期 函数 延 拓 来 得 到 受 限 的 傅 里 叶 级 数 。 附 录 6A 会 讨论 一 个 定 
义 在 有 限 范 围 0< 上 的 函数 z(t) 可 能 的 周期 延 拓 ， 所 以 伟 里 叶 级 数 将 具有 以 下 性 质 : 

。 仅 有 奇 谐 函数 ; 

。 仅 有 正弦 项 ( 见 例 6. 2); 
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。 仅 有 余弦 项 和 奇 谐 函数 ; 

。 仅 有 正弦 项 和 奇 谐 函数 。 

后 续 几 节 将 讨论 一 个 定义 在 有 限 区 间 中 的 任意 函数 展开 为 贝 塞 尔 函 数 及 其 他 正 交 函 数 
的 广义 傅 里 时 级 数 问题 。 

(Gl 6. 3 求 图 6. 4 所 示 区 域 中 的 电位 分 布 。 

解 ” 基 于 在 求解 例 6. 1 和 例 6. 2 时 所 获得 的 经 验 ， 通 
过 观察 写 出 问题 的 解 : 


By = 400 sinh(mxz/a) in mn(b— y) 





mu mn sinh(mnb/a) a 
(6. 14) 
通过 观察 写 出 解 的 步骤 如 下 。 
步骤 1: 在 z 轴 上 上 要求 有 多 个 零点 ,包括 在 z= 二 0 处 
的 零点 ， 选 择 100V 
fi(z) = sin = (6. 15) Al 6.4 例 6.3 的 几何 形状 
步骤 2: 由 于 当 y=b 时 ，@B 二 0， 因 此 选择 
fo(y) = sinh ax (b—») (6. 16) 


注意 ，sinh(mx/a) (5b 一 y) 是 sinh(mry/a) Al cosh(mxy/a) HWAVEAE, sinhCmry/a) 
和 cosh(mxy/a) 是 函数 fo Cy) RAP AY PR. 
步骤 3: 分 母 中 的 sinh(mnb/a) EERE y=0 的 边界 条 件 O=100 时 的 抵消 因子 ， 





此 By, =400/mn 是 傅 里 叶 系 数 。 < 
GED 求 图 6. 5 所 示 区 域 中 的 电位 分 布 。 y 
m 了 b 50y. 
= 400 sinh(nnz/b) . /nny 
iá 之 nx sinh(nxa/b) sin( b (6.17) ov VvV$=0 nA 
_ < 50 sinh(mrz/a) . {mny 
"= > mr ae el a ) (6. 18) i 
d=, +o, (6. 19) ov a 
WY VA (55 FS i Jan Jit BH OK OR fF Bi] 6. 4。 图 6.5 例 6.4 的 几何 形状 
b ov b 50V 
y? i=0 0V 24 =0 
oy : 100V + vA ov 
oy a j ov a ee 


6.6 使 用 有 至 加 原理 求解 例 6. 4 


在 第 3 章 中 ， 我 们 着 眼 于 得 到 截止 频率 ， 曾 经 简单 地 研究 了 在 波导 中 可 能 存在 的 各 种 
模式 。 我 们 没有 研究 源 在 波导 中 激励 各 种 模式 的 问题 。 通 过 将 源 函 数 展开 为 各 种 模式 的 传 
里 叶 级 数 就 可 以 得 到 各 种 模式 的 振幅 。 通 常 ， 模 式 都 是 一 些 可 以 进行 这 种 展开 的 正 交 画 
数 。 文 献 L[2] 利 用 了 这 种 展开 。 < 
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6.2.2 圆柱 坐标 系 
情况 1: 

D = Plo, $) (6. 20) 

首先 ， 考 虑 电位 是 坐标 Ald 的 函数 的 情况 。 那 么 

1 


V’ Plop) = 1 2 (o Ai ; 





=0 (6. 21) 
4 
Dlo) = flogh) (6. 22) 
1 By foe), fp aed) _ 0 
p ap\° Op p OF 
gA) 2( df(p) + ee) y 
p dp\ dp pF 
将 上 述 方程 两 端 同 乘 以 P/O), FA 
f@ AG do ) gH oF |” Rae 
Ne es er 
R-i =n? 第 二 项 一 一 12 
由 于 第 一 项 仅 为 o 的 函数 ， 第 二 项 仅 为 $ 的 函数 ， 因 此 它们 都 必须 为 常数 ， 且 这 两 个 
常数 之 和 必须 为 零 。 将 分 离 常 数 记 为 n, TERG. 23) 可 以 写 为 两 个 常 微分 方程 : 











e a +atf(p) =0 (6. 24) 
TEP + nt gb) =0 (6. 25) 
f(p) 的 解 可 以 写 为 p"” Mo “的 线性 组 合 ， 因 此 
rn =| 
o 
g() = pmi (6. 26) 


GED 换 向 器 问题 

图 6.7 给 出 了 换 向 器 问题 的 几何 形状 。 场 域 是 0 二 p 二 a， 长 圆柱 管 上 半 部 分 的 电位 是 
Vo。， 下 半 部 分 的 电位 是 一 Vo。 

E ”从 物理 意义 角度 来 看 ， 我 们 知道 在 p=0 处 的 电位 是 有 限 值 。f(p) 的 模板 中 的 第 
二 项 co“" 随 po 趋 于 零 成 为 无 穷 大 值 。 因 此 ， 对 于 变量 op， 选择 p"。 如 图 6. 8 所 示 ， 边 界 条 件 
O(a, PSF E $ HABA. 

F($) 


Yo 





图 6.7 例 6.5 的 几何 形状 图 6.8 例 6.5 中 函数 下 (#) 的 草图 
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因此 ， 通 过 观察 ， 可 以 直接 写 出 








Dot) = >)B,(£) sinng (6. 27) 
且 
二 Z [FØ sinngdg 
TJO 
[= nn 为 奇数 (6. 28) 
= nn 
0, n 为 偶数 ià 
情况 2: 
p = D(p,z) (6. 29) 
应 用 分 离 变 量 法 ， 可 得 到 如 下 两 个 含有 分 离 常数 k 的 常 微分 方程 : 
Th yidh pco (6. 30) 
do p dp 
a fe _ gt f, =0 (6. 31) 
dz 
方程 式 (6. 30) 45 n=0 时 的 方程 式 (3. 59) 相 同 。 因 此 ， 其 解 可 以 写 为 
2 Jo Cko) 
ae See 
coshkz 
f= {sah (6. 32) 
ert 
或 
To (Kp) 
Pe parah 
cosKz 
fe = ee (6. 33) 
式 中 
K? 一 一 天 


在 场 域 0<p<a, 0<z<l, 0<$<2n 中 ， 满 
足 拉 普 拉 斯 方程 。 

如 图 6.9 所 示 ， 在 曲面 o 二 a，0 二 z 二 1 上 的 电位 为 常 值 
Voo FA 6.9 中 的 几何 形状 物体 的 两 端 接地 。 

求 电 位 分 布 BC(p，$，xz)。 

解 ” 注 意 到 这 一 问题 对 于 坐标 $ 的 对 称 性 ， 因 此 





Bp,$,2) = Blp,z) (6.35) ”图 6.9 例 6.6 的 几何 形状 
因为 在 z 轴 上 必须 有 多 个 零点 ， 且 在 z 王 0 处 电位 为 零 ， 所 以 选择 
fz = sinKz (6. 36) 
K=" (6. 37) 


L 
由 式 (6. 33)， 注 意 ， 当 o~~0 时 ， 开 。 会 趋 近 于 无 穷 大 ， 因 此 对 于 变量 p， 通 过 观察 选 
FI, WASH 
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所 4V, Lo (nap/l) . naz 
lp, z) - ee L Cara [t 1 (6. 38) 
< 
GED 场 域 与 例 6.6 中 的 相同 。 然 而 ， 如 图 6. 10 所 示 ， ‘ l ; 
边界 条 件 是 不 同 的 ， 有 : 

la,z) =0 (6. 39) 
D(p,0) 一 0 (6. 40) 
D(p,l) = F(p) = Vo (6. 41) 





边界 条 件 Ola, z)=0 要 求 变量 p 是 一 个 振荡 函数 。 因 图 6.10 fa) 6.7 的 几何 形状 
此 ， 应 该 从 式 (6. 32) 中 选择 对 于 变量 p 的 函数 形式 。 另 外 ， 
E zA SDE, A 必须 是 有 限 值 。 通 过 观察 ， 可 以 写 出 
fesse F BR Pe anp Bak (6. 42) 


m=} 


AP, Pn= Tm Jo WE m SH. K 2.4 列 出 了 若干 个 根 的 数值 。 
如 果 下 式 成 立 ， 边 界 条 件 B(p， D=F(O=Vo 就 可 以 满足 : 


Pol) = Flo) = Vo = DA (2) (6. 43) 
m=1 


HK (6. 43) 是 一 个 任意 函数 的 贝 塞 尔 级 数 展开 式 。 类 似 于 对 于 三 角 函 数 的 傅 里 叶 级 数 
展开 ， 这样 的 展开 是 可 行 的 ， 因 为 这 些 贝 塞 尔 函 数 也 具有 正 交 性 质 : 


[eo (£2)1, (B22)dp =0, m#a (6. 44) 
Fr 攻关 区 -人 oo me on 


用 po (pep/a) RU (6. 43) 两 边 并 在 0 到 a 上 进行 积分 ， 得 到 


[ra (se) = |p Zan (e)a Sut 


因此 ， 
= Pup 
A, = FT Gp) Fale st) dp (6. 46) 
_ 2Vo Pp 
A, = 二 Ai E dp M6 422 
利用 积分 
[#1 ,ndz = qJ], (x) (6. 48) 
得 到 
“JT, (zed = 2 
[iat o( = )dp pe Pe? (6. 49) 
将 式 (6. 49) 代 入 式 (6. 47) 中 ， 得 到 
_ 2V, 
A, =h (6. 50) 
_ S (2Vo /pa)/T1 bad) To bm Cp/a)) ，， pnz 
D(p.z) = 之 EEN sinh i (6. 51) 
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6.3 三 维 问题 的 解 


6.3.1 直角 坐标 系 

与 6. 2. 1 节 讨 论 过 的 求 二 维 问题 的 解 一 样 ， 同 样 可 以 得 到 在 一 个 封闭 立方 体 中 拉 普 拉 
斯 方程 的 三 维 解 。 也 可 以 从 4.1 节 中 讨论 的 矩形 腔 问题 的 角度 来 讨论 三 维 解 。 关 键 的 一 点 
是 ， 对 于 拉 普 拉 斯 方程 ， 有 

k= 及 十 有 十 k= 二 0 (6. 52) 
反 过 来 ， 这 意味 着 如 果 用 (x) 和 f(s #=fi BM, WA fs (xz) 就 必须 是 双 曲 函数 。 
il 6. 8 将 说 明 这 种 方法 。 

如 图 4.1 所 示 ， 在 一 个 尺寸 为 a、6b 和 有 的 矩形 腔 中 ， 其 表面 zx 一 0，ai 
y=0, b; z=0 上 的 电位 均 为 零 。 而 在 表面 > 一 六 上， 电位 为 V。。 求 在 场 域 0 二 x 二 a，0 二 
yb, 0<e<h HRED. 

假设 在 场 域 中 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 

解 ” 通 过 观察 可 以 直接 将 解 写 为 

Bz,y,z) = 之 2 Bun spo na) + Cam/ asin mame sin a 

了 ,是 如 下 函数 的 双重 傅 里 叶 级 数 展开 式 中 的 傅 里 叶 系 数 

O(x,.y,h) = F(x,y) = Vo (6. 54) 
应 用 三 角 函 数 的 正 交 性 质 可 以 很 容易 地 计算 出 Buo BP 


[ew min 为 奇数 
Bn, = <4 MNT 
0, 其 他 








6.3.2 圆柱 坐标 系 
对 于 变量 op 来 说 ， 函 数 模 板 中 包含 贝 塞 尔 函数 和 修正 贝 塞 尔 函 数 ， 而 不 是 三 角 和 双 曲 函数 。 
6.3.3 BRERA 
H k=0 代入 方程 式 (5. 10) 中 ，f 的 方程 变 为 
f= am (6. 56) 
而 fo 和 fs 的 方程 保持 不 变 ， 并 分 别 由 方 
程式 (5. 11) 和 式 (5.13) 给 出 。 因 此 ， 在 球 
坐标 系 中 拉 普 拉 斯 方程 的 三 维 解 为 
Yr ar | en 
a, Q7 (cos@) | | sinmg 
(6. 57) 
第 5 章 已 经 讨论 了 勒 让 德 多 项 式 的 


Br,0,$) = | 


性 质 





dRD -FBA a 的 球体 内 ， a) 几何 形状 
满足 拉 普 拉 斯 方程 。 如 图 6.11 所 示 ， 在 
上 半 部 分 表面 + 二 a， 0 二 9 二 x/2 的 电压 是 
Vo» MÆ PEMA r=a, n/2<0<r 的 电压 是 一 Vo。。 分 别 求 球 内 和 球 外 的 电位 。 
解 ”边界 条 件 可 以 表示 为 


b) 例 6.9 的 边界 条 件 的 草图 
6.11 例 6.9 


第 6 章 拉 普 拉 斯 方程 : 静态 和 低频 近似 


Bla,0) = F(A) (6. 58) 
在 图 6. 11b 中 画 出 了 这 个 边界 条 件 。 
由 于 对 称 性 ， 很 明显 电位 与 坐标 % 无 关 。 因 此 ， 这 是 一 个 二 维 问 题 。 若 选择 
fs=cosm$#ll m=0, PLATA XT AB te p 的 依赖 : 
六 P2(cosb) 
| es 
注意 ， 零 阶 (m 一 0) 连 带 勤 让 德 多 项 式 PL 或 Q, 分 别称 为 勒 让 德 多 项 式 P, 或 者 Q,. 
在 图 5. 1 中 画 出 了 这 些 函 数 的 曲线 。 表 5. 3 给 出 了 用 cos 表示 这 些 函 数 的 多 项 式 表达 式 。 
对 于 例 6.9， 可 以 将 解 分 成 球 内 和 球 外 的 解 。 


DB(r,0) = | 





(6. 59) 


情况 l: r<a 
aro) = DA (Z) P, (6. 60) 
n=0 
根据 边界 条 件 ， 
Bla,0) = FO) = >)A,P， (6. 61) 


应 用 表 5.3 中 列 出 的 正 交 性 质 ， 可 以 确定 系数 A,。 上 式 两 边 同 乘 以 Psing， 并 积 
分 ， 有 


x 7 = x so 3 2 
[Fro P,, sinbd5 = f D AnP Pa sinddd = An z 
因此 ， 得 到 
A. = 2m EL FCO) Pa sinddd (6. 62) 
0 


代入 f(9)， 得 到 


2 十 1 x/2 . x . 
A, = ZELS ”Psinbdg 一 | P, sind) 
计算 ， 得 到 
Ao =0 
es 
A, = mad 
计算 其 他 系数 A。， 求 解 完毕 。 
情况 2: r>a 
G(r,0) = wa.(Z) ”P， (6. 63) 


n=0 


<a 
B ANE A HE Ey RA FA BR ATT OR MSMR ERD. A BE 
ZX-y 平面 上 有 一 中 心 与 坐标 原点 相 重合 、 半 径 为 a 的 直流 电流 圆 环 。 众 所 周知 ， 在 x 轴 上 
任意 一 点 的 磁场 由 下 式 给 出 
H=ZH, 
Hone t +à +2)" 
=  2(a? + 27)8?7 2a a 
根据 二 项 展开 式 ， 可 得 : 
(1 + 4)3/2 = {— 3u 十 15u? 105u° 


2 8 48 
因此 ， 对 于 e<a, A 





tee, [ul <1 
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713. lw Oba | 
H. | wat = 52 (1 2 3 18 + ) (6. 64) 
在 没有 电流 的 区 域 中 ， 有 
VX H = (6. 65) 
H =— Vð, (6. 66) 
这 里 Oo, 称 为 标量 磁 位 ， 因 为 
V-H=0 (6. 67) 
Von = (6. 68) 
首先 ， 考 虑 r<a: 
dra) = Do ( ZYP, (6. 69) 
Dr O) |oo = Haly (6. 70) 
注意 ， P, | oso =1e 
比较 式 (6. 70) 和 式 (6. 64) ， 得 到 
l 
bw = 1 (33) 
pi 一 0 
+ 8il 
a= 2 (32) 
by = 0 
-lt 
a= aes, 
因此 ， 有 
L gpr? l5/r\' 
H.(r,6) = 去 [ 1 一 去 ( 芯 ) P.+2(=) Pete] (6. 71) 
后 面 有 几 个 习题 说 明 球 坐标 系 中 的 解 在 求实 际 静 态 问题 时 的 应 用 。 < 
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第 Ja 
关于 波 的 其 他 问题 - 


到 现在 为 止 ， 我 们 所 讨论 的 大 多 数 问题 都 是 在 空间 中 不 受 约束 的 单 色 波 。 实 际 信和 号 会 
涉及 脉冲 波 或 波束 。 利 用 单 色 波 的 这 种 简单 解 可 以 构造 更 复杂 问题 的 解 。 这 一 章 开 篇 先 讨 
论 群 速度 的 概念 。 


7.1 Bie, 
群 速度 是 一 组 波 传播 的 速度 。 考 虑 在 z==0 处 有 两 个 正弦 振荡 : 
E(0,t) = Sin(owo — Aw)t + sinlw + Aw)t C% 1) 
3X PA 4S TE 9% Sie GH HY) BB SFE 2Aw. E(0,) 
式 (7.1) 也 可 以 写 为 i cosAwt 
so 一 oo 00 oc TAN MM 





在 图 7. 1 中 画 出 了 式 (7. 2) 所 表示 的 曲线 。 
它 表明 一 个 频率 为 om 的 载波 被 一 个 频率 为 Aw 


Sey 


的 信号 所 调制 。 振 荡 像 波 一 样 也 可 以 传播 ， 此 波 可 以 sinwof 
写 为 图 7.1 含 小 拍 频 的 两 个 振荡 
E(z,t) = sin[ (wo — Aw)t — (B— AB)z]+sin[(w + Awt + (B+ AB)z] (7.3) 
E(z,t) = 2sin(wot — Bz) cos(Awt — ABz) (7. 4) 
由 式 (7.4)， 很 明显 可 以 看 到 ， 当 载波 以 相 速度 传播 时 ， 这 一 组 波 以 群 速度 传播 : 
v = a (7.5) 
Up = B (7. 6) 


现在 ，w-B 图 的 重要 性 已 变 得 很 清楚 。 如 果 画 出 w 随 8 变化 的 曲线 ， 那 么 相 速度 就 是 
纵 坐 标 与 横 坐 标 之 比值 ， 而 切线 的 斜率 就 是 群 速度 。 如 果 op 曲线 不 是 一 条 直线 ， 那 么 在 
波 群 中 各 个 波 的 传播 速度 将 会 各 不 相同 ， 由 此 引起 信号 产生 畸变 。 在 许多 情况 下 ， 群 速度 
也 等 于 能 量 传播 的 速度 ， 或 简单 地 说 等 于 能 量 速度 ve， 定 义 为 

ws (7.7) 


式 中 ，S 是 功率 密度 ，w 是 总 能 量 密度 。 能 量 速度 表示 波 能 量 传 播 的 速度 。 
根据 式 (7.5) 和 式 (7. 6)， 可 以 证 明 


Ug 


-1 Guu, de, ed (7.8) 
在 习题 中 ， 有 几 个 计算 群 速 度 的 例子 。 
7.2 格林 函数 
格林 函数 是 一 个 系统 对 一 个 脉冲 输入 的 响应 。 在 电路 中 ， 通常 把 脉冲 输入 表示 为 
h(t)， 而 在 场 论 中 则 用 G 来 表示 。 下 面 通过 求解 下 面 的 一 维 问题 来 说 明 构 造 一 个 格林 函数 


日 第 7 章 的 附录 参见 附录 7A。 
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的 基本 方法 。 
G 是 下 面 微 分 方程 的 解 : 
FG — ate — 2"), 0<2z<L (7.9) 
dx 
其 边界 条 件 为 
G=6, z=0 (7. 10) 
G=0, #=£ (7.11) 


我 们 希望 G 与 x 及 xz 都 有 关 ， 即 G 二 G(x，zx')。 首 先 从 数学 角度 来 求解 这 一 问题 ， 
然后 再 将 其 进行 拓展 。 令 


RR (7.12) 
Ges a' <2<L (7. 13) 
因为 
BCz 一 z) 一 0 WE rAr (7.14) 
G, =A,\x+B, (7. 15) 
G, = Ax + B; (7.16) 


为 了 确定 上 面 的 4 个 未 知 数 A, Bi, A: 和 B。， 需 要 4 个 方程 。 利 用 边界 条 件 ， 可 以 
得 到 其 中 的 两 个 方程 


G=0, z=0 (7.17) 
Gi = 0p cok (7.18) 
从 z=zx' 处 的 “ 源 条 件 ”， 可 以 得 到 其 余 两 个 方程 : 
Gi =G; z=x (7.19) 
aG:_aG |  __ 
( Ox Ox ) amit 1 C75 20) 





式 (7. 19) 是 由 问题 的 物理 意义 导出 的 。 式 (7. 20) 则 是 由 微分 方程 式 (7.9) 得 到 的 : 在 
区 间 0 二 x 二 L 上， 对 方程 式 (7. DMR: A 


| 5 dz =| Nez" de =—1 (7. 21) 


式 (7. 21) 中 右边 最 后 一 _ 项 的 结果 是 根据 脉冲 函数 的 定义 而 求 得 的 。 式 (7. 21) 中 的 左边 
可 以 写 为 


Jy Gece = tinh Gare = (SS a) 





Gi. 22) 

注意 ， 除 了 在 z 一 z 临 近 的 一 个 小 区 间 2e 内 之 

外 ，dG/dz: 一 0。 由 式 (7. 10) 、 式 (7. 11) 、 式 (7. 19) 

和 式 (7. 20) ， 可 以 确定 出 系数 A Bi, A: MB. A 
此 ， 得 到 ， 











I 

Gi = 175, 0<zoz (7.23) 

G, =z' E, geek (7.4 

图 7. 2 分 别 示 出 了 当 z'= 二 2L/3 Wf, G, dG/dz 和 
dG/dz’ 随 工 变 化 的 曲线 。 


方程 式 (7.9) 是 在 张力 作用 下 一 根 终端 固定 弦 线 图 7.2 格林 函数 及 其 导数 的 图 形 
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的 微分 方程 的 标准 形式 。 当 在 x 二 2L/3 处 施加 一 个 点 负载 时 ，G 为 弦 线 向 下 的 位 移 。 物 理 
图 形 如 图 7. 3 所 示 。 对 于 一 个 给 定 问 题 来 说 ， 建 立 格林 函数 的 优点 是 可 以 将 其 对 任意 激励 


的 响应 写 为 一 个 全 加 积分 。 如 果 输 入 是 一 f(z)， 也 即 张力 7 作用 下 的 弦 线 
CY = fiaj 0<2x<L 固定 端 2L/3 固定 端 
dz i Ler x 
y=0, x=0 
y=0, x=L (7. 25) y=G 
那么 图 7.3 在 张力 作用 下 的 固定 弦 线 
ylz) = [F&G da (7.26) 


注意 ， 格 林 函 数 具 有 以 下 特点 : 

D CENK, BG, zx') 二 G(x'，zx)。 

2) 它 是 连续 的 。 

3) 在 z= 一 z 处 ，G 的 导数 不 连续 。 注 意 ，G 的 一 阶 导数 要 比 G 在 微分 方程 中 的 最 高 阶 
导数 低 一 阶 。 

构造 格林 函数 的 一 般 步骤 如 下 : 

1) 让 微分 方程 的 右 端 等 于 零 ， 然 后 求 出 其 解 。 这 个 解 将 包含 若干 个 待定 常数 。 

2) 应 用 边界 条 件 和 源 条 件 确定 出 这 些 常 数 。 

应 用 上 面 所 述 的 步骤 ， 可 以 证 明 ， 一 维 净 姆 霍 效 方程 


UC 1 BG =—ste—z') (7. 27) 
dx 
满足 边界 条 件 
G=0, x=0 (7. 28) 
G=0% «=f, (7. 29) 
它 的 格林 函数 G 为 
1 sinkrsink(L — x’) ' 
_ [E sinkL ae (7. 30) 
1 sinker’ iA 2), gee 
7.3 网 络 公式 
经 典 网 络 理论 处 理 简 单 的 单个 元 器 件 之 间 的 相互 连接 问题 。 在 高 频 电 气 工程 背景 下 ， 
单个 元 器 件 包 括 传 输 线 、 波 导 和 谐振 腔 这 些微 波 器 I, A 


件 。 在 简要 地 回顾 二 端口 网 络 的 网 络 参 数 描述 后 ， 下 “rT ? 
面 将 解释 S 参数 。 图 7. 4 所 示 为 一 个 二 端口 网 络 。 其 ý [| anna [Yr 
fg AA HEE VL. Va, D 和 I 通过 一 个 2X2 的 Š 

矩阵 联系 ， 和 矩阵 中 的 各 个 元 素 称 为 网 络 的 参数 。 例 图 7.4 CRAMA 


如 ， 如 下 
Vi Zn Ze TI 
Viel eal (el on 
描述 了 开路 阻抗 参数 ， 称 为 Z 参数 。 
因为 Za =V:/h | -oo， 所 以 当 输出 端 开路 时 ， 它 就 是 输入 阻抗 。 在 基本 电路 理论 中 ， 
你 可 能 已 经 学 习 过 如 何 用 一 些 参数 来 描述 一 个 网 络 : 短路 了 参数 、 混 合 互 参数 和 反 混 合 
G 参数 。 在 高 频 情 况 下 ， 还 有 其 他 两 组 参数 ABCD 参数 和 散射 S 参数 会 特别 有 用 。 任 何 
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一 组 参数 都 可 以 转换 为 另 一 组 参数 。 关 于 电路 理论 的 书籍 都 给 出 了 有 关 转 换 公式 的 一 些 表 
格 。 这 一 节 将 集中 介绍 ABCD 参数 和 S BR. 


7.3.1 4BCD 参数 
ABCD 参数 的 矩阵 定义 为 
Lele le pl-i ca 


如 图 7. 5a 所 示 ， 如 果 两 个 网 络 级 联 ， 那 


= “4 B a BO ad B 
么 其 等 效 ABCD 网 络 如 图 7.5b 所 示 , 其 中 da aL, la oL.* le p 
is J- [全 | (7. 33) a) 两 个 网 络 级 联 b> 等 效 网 络 
cpl ë DJG D : 
Mat (7. 33) 中 容易 看 出 使 用 ABCPD 参数 7.5 级 联网 络 


的 优点 。 一 组 级 联 二 端口 的 总 ABCD 参数 是 各 个 二 端口 网 络 和 矩阵 的 乘积 。 作 为 求 一 个 二 
端口 网 络 ABCD 参数 的 简单 例子 ， 我 们 考虑 如 图 7. 6 所 示 的 一 串联 阻抗 Z。 
因为 V,=V.+2Z1, Hh=—I,., 所 以 


mlh rs] 1.30 


接 下 来 ， 考 虑 无 损 传 输 线 ( 见 图 7. 7) 。 








1 2 了 I 
are zZ i 1 Zz A 
4 =m 
O Q 0 1 B 
a) 串联 单元 b) 4BCD 参 数 7 z 
图 7.6 串联 网 络 的 ABCD 参数 图 7.7 无 损耗 传输 线 
令 参 考点 取 在 z=0: 
bel lee olla (T. 38) 
=L] LZ — ZLV ' 
也 有 
Vi e e # V3 
el are, eala] (T. 36) 
Hist (7. 35) 和 式 (7. 36) ， 得 到 
y cosBl jZosinßl V 
> 3 2 
ha ]- ap cosBl IL A Ci 33 
对 于 一 段 有 损 传 输 线 来 说 ， 
y coshyl Z,sinhyl y 
1 , 2 
E |- intl coshy! It a la 


式 中 ，7y 一 xc 十 j8 是 传播 常数 。 
接 下 来 ， 考 虑 串联 连接 的 N 段 传输 线 ， 由 输入 传输 线 i 馈送， 馈 给 输出 传输 线 t， 如 


图 7.8 Ras. BA 
Vi N+ 
His he ot sal (7. 39) 


式 中 
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cpl La DJO B Gs Dy : 
co +— = li = A l =» = ly 一 = —> oo 
ZY & Z Fg Zy Ving 区 


图 7.8 串联 的 N 段 传输 线 
WRV 是 入射 电压 , 丁 是 反射 系数 ,本 是 传输 系数 ， 那 么 





Vi =V = Vu +r] (7. 41) 
Vr 
Vna = V: = TYE Ci 43) 
十 
—Ingn 一 一 到 一 元 (7. 44) 
中 十 
egal A Bn B 
“a-m c p]|Iv; ' 
写成 矩阵 形式 ， 有 
ie B 
ike A 1.40 
1 c+P|LTI lz 
Z Z 


解 之 ， 得 到 卫 和 了 分 别 为 
A+B/Z,—Z (C+D/Z,) 


= A+B/Z, + Z2¢C+ D/Z) eats 
E 2 
T= ATB/Z,+Z(C+D/Z) a 
7.3.2 SBR 
仅 在 低频 时 ， 比 如 ， 小 于 0.5GHz， 可 以 通过 测量 而 得 到 电压 和 电流 ， 也 可 以 计算 出 
ABCD 参数 。 而 且 ， 如 果 在 所 研究 的 系统 中 ay 


包含 有 源 器 件 ( 如 二 极 管 或 晶体 管 )， 那 么 在 z 
一 个 端口 上 放置 一 个 开路 或 短路 校准 件 就 可 
能 会 导致 不 稳定 ， 例 如 ， 在 测量 器 件 的 Y 
ABCD 参数 时 就 需要 用 到 校准 件 。 高 频 分 析 O 
方法 涉及 人 射 和 反射 波 的 测量 ， 而 不 是 测量 图 7.9 一 端口 网 络 
总 电压 和 电流 。 相 应 的 参数 称 为 散射 参数 。 首 先 定 义 一 个 一 端口 网 络 的 散射 参数 ( 见 
图 7.9)。 

令 入 射电 压 为 Va ， 反 射电 压 为 Va 。 分 别 将 人 射 波 和 散射 波 的 归 一 化 电压 定义 为 
Vu 
of Za 





= (7. 49) 


b = 一 一 (7. 50) 
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入 射 功率 是 |a 1*， 散 射 功率 是 15 1 。 在 高 频 时 ， 功 率 测量 相对 要 容易 。 而 且 ， 通 过 
匹配 方法 可 以 使 b 为 零 。 对 于 一 端口 ， 定 义 











= (7. 52) 
-2 
Vrz 
b = (7. 53) 
V Loz 
并 且 借 助 散 射 矩 阵 ， 可 以 将 和 a 相 图 7.10 二 端口 网 络 
联系 起 来 : 
Pe SIE] aso 
bz i Sa Sz az ` 
因为 
Sun = f (7. 55) 
QI |a,=0 





所 以 在 二 端口 网 络 的 输出 端 连接 一 个 匹配 负载 (ao 王 0) 后 ， 就 可 以 进行 测量 。Su 是 输 
人 反射 系数 。 因 为 


(7. 56) 


FRU, Sn 称 为 网 络 的 前 向 传输 系数 。 它 反映 了 在 无 源 电路 中 的 衰减 ， 以 及 有 源 网 络 的 增 
益 ， 比如 放大 器 。 当 网 络 的 输入 端 匹配 (aa 二 0) 时 ， 测量 Sz 和 Si 





(7. 57) 








(7. 58) 
a,=0 


在 这 里 ，Szz 是 输出 反射 系数 ，Sis 是 反 向 传输 系数 。 表 7.1 给 出 了 S 参数 和 ABCD 参数 之 
间 的 关系 。 


表 7.1 S-ABCD-S 参数 的 变换 
S — ABCD 


Su Si a 1 ‘eerie 2(AD— BC) 
Sz Sze A+B+C+D 2 =A+B—C+D 


S + ABCD 


1 (1 十 Su )(1 一 Szz) 十 SizSzl (1 +831) (1 +S22) — Si2 S21 [5 B 
2S2 | (1— Su) Q—S22)— S1285 (1 一 Sti)(1 十 Szz) 十 SizSa CG D 





将 测量 设备 与 被 测量 的 二 端口 器 件 直接 连接 是 不 切实 际 的 。 通 常 ， 在 被 测量 的 器 件 与 
测量 设备 之 间 要 引入 数 段 传输 线 ， 才 可 以 进行 测量 。 这 些 传输 线 会 引入 一 定 的 相 移 ， 所 以 
在 由 测量 得 到 的 S' 参数 求 器 件 的 S 参数 时 ， 必 须 考虑 这 些 相 移 : 

S'= T°? ST (7.59) 
式 中 
exp(— jyl,) 0 
a | 0 ieee a 
在 上 式 中 ,7y 是 传输 线 的 传播 常数 。 
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7.4 周期 介质 的 阻 带 


由 第 一 性 原理 导出 的 式 (10.127) 和 一 周期 介质 的 w 与 8 之 间 的 散射 关系 相似 。 
10. 12 和 图 10. 13 给 出 了 相关 结果 。 这 里 讨论 另 一 种 用 ABCD 参数 得 到 散射 关系 的 方 





法 。 如 图 7. 11 所 示 ， 作 为 一 个 示例 ， 使 用 两 段 相 K: er ak 
级 联 的 传输 线 作 为 在 一 个 单元 中 的 两 层 介质 。 
第 一 段 传输 线 的 ABCD 参数 记 为 ee Fi | n-z 
fe. a 一 一 一 一 
而 第 二 段 传输 线 的 ABCD 参数 记 为 7.11 无 限 大 周期 媒质 中 的 单元 


A; B: 
le, n 
总 ABCD 参数 由 式 (7. 33) 给 出 ， 它 像 式 (7. 32) 一 样 将 输入 电压 和 电流 与 输出 电压 和 
电流 联系 起 来 。 然 而 ， 由 于 介质 是 周期 性 的 ， 由 式 (10. 104) 和 式 (10. 105)， 得 到 


V, = eV, (7. 61) 
—I,=+eI, (7. 62) 
或 者 
V; mes V; 
Ke ee| = 
式 中 
A 一 ex (7. 64) 


稍 后 将 会 说 明 这 是 特征 值 。 由 式 (7. 32) BY A, 


Le lla] (1.65 


由 式 (7.63) 和 式 (7. 65)， 可 得 














P i |B Fa i ] (7. 66) 
区 DIH =f 
现在 ， 特 征 值 A=e™ Fn FAME RE o 
e r |=0 (7. 67) 
€: Då 
A 的 解 由 下 式 得 出 
(A—a)(D—A) — BC =0 (7. 68) 
4? —a(A+D) + AD — BC =0 (7. 69) 
对 于 一 个 互 易 网 络 ，AD 一 BC 二 1。 因 此 ， 
和 一 A(A 十 D) 十 1 = 二 0 (7.70) 
1 At? sj 1— (42) (7.71) 
BL =j AED 4; 1- (427 |- aoco A ED C7 72) 
2 2 2 
或 者 
cosBL = A+D (7. 73) 


55 


56 


第 一 部 分 有 界 简单 媒质 中 的 电磁 场 


在 图 7.12 中 画 出 了 曲线 oP 的 草图 。 
因为 | cos8L | 委 1， 通 过 求解 
分 2|= 1 (7.74) 
可 以 计算 出 通 带 和 阻 带 边缘 的 位 置 。 
通过 式 (7. 74) 求 出 w， 就 可 以 确定 出 通 带 
和 阻 带 的 位 置 。 在 图 7. 12 中 将 第 一 个 阻 带 标 
记 为 Aw， 它 是 在 pL =r 时 式 (7.74) 的 解 。 在 
图 7.12 中 ， 第 一 个 非 零 值 是 由 于 无 界 媒质 中 
的 自然 截止 频率 而 产生 的 ， 这 与 图 10. 12 中 所 
示 的 情况 一 样 。 


7.5 辐射 


1. 3. 1 节 讨 论 了 由 脉冲 电流 源 激励 的 赫兹 偶 极 子 在 自由 空间 中 的 辐射 。 这 一 节 将 讨论 
由 时 谐 电 流 源 产生 的 辐射 。 Or <aunipie 


Alr) = 4 al IOs a dv’ 


假设 源 的 电流 分 布 是 已 知 的 。 

我 们 可 以 根据 距离 的 远近 来 做 一 些 近似 5 。 如 果 源 的 长 度 与 & 相近 且 dX4， 那 么 可 
以 将 场 域 分 为 

近 场 (静态 ) 区 : dXr<Ka, 

中 间 ( 感 应 ) 区 : d<r~a, 

远 (辐射 ) 区 : drio 

在 远 区 ， 上 式 中 的 指数 中 的 |r 一 r" | 项 可 由 下 式 替 换 





图 7.12 第 一 个 阻 带 





|r—r| ~r—Fer' (7. 75) 

且 用 > 替换 分 母 中 的 |r 一 ~ | 。 这 种 近似 可 以 表述 为 
tin KG = Et 1] FOr ett ay’ (7. 76) 

> 4n r 源 体积 


积分 符号 外 的 项 表示 矢量 位 的 球面 特性 ， 而 积分 项 则 表明 对 角度 的 依赖 性 。 
展开 式 (7. 76) 中 的 指数 项 ， 
Tih = E gar sap JOD G rrav’ (7.77) 
如 果 源 的 尺寸 与 & 相近， 根据 假设 kd<1， 那 么 式 (7.77) 中 的 主要 项 就 是 其 第 一 个 非 
零 项 。 
如 果 这 一 项 是 n=0 对 应 的 一 项 ， 那 么 





Fe, 1f Fr Yay (7. 78) 
4n r Vr 
对 细 线 电流 ，Jdw' 可 用 I ER: 
Cr) = 此 < 一 | (7. 79) 
4n r Jaká 


如 果 细 线 是 沿 = 轴 放 置 的 ， 那 么 


Ar) = 8 eT, Id Tdz' (7. 80) 


对 于 一 个 体积 源 来 说 ， 对 式 (7. 78) 中 的 被 积 函 数 可 以 进行 如 下 处 理 : 
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il Tor'yav' =- |] r'cy' » T)av' 
v' y 


= jø] rpv er dav (7. 81) 
为 了 得 到 式 (7. 81) 中 的 最 后 一 项 ， 利 用 连续 性 方程 
a ae (7. 82) 


通过 分 部 积分 可 以 得 到 式 (7. 81) 的 中 间 一 项 ， 或 者 计算 其 中 的 一 个 分 量 : 
T. 7day = I,a “Hav? = a . V'x" av" 
= ||, v -œ Pav f| e cv .Dav 7.88) 
由 Teenav'av' = G2" F- as' — f] ev Dav' 
因为 电流 密度 与 表面 S' 相 切 ， 所 以 式 (7. 83) 右 端的 第 一 项 为 零 。 因 此 ， 有 


= (oo low! je log! 。 / 
J], av = 一 由 zw Pav’ =- [| „rov nev (7. 84) 
Hy st (7. 78) 和 式 (7. 81), ， 得 到 
iw = late 人 P. (7. 85) 
A, Pe 由 下 式 给 出 
P. = [| r'o Dav (7. 86) 
Pe PA HE BAR 。 
7.5.1 赫兹 偶 极 子 


一 个 赫兹 偶 极 子 是 长 度 为 a 的 很 短 的 一 段 细 线 ， 如 果 认 为 电流 沿 细 线 是 常数 ， 那 么 
式 (7. 79) 变 为 
zog- pD eT (7. 87) 

år r 

如 果 认 为 了 是 一 个 常数 ， 那 么 根据 连续 性 方程 ， 在 细 线 两 端 将 分 别 积累 有 点 电荷 Q_ 和 
一 Q。 当 细 线 沿 = 轴 时 ， 这 对 点 电荷 的 电 偶 极 和 矩 F. 由 下 式 给 出 

Pe = £Qd (7. 88) 
当 计 算 这 个 沿 = 轴 的 非常 短 的 细 线 时 ， 式 (7. 86) 能 给 出 相同 的 结果 。 
在 远 区 中 ， 根 据 矢量 位 A 计算 B 和 互 ， 得 到 


2 —jkr 
= tE Gx po < (7. 89) 


E = Ñx? (7. 90) 
在 自由 空间 中 ,ws 二 c= 二 3X10:m/s，w 二 wn 二 120xQ。 很 清楚 ， 可 以 看 出 了 和 人 的 等 价 性 ， 
因为 





T= jwQ (7. 91) 
在 习题 P1. 5 中 ， 我 们 研究 了 替 效 偶 极 子 (点 偶 极 子 )， 在 一 开始 分 析 时 就 对 赫 效 偶 极 
子 做 了 一 些 近 似 。 
对 于 位 于 原点 处 沿 z 轴 的 赫 效 偶 极 子 ， 也 即 记 =j7i&， 其 结果 由 下 式 给 出 
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E ck? A Tod a e itr 
a= a} (7. 92) 
因为 FX 人 = (pp t2z)/rX2=p p/r=—Fsing, HVA 
Ai = $i, E sing (7. 93) 
E = pH X? (7.94) 
功率 密度 的 时 间 平 均值 是 
Say = SRE x ’ ] 
x PIE 
Sa =F qo ga O (7. 95) 
穿 出 半径 为 > 的 球面 的 功率 是 
Pa = || svas ET 96) 
当 上 式 等 于 天 Rs/2( 辐 射电 阻 ) 时 ， 得 到 
Raa = 807° (2) (a) (7.97) 
一 段 半径 为 a 和 电导 率 为 ce 的 导线 的 交流 电阻 由 下 式 给 出 
Rac —= = = (7. 98) 
o2 rað 


式 中 , SRR. Ww, wm f=75MHz, o (#1) =5.8 X10, a= 0.4mm 和 
d=4cm, IBA Rac=0. 0360 和 Ra 二 0. 08Q。 显 然 ， 辐 射 效率 很 低 。 在 这 个 意义 上 ， 热 损 
耗 功率 大 约 是 辐射 功率 的 50%。 
7.5.2 半 波 偶 极 子 

可 以 证 明 ， 通 过 增 大 细 导 线 的 长 度 ， 会 使 效率 显著 地 得 到 提高 。 为 了 说 明 这 一 点 ， 考 
虑 一 个 长 度 为 MMX2 的 中 馈 天 线 。 根 据 实 验 ， 可 以 假定 电流 由 下 式 给 出 


T(z) = T,coskz, -ter<4 (7.99) 
这 是 一 个 驻 波 ， 这样 的 假设 会 简化 问题 的 分 析 过 程 。 严 格 的 方法 就 需要 像 边 值 问题 那样 的 
ARU, 
一 种 简单 的 方法 是 将 这 根 细 线 上 的 一 段 长 度 为 dz 


的 微 元 看 做 一 个 赫兹 点 偶 极 子 ( 见 图 7.13)。 根 据 
式 (7. 93) 和 式 (7. 94)， 由 这 个 微 元 在 远 区 中 产生 的 辐 
射电 场 ， 可 以 写 为 
dE, = 和 加 F(x") dz! 
4x 


e sp 


Re sinOs (7. 100) 





dH, Ta 
在 远 区 ， 可 以 对 指数 函数 中 的 变量 做 出 以 下 近似 
Os 0 (7. 102) 
Rsp =r z'cosO CT. 203): 
对 分 母 中 的 Rsp 可 以 做 出 更 进一步 的 近似 
Ry =r (7.104) 图 7.13 半 波 中 心 镇 电 偶 极 子 天 线 。 
(在 分 母 中 ) ， 因 此 得 到 en 


(7. 101) 
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pe ; -jkr A74 _ 
E; = hie g To sing| coskz elt? dz (7. 105) 
4n r z =—a/4 
x 
— cos ( 2 cosg) er (7. 106) 
E, = j601, . wine 2 
H, = = (7. 107) 


上 面 的 近似 与 在 式 (7. 76) 中 的 近似 是 相等 价 的 。 而 且 要 注意 ， 在 式 (7.93) 中 ， 首 先 给 
出 的 是 吾 的 表达 式 ， 而 E 是 用 吾 来 表示 的 。 在 式 (7. 100) 中 ,首先 给 出 dE, 的 表达 式 ， 然 后 





再 用 dE, 来 表示 dH,” 。 
在 远 区 ， 功 率 密度 的 时 间 平 均值 由 下 式 给 出 
S$, =7S,F(,$¢) (7. 108a) 
gy eee (7. 108b) 
xr 
2 
cos( ~cos@ 
sind 


AP, FCO, §) Pe AA— Te A Fa RE. EEH, BSR CULPA 7. 14a) 与 赫兹 偶 极 子 的 模 
式 图 具有 相同 的 特性 。 


z 





a) 驻 波源 d=1/2 b) 行 波源 
7.14 辐射 模式 图 FO) 
然而 ， 利 用 式 (7. 108a)， 由 式 (7. 96) 计 算得 到 的 辐射 功率 为 





Pas = 36.6 T; (7.109) 
反 过 来 ， 得 到 
Rea = r ~ 730 (7.110) 
在 这 种 情况 下 ， 除 了 改变 4 二 4/2 之 外 ， 赫 兹 偶 极 子 这 一 例子 的 Rost 
Ris = 1 80 
这 种 天 线 的 效率 相当 好 。 


应 该 注意 的 是 ,在 zx>0 的 上 半空 间 中 ， 地 面 上 方 4 二 4/4 的 单 极 天 线 具 有 与 半 波 偶 极 
子 相同 的 辐射 场 。 其 辐射 功率 将 是 半 波 偶 极 子 的 一 半 ， 而 辐射 电阻 Rea 守 36. 5Q。 


7.5.3 任意 长 度 的 偶 极 子 
对 于 一 个 相对 于 4 的 任意 长 度 a 的 中 馈 天 线 ， 可 假定 电流 分 布 为 
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a 


Isin| k(S—2) |， 0<z< (7. 111a) 
J 
2 


z 


Isin[k($ +2) |, - 
使 用 与 半 波 偶 极 子 相 同 的 分 析 方 法 ， 可 以 得 到 
cos[ (rd/A)cosb] 一 cos(Crg/A) )? 
sind 

在 文献 [2] 中 ， 可 以 分 别 找到 在 d=A/2, d=) Ald =32/2 时 的 辐射 模式 图 。 
7.5.4 辐射 模式 整形 

Ulaby 呈 对 缝隙 天 线 、 天 线 阵 和 辐射 模式 整形 中 的 其 他 一 些 实际 问 题 进行 了 初步 的 
讨论 。 
7.5.5 将 天 线 问 题 作为 边界 值 问题 

严格 地 说 ， 天 线 问题 是 一 个 边 值 问题 。 电 流 分 布 是 已 知 的 这 一 假设 ， 不 仅 简化 了 数学 
分 析 过 程 ， 而 且 也 使 我 们 能 够 计算 出 辐射 场 。 在 实际 中 ， 往 往 知道 的 是 天 线 缺口 中 的 场 分 
布 ， 比 如 说 ， 我 们 可 以 知道 缺口 中 的 电场 。 附 加 的 边界 条 件 是 在 细 线 的 终端 电流 变 为 零 。 
在 计算 电磁 学 中 应 用 了 这 样 的 公式 。 
7.5.6 行 波 天 线 和 切 伦 科 夫 辐射 

前 面 讨论 的 细 线 天 线 问题 是 基于 驻 波 电流 分 布 这 样 一 个 假定 。 研 究 行 波 电流 分 布 的 效 
应 也 将 是 有 意义 的 。 


<z<0 (7. 111b) 





F(0,$) = 





(7.112) 


AT (2) BEN 
T(z) = he”: (7.113) 
将 辐射 矢量 N 定义 为 中 如 下 积分 ， 
N= 0 T(r e*?" d (7.114) 
源 体积 
对 于 现在 的 情况 ， 它 转化 为 
N= anf”, etz coge ipt dz/ (7. 115) 
根据 方程 式 (7. 76) 可 知 ， 在 远 区 的 矢量 位 由 下 式 给 出 
I@ = LTR (7.116) 
t r 
(RFE BT IRE. AHE A, AS... FY RAGE BAS! $k E Ed 1 E R BE A 
— ms 2 
S,, Bz FO0,$) F (7. 117a) 


‘ 2 
F(6,$) = {sin sinl Cd/ pS cos] cos0) | (7. 117b) 


由 式 (7. 117b) 给 出 的 行 波源 的 归 一 化 辐射 强度 F(9，#)， 与 由 式 (7.112) 给 出 的 驻 波 
源 的 辐射 强度 是 不 同 的 。 前 者 关于 赤道 平面 9 二 x/2 是 不 对 称 的 ， 而 后 者 是 对 称 的 。 行 波 
激励 源 在 前 向 辐射 模式 中 产生 了 一 个 主办。 图 7. 14 所 示 为 这 两 种 情况 的 辐射 模式 。 

最 大 的 辐射 是 在 9 二 0 附近 ， 最 小 辐射 是 在 9 二 x 附近 。 

对 于 行 波 情况 ， 在 波 传播 的 前 方 最 大 辐射 就 像 是 一 个 圆锥 体 ， 且 圆锥 体 的 半角 随 p 增 
大 ,或 d/4 增 大 而 减 小 。 

Papas" 指出 ， 锥 形 束 辐射 与 由 高 速 电 子 产 生 的 切 伦 科 夫 辐射 相似 。 
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7.5.7 小 圆 环 形 天 线 
我 们 将 假设 圆 环 的 周 长 与 波长 相 比 要 小 得 多 。 在 远离 圆 环 的 一 个 场 点 ， 稳 恒 电 流产 生 
的 磁场 与 静态 电 偶 极 子 产生 的 电场 相似 。 
参见 8. 9 节 。 因 此 ， 称 这 个 天 线 为 磁 偶 极 子 天 线 。 当 将 式 (7. 114) 应 用 于 这 种 情况 时 ， 
FRAT acosg dg 来 替换 JdaV。 不 失 一 般 性 ， 考 虑 到 源 关 于 4 的 对 称 性 ， 如 果 我 们 认为 场 
点 的 坐标 为 P(r，9，0)， 这 种 蔡 换 是 容易 理解 的 。 
在 这 一 点 上 ，A 的 $ 分 量 与 4 的 y 分 量 相同 。A 的 y 分 量 可 由 已 知 的 了 的 > 分 量 计算 
得 到 。 
因此 ，JdV' 二 了 ,dz'dy dz' 二 了 7dy 。 因 为 y 二 asing'， 所 以 dy'=acos¢'dé’, TH, 
在 式 (7. 114) 和 式 (7.76) 中 fr 为 acosy， 其 中 角度 y 4 
如 图 7. 15 所 示 ， 并 由 下 式 给 出 | 
cosy = cosgcosb 十 singsinb cos(¢ — $') i 
(7. 118) | 
当 源 在 ry 平面 上 时 ,0' 一 x/2。 
为 了 计算 4,， 取 # 一 0， 对 于 现在 所 考虑 的 情况 ， | 
得 到 | 





cosy = sinĝcos$’ (7. 119) 
因此 ， 得 到 
2x F á 
N; = 7| esinte cos! dd’ (7.120) #x 
0 
假设 ka 很 小 ， 可 以 将 式 (7. 120) 近 似 为 7.15 ” 磁 偶 极 子 天 线 
2x 
Nyx 7| (1 + jka sinécos?’)acos¢' d¢’ 
0 
= jkna’ Tsinb 
N; jkp,sind (7.121) 


RP, pa = na’ TEBE. 
计算 出 在 远 区 的 场 、 功 率 密度 的 时 间 平 均值 S,,， 以 及 总 辐射 功率 P， 并 让 其 等 于 
PRaa/2, T 4A 
Ra = 20x Cka)! (0) (7. 122) 
7.5.8 其 他 实用 辐射 系统 
Ramo 等 中 已 经 总 结 出 了 计算 辐射 功率 的 系统 化 步骤 ， 这 些 步骤 最 初 是 由 Schelkunoff® 
给 出 的 ， 并 将 它们 应 用 于 许多 辐射 系统 。 


7.6 散射 


我 们 假设 时 谐 电 磁 波 在 无 界 媒质 中 传播 ， 其 电场 和 磁场 分 别 为 E AA. “ERP 
存在 某 一 种 结构 时 ， 场 记 为 E" A. ARK bi 让) 与 结构 之 间 相 互 作用 会 在 结构 内 部 和 
结构 表面 上 产生 电荷 及 电流 。 这 些 源 反 过 来 产生 散射 场所 MA. ESM, 
总 场 可 以 表示 为 

BE =-F+E (7. 123a) 
H' = H+ (7. 123b) 

我 们 可 以 这 样 解释 ， 散 射 场 是 由 人 射 场 与 结构 相互 作用 在 结构 中 产生 的 感应 源 所 产生 

的 场 。 例 如 ， 应 用 边界 条 件 可 以 求 得 入射 场 与 结构 中 的 感应 源 之 间 的 关系 。 作 为 第 二 步 ， 
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我 们 可 以 计算 出 散射 场 。Balanist 已 经 给 出 了 几 个 这 种 计算 的 例子 。 本 节 将 只 计算 其 中 的 


一 个 例子 ， 即 一 个 长 直 圆 柱 导 体 对 二 维 平面 TM 波 ( 横 磁场 ) 的 散射 。 
首先 ， 我 们 将 列 出 平面 波 函 数 与 柱 面 波 函 数 之 间 的 关系 。 


7.6.1 柱 面 波 变换 7 


e ibe 一 gios 一 5 D S (Bo) e" 


n=—co 


etie — GEijppcosg gm >, "J, Bo) 


Ho (a|r—r' |) = 5 Jn (Bo) Ho” (Bp' emt? ; pp 


n=—co 


HE? (p|r—r' |) 2 Ja Po HE? (Boren? , p> e 


Il 


Jlr- r' | ) = > Jn BoD In (Boren? 


n=—oo 


Y.(B|r—r'|) 


2 Ya (Bo BOE, p<p 


Y.(B|r—r'|) = DY. (Bo) In (Boe, p> p 


n=—oo 


7.6.2 圆柱 导体 上 感应 电流 的 计算 中 
令 入 射 波 的 电场 为 
E = £E,¢* = Ee 
根据 式 (7. 124a) A 
F = 2E, >) 7J, (Bode™ = 2E, >) (—j)"enJn (Bp) cosn$ 


e 一 一 co 


AP 


BBE 可 以 写 为 


E = 2E: = >) GHO (pod 


一 一 co 


在 写 出 式 (7. 130) 时 ， 注 意 ， 当 Bo 一 ceo 时， 散射 场 必须 是 一 个 向 外 的 行 波 ， 


选择 在 2. 15 节 中 已 经 讨论 过 的 函数 HH. 

在 p=a 处 ， 由 PEC 边界 条 件 给 出 

FÈ |a =0O=E+E |. 

E, 5 Cen HP (Ba)+ OG) “J, (Bae? ] = 0 
=e ÉR J, (Ba) jn 

a = O7 Fa 

散射 电场 E: 由 下 式 给 出 
E =- E $) C'e, BP gay” Pa)cosng 

在 p 宇 a 的 任意 一 点 ， 电 场 的 = 分量 由 下 式 给 出 


(7. 124a) 


(7, 124b) 


(7. 125a) 


(7. 125b) 


(7. 126) 


(7. 127a) 


(7. 127b) 


(7. 128) 


(7. 129a) 


(7. 129b) 


(7. 130) 


因此 我 们 


(7.131) 


(7. 132) 


C7, 133) 
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t = *\—n JaK a) in 
天 = E >) D [J (Ba) “ie (pa) Jem (7. 134) 
由 麦克 斯 韦 方 程 ， 
H= yE (7. 135) 
jwp 


RANA WORBAGER, E,=E,=0). HA. 也 将 是 零 。 也 可 以 求 出 另 一 个 切 向 分 量 
万 ,。 在 圆柱 导体 表面 上 ， 电 流 表面 密度 KK 为 
-a = Ê H} | pas (7. 136) 
经 过 计算 ， 其 结果 为 中 





_ 2E vse & 
K “ 2 07 HO a) (7. 137) 
对 于 一 段 (a&4) 非 常 细 的 细 导 线 来 说 ， 第 一 项 是 主要 项 : 
2E, 1 
ieee oo H® Qa)’ a<a (7. 138) 
对 于 很 小 的 Ba， 应 用 AS? 的 渐 近 值 ， 我 们 可 以 做 进一步 的 近似 : 
oe 5 1 
R= 2j 2 nUT’ a (7. 139) 


7.6.3 ”散射 宽度 

目标 的 散射 特性 可 以 用 回 波 面 积 或 雷达 截面 积 (Radar Cross Section，RCS)o 这 一 参数 
来 定量 地 描述 。 从 形式 上 来 说 ， 雷 达 截 面 定 义 为 拦截 功率 的 面积 ， 当 散射 为 各 向 同性 时 ， 
这 个 面积 在 接收 端 产生 一 个 与 实际 目标 散射 相同 的 密度 "]。 对 于 一 个 三 维 目标 ， 


= lim| 4a = | (7. 140) 

对 于 一 个 二 维 目标 ， 把 雷达 截面 称 为 散射 宽度 on: 
gzD 二 lim| 2p & | (7. 141a) 

Z le |? 
= lim| 2xp ET z| (7. 141b) 


由 于 p>oo， 因 此 可 以 进行 远 区 近似 及 其 替换 
HP (Bo) x 2j jagi 





rppo 
计算 式 (7. 141b)", 
2 
on = 2|> Deg H® HP eyo? (7. 142a) 
式 中 
| 7 Ls n=0 
W, = | (7. 142b) 


En — 2, nÆ0 
注意 ， 散 射 宽度 与 $5 有关 。# 是 观察 点 相对 于 人 射 平 面 波 传播 拓 量 方向 的 方位 角 。 这 
样 一 个 依赖 于 方向 的 散射 宽度 称 为 双 静 态 宽度 。 
当 % 一 180" 时 ， 人 
_Jn (Ba) _ 








on = a De laen HP AA (7. 143) 
对 于 低频 极限 ，pa 很 小 ，n 二 0 的 一 项 是 主要 的 ， 并 且 
— 2a 1 ý 
Oz2D 一 Te ln(0. 898a) , ax<a (7. 144) 
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对 于 更 高 的 频率 ， 式 (7. 143) 中 的 级 数 收敛 缓慢 。 当 Ba =3 时 ， 取 前 6 项 就 能 得 到 满 
意 的 结果 。 当 pa 一 100 时 ， 至 少 需要 取 前 100 R, 
上 述 方法 已 经 成 功 地 用 于 分 析 PEC 和 电介质 物体 的 散射 问题 。 


7.7 衍射 


如 图 7. 16 所 示 ， 在 区 域 1 中 ， 一 PEC 平 板 上 有 一 个 半径 为 a 的 圆 孔 。 如 果 将 从 左边 
向 PEC 平板 垂直 人 射 的 平面 电磁 (EM) 波 看 做 一 个 光 粒 子 ， 那 么 在 半径 为 a 的 圆 孔 区 域 中 
的 光子 将 通过 这 个 圆 孔 ， 而 其 余 的 光子 将 被 完 
全 反射 。 一 半径 为 a 的 圆 形 光 束 将 进入 右 半空 间 
中 。 如 图 7. 16a 所 示 ， 波 前 仍然 保持 是 一 个 平 
面 。 这 是 射线 理论 中 “几何 光学 ”近似 。 然 而 ， 
光子 的 波动 性 将 引起 “衍射 "以 及 引起 通过 圆 孔 
的 光束 发 散 。 一 条 衍射 射线 所 通过 的 路 径 无 法 
用 反射 或 折射 现象 来 解释 。 图 7. 16b 所 示 为 一 
个 球面 波 前 。 通 过 计算 图 7. 16b 中 的 角度 5 
可 以 定量 地 表示 光束 的 发 散 程 度 。 利 用 麦克 斯 
韦 方 程 ， 可 以 通过 “物理 光学 ”对 衍射 理论 做 出 
解释 。 根 据 (a/X) 的 大 小 ， 可 以 做 出 各 种 近似 ， 
其 中 , 4 是 波长 。 

从 数学 上 来 看 ， 严 格 的 入 射 理论 是 十 分 必 
需 的 。 这 一 节 将 给 出 近似 计算 % 的 理论 。 在 这 
个 计算 过 程 中 ， 引 入 了 磁 流 In. BRM EF 和 磁 
辐射 矢量 工 的 概念 。 

7.7.1 磁 流 和 电 矢 位 D 物理 光学 : 光束 发 散 

因为 在 自然 界 中 不 存在 磁 单 极 子 ， 所 以 磁 图 7.16 一 光束 通过 半径 为 wa 的 圆 孔 的 传播 
荷 密度 (Wb/m’ ) 和 磁 流 密 度 (V/m ) 的 概念 是 虚 
拟 的 。 然 而 ， 在 麦克 斯 韦 方 程 中 引入 磁 荷 密度 和 磁 流 密度 ， 不 仅 会 使 两 个 旋 度 方程 对 称 ， 
而 且 能 够 帮助 我 们 建立 对 偶 理 论 门 。 正 如 在 下 一 节 中 将 看 到 的 ， 它 也 有 助 于 求解 实际 的 边 
值 问 题 。 修 正 的 麦克 斯 韦 方程 是 





Vv.D= p, (7. 145) 
V. B=o,, (7. 146) 
-VX E =+ Ja +% (7.147) 
VX H=+J.+ 2 (7. 148) 
而 边界 条 件 式 (1. 14) 一 式 (1. 17) 的 修正 形式 为 
Ayo x (D, =D) = Pes Gis 149) 
Thre x (B, — B,) = Prs C7, 150) 
— fy, X (E; — BE) =M CZ 151) 
Mie X (H; — H,) =K CT 152) 


式 中 ，M(V/m) 是 磁 流 面 密度 。M Al K 用 于 蔡 换 孔隙 的 切 向 电场 和 切 向 磁场 ， 例 如 ， 
图 7. 16 PIRR EAH 分 别 是 开口 的 A 侧 的 切 向 电场 和 切 向 磁场 。 若 在 开放 域 中 放置 一 
定 分 布 的 虚拟 磁 流 ， 它 将 使 区 域 A 中 的 场 变 为 零 ， 但 在 区 域 B 中 产生 的 场 却 与 区 域 A 中 
原来 的 源 所 产生 的 场 相同 。 
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对 于 时 谐 情 况 ， 当 将 式 (1. 50) 应 用 于 一 个 面 电 流 源 时 ， ean 


etl | 


A(r) = | Eir! ) kA (7. 153) 
在 无 源 区 域 中 ， 因 为 








V- D=0 (7. 154) 
所 以 ， 可 以 定义 一 个 电 矢 位 如 下 
D; =— VX F (7. 155) 
E; —— yx f (7. 156) 
AEPA RT OE E i 
eit | 一 
由 A 与 F 可 以 来 计算 场 量 E 和 五 : 
E =—jwA—-¥4 vv- A) 一 二 Vx F (7. 158) 
ñ =— jo F- 9 vive B+ vx a (7. 159) 
ÆC. 158), AWM EIER ATAKE: 
oF _ 
Ve At pe = (7. 160) 
V. At yejw $ = 
==- Lyi (7. 161) 
Jwpe 
= _ oA 
E 一 一 VY F 
E =—V?—joA (7. 162) 
P= Ww = 
Jwpe 
E =j a Vy A) —jwA (7. 163) 


式 (7.158) 中 的 最 后 一 项 来 自 于 电 矢 位 的 贡献 。 
可 通过 相似 的 方法 得 到 式 (7. 159), 
在 式 (7. 153) 和 式 (7. 157) 中 ， 可 以 用 (让 X 丰 ) 来 替换 六， 而 用 (让 X 下 ) 来 替换 他 。 因 此 ， 
位 函数 就 可 以 用 相应 的 切 向 场 分 量 来 给 出 。 
如 果 用 磁 流 密度 来 替换 电流 密度 ， 类 似 于 在 式 (7.114) 中 给 出 的 N， 就 可 以 定义 一 
磁 辐 射 向 量 工 : 
i= |] T(r’ et?" dv’ (7. 164) 
源 体积 
而 且 ， 在 远 区 电 矢 位 F 由 下 式 给 出 
e jkr 


F=e— L (7.165) 
Aur 


7.7.2 远 区 场 和 辐射 强度 
由 式 (7. 158) 和 式 (7. 159), ioe ea 1/r 的 电场 和 磁场 
E, = -j$ No + Ly) (7. 166) 
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H, = Pi (7. 167) 
= j 光一 N; + Lo) (7.168) 
H, = E, (7. 169) 
注意 ， iinoa a pear roa 


PSE Sa» 根据 它 可 以 计算 出 单位 立体 角 的 总 辐射 功率 
dP/d2， 称 为 辐射 强度 : 











2 
Sur = $F = L| N+ (=) + + [Ny +( (=) ] (7. 170) 
注意 ， 在 式 (7. 164)", REP. rÈ 
Fer’ = r'cosġ (7.171) 
当 用 球 坐 标 来 表示 ~ 和 之 间 的 角度 少时 ， 有 
cos = cosgcosb + sindsindcos(¢ — $') (7.172) 


7.7.3 基本 平面 波源 和 辐射 强度 


我 们 考虑 在 均匀 平面 波 上 的 一 个 微分 面 元 d4S， 该 平面 波 具 有 分 量 E, 和 互 ,， 沿 > Hh 
方向 传播 。 等 效 电 流 层 为 


K. =— H, ok" M, =—E, (7.173) 
fast (7. 114) BT Al, 对 于 一 个 微分 面 源 来 说 ， 注意 ，y 王 90"， 
N, a (7. 174) 
同时 ， 由 式 (7. 164) 知 道 ， 对 于 一 个 微分 面 源 ， 
L,=— E,dS (7. 175) 
N,= N,cos¢cos@ (7. 176) 
N;=— N,sin¢ (7.177) 
L= L,sin¢cosd (7. 178) 
L;= L,cos¢ (7.179) 


根据 式 (7. 170) ， 可 知 ， 





dP E*(dS)? ，0 
da = “2y z Chi 180) 
注意 ， 平面 波 微分 面 源 等 价 于 相互 交叉 放置 的 点 电 偶 极 子 和 点 磁 偶 极 子 。 
7.7.4 圆 乳 衍射 
在 源 点 S(r ，r/2，Y ) 处 ， 均 匀 平 面 波 的 电场 由 下 式 给 出 
E. = Ee = Ee (7.181) 
并 且 因 为 由 式 (7. 118) 知 道 ! = 2 /2', PRA 
cosy = sinfcos(¢ — ¢') (7. 182) 
在 圆 形 面积 上 对 式 (7. 180) 进 行 积分 ， 可 以 计算 出 Pe RE ee dP/da: 
d = mi ff arag (7. 183) 





可 以 证 明 ， 有 如 下 等 式 


RTE 关于 波 的 其 他 问题 





| ray = 2nJo(q) (7. 184) 
因而 ， 
SE = areos' 2af Ju kr’ sind) dr’ i (7. 185) 
根据 积分 
[or @de = v'J,(v) (7. 186) 
可 计算 出 式 (7. 185): 
ar ad Ecos $f Gasinoy (7. 187) 


当 9 很 小 时 ，9 中 的 第 二 项 建立 了 模式 。 在 图 7.17 中 画 出 了 方 括号 中 一 项 的 图 形 。 
主办 的 9 一 %， 它 由 图 7.17 中 的 第 一 个 








零点 给 出 : saad (kasing) 
kasin§) = 3. 832 Kanmi 
2m a — By B32 
了 op 一 二 (7. 188) 
a= 0.61 * 
a 
“ka> lit, ERARBAR HN, HK 
a/4 可 以 减 小 光束 发 散 ， 在 极限 情形 下 光束 ° mat no 
发 散 为 零 。 图 7.17 当 09 很 小 时 ， 一 个 圆 孔 的 辐射 模式 的 近 
由 式 (7.183)， 可 得 通过 孔 所 传送 的 总 似 形式 
功率 : 
p= LL cr sinodode (7. 189) 


注意 ， 对 积分 变量 0 来 说 ， 其 积分 上 限 是 9 二 x/2， 而 不 是 x。 人 射 功率 Pi 由 下 式 
给 出 : 


P, = ya! (7. 190) 
27 
因此 ， 功 率 传输 系数 为 
= E (7.191) 
在 kal 和 ka<&1 RPP LP. AT ERA 
als bei (7. 192a) 
g= (ha)? ka <1 (7. 192b) 


虽然 在 式 (7. 192b) 中 有 一 些 前 后 矛盾 的 近似 ,但 是 它 说 明了 当 孔 很 小 时 其 传输 很 小 。 
这 里 说 明 如 何 计 算 微 波 炉 前 面 门窗 屏幕 的 功率 传输 系数 的 阶 数 ， 在 这 个 金属 屏幕 上 有 数 个 
小 孔 。 
若 工作 频率 为 2.45GHz( 王 12cm) ， 以 及 a=0. 5mm， 根 据 式 (7. 192b), 
=A fig DERI 
“ 0. 12 
在 微波 频段 ， 面 窗 中 的 屏幕 实际 上 就 是 一 个 导体 ， 它 用 来 阻止 从 微波 炉 中 逃逸 出 来 的 
微波 继续 辐射 。 这 种 方法 采用 了 法 拉 第 笼 5 H 
对 于 可 见 光 频率 ， 比 如 说 = 王 0.5X10-sm，Aas*6X10:， 根 据 式 (7. 192a) ，r 一 1。 人 
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们 可 以 


很 容易 地 通过 微波 炉 的 窗口 看 进食 品 室 。 


对 于 100OMHz(A=3m) 入射 辐射 的 各 种 宽度 的 孔 际 ，Schmitt"" 1 给 出 了 辐射 强度 的 模拟 
衍射 模式 图 案 ， 这 些 模 式 是 在 距离 圆 孔 10m 处 测量 得 到 的 。 
对 于 圆 孔 隙 来 说 ， 圆 盘 就 是 它 的 一 个 很 理想 的 屏 项 体 。 根 据 屏蔽 体 的 解 ， 理 想 屏 项 体 


的 Bab 


inet 原理 中 可 以 用 于 分 析 孔 隙 与 屏幕 体 之 间 的 相互 作用 。 


远 区 中 的 衍射 辐射 称 为 夫 琅 和 费 衍 射 。 菲 涅 耳 衍射 是 出 现在 圆 孔 附近 的 辐射 。 
从 数学 上 来 看 ， 严 格 的 散射 和 衍射 理论 处 理 是 十 分 必要 的 ，Jackson 和 Balanis ”在 
有 关 电 磁 理 论 的 教材 中 已 经 介绍 了 这 样 一 些 处 理 方法 。 
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# OR 
复杂 材料 的 电磁 模型 


到 目前 为 止 , 我 们 所 使 用 的 模型 均 假定 电磁 参数 。、y 和 e 都 是 标量 常数 。 这 一 节 分 
析 电 磁 参 数 不 再 是 标量 常数 的 情况 。 特 别 地 ， 我 们 将 研究 介 电 常数 对 频率 的 依赖 关系 。 
8. 1 节 通 过 考虑 在 自由 空间 中 的 电 偶 极 子 体 分 布 ， 首 先 研 究 外 部 电场 与 电介质 材料 之 间 的 
相互 作用 。8. 2 节 通 过 考虑 电介质 中 一 个 原子 的 力学 等 价 体 ， 研 究 电介质 材料 对 频率 的 依 
赖 关系 。 


8. 1 电 偶 极 子 体 分 布 


让 我 们 简要 地 修正 偶 极 子 的 概念 。 一 个 基本 的 电 侦 极 子 由 相距 极 短 距 离 d 的 两 个 电量 
相等 的 正 负 点 电荷 所 构成 。 
这 个 系统 的 电 偶 极 矩 p 由 下 式 给 出 








p = qd = ĉqd (8. 1) 
当 rd 时 ， 这 个 电 偶 极 子 产生 的 电位 Dp 为 
_ per eee | . pl 
入 一 下 一 v| > |; r>d (8. 2) 
其 相应 的 电场 为 
Ep = —2—[? 2cos0+ 6 sing] (8. 3) 


4neor 
对 于 一 个 在 小 范围 体积 中 作 一 般 分 布 的 体积 电荷 ， 如 果 其 中 的 总 电荷 为 零 ， 那 么 它 的 
EBRE LE 8. 2) 为 


p= [| ro nav (8. 4) 
E 


P 





图 8.1 HERF 图 8.2 一 般 体 电荷 分 布 的 电 偶 极 矩 
单位 体积 电 偶 极 和 矩 为 (也 称 为 电极 化 强度 (C/m?))P 的 体积 V' 中 的 电 偶 极 子 体 分 布 产 
生 的 电位 ( 见 图 8. 3)， 由 下 式 给 出 


oa ES E 
D= i.e viz lav (8.5) 
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式 (8.5) 可 以 改写 成 








4 i P o 1.2 
= P ds — 
raat e- — ll. Ge Fav" | (8. 6) 


把 式 (8. 6) 与 单 极 子 的 电位 表达 式 相 比较 ， 可 得 如 下 等 效 关 系 : 一 个 电 偶 极 矩 密度 为 
P 的 电 偶 极 子 分 布 等 效 于 一 个 电荷 体 密度 为 pv, 和 电荷 面 密度 为 ps, 的 单 极 子 分 布 ( 见 
图 8. 4): 


(8.7) 
(8. 8) 





psv=P À 

图 8.3 电极 化 强度 为 P 的 电 偶 极 子 体 分 布 图 8.4 电 侦 极 子 体 分 布 与 单 极 子 体 分 布 的 等 效 
在 自由 空间 中 ， 若 有 电 偶 极 子 符合 体 分 布 ， 那 么 高 斯 定理 可 写 为 

Ve (goE) = py + py, (8. 9) 


AP, oy 是 自由 电荷 体 密 度 ，pw 是 由 电 偶 极 子 体 分 布 所 产生 的 等 效 电 荷 体 密 度 。 
将 式 (8.7) 代 入 式 (8. 9) 中 ， 得 到 


V. l&E +P) = ov (8. 10) 
表示 为 
eE+P=D (8. 11) 
对 于 线性 材料 ，P 与 E 成 正比 ， 可 以 用 电极 化 率 x。 来 表示 这 种 线性 关系 : 
P = ex.E (8. 12) 
将 式 (8. 12) 代 入 式 (8. 11) 中 ， 得 到 
D=e(l+X)E (8. 13) 
D = eeE (8. 14) 
式 中 
一 1 十 X。 (8. 15) 
称 为 相对 介 电 常数 。 
8.2 频 变 介 电 常数 


在 电场 的 影响 下 ， ee 它们 的 平衡 位 置 。 因 为 大 多 数 原子 
核 的 质量 M 远大 于 电子 的 质量 m, 

Mm， 所 以 可 以 认为 正 电荷 是 静止 的 。 

电子 运动 的 摩擦 系数 为 。 这 个 系统 可 
以 等 效 为 如 图 8. 5 所 示 中 的 力学 模型 。 


m aE. 
newman? cn. amras Cll ZO 


方程 8.5 电介质 中 一 个 原子 的 力学 等 效 模型 
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2 
m SE +m + he =— gE, 0" (8. 16) 
AF, r 是 电子 相对 于 原子 的 位 置 。 为 了 求 出 特 解 ， 令 z 一 zoe” ， 则 
Xo ee (8. 17) 


mlas — w + jvw) 


tin EA (8. 18) 
m 


而 9 是 电子 电量 的 绝对 值 ，m DH Fa oY BE A pp = 
一 9z。 如 果 每 单位 体积 内 有 NN 个 电 偶 极 子 ， 则 电极 化 强度 PCP 为 单位 体积 中 的 电 偶 极 
和 矩 ) 由 下 式 给 出 


式 中 


Ng’ E, &* x NgE 
mlas — w +jvw) mlah — w + jvw) 
根据 定义 P 二 eox.E， 可 以 计算 出 电极 化 率 Xe 
Xe = Jz = ae (8. 20) 
复 介 电 常 数 为 .一 e, 二 1 十 X。 二 n*。 因 为 vy 不 等 于 零 ， 所 以 6, 和 都 是 复数 。 参 数 y 叫 
作 碰 撞 频 率 ， 其 单位 为 弧度 / 秒 。 将 式 (8. 20) 中 最 右边 的 分 子 记 为 w， 则 介 电 (常数 ) 函 
数 为 


P = Nþ = 





(8. 19) 


=e Sl i (8. 21) 
式 中 
big Ng" (8. 22) 
MEg 
在 一 般 金 属 中 ， 存 在 不 做 振荡 但 可 自由 运动 的 自由 电子 ， 即 wo。 二 0， 此 时 有 
a ee Te (8. 23) 


wlw — jv) 
另 一 方面 ， 对 有 些 电介质 ， 存 在 多 重 谐振 。 对 于 这 样 的 材料 ， 介 电 函 数 的 最 普遍 形 
式 为 
~ (es 一 se wR 
Ep lw) = eco + > EL RT, (8. 24) 
FE ESR, co EE o= oH NEAR, e 是 直流 条 件 下 的 相对 介 电 常数 ，wk 是 谐振 
频率 ，6r 是 阻尼 常数 。 图 8. 10 给 出 了 一 种 假想 材料 介 电 常数 的 实 部 。 从 图 8.10 中 可 以 看 
出 ， 在 谐振 频率 附近 介 电 常数 的 实 部 变化 很 快 。 在 这 个 谐振 频率 附近 ， 介 电 常 数 的 虚 部 有 
一 个 有 意义 的 值 ， 电 磁 波 被 强烈 地 吸收 着 。 


8.3 金属 模型 


式 (8. 23) 给 出 了 纯 金 属 ( 例 如 钠 ) 的 介 电 函数 。 因 为 电子 密度 NN 的 数量 级 是 10”/cm’， 
所 以 等 离子 体 频率 w 2X10 rad/s, WIE v 的 数量 级 是 10", AA v/w,~10-%, Hf 
以 金属 被 看 成 一 种 低 损耗 等 离子 体 。 在 三 个 频率 范围 ， 可 以 对 这 种 金属 的 模型 做 进一步 的 
分 类 。 

情况 1: wo<yv HE v Ko (低频 区 ) 

对 于 这 种 情况 ，s, 二 1 一 jw? /wv， 并 且 es 的 虚 部 占 主 导 地 位 。 用 电导 率 来 描述 这 种 媒 
质 要 比 用 介 电 函数 更 合适 。 若 注意 下 列 各 式 ， 很 容易 得 到 它们 两 者 之 间 的 关系 ， 
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o E = jweoe, È (8. 25) 
== § 2 
0 = jweoep  jweo (=N) L (8. 26) 
2 
Ng (8. 27) 





由 于 这 个 表达 式 是 在 低频 区 得 到 的 ， 因 此 称 其 为 DC 电导 率 ， 由 下 式 给 出 : 
显然 ， 直 流 电导 率 与 频率 无 关 。 把 这 种 情况 当 作 一 种 简单 的 导电 媒质 。2. 2 节 已 经 详细 讨 
论 过 这 种 模型 。 式 (2. 12) 和 式 (2. 13) 给 出 了 波 在 这 种 媒质 中 传播 的 主要 特性 ， 为 了 方便 起 
见 ， 在 此 重新 写 出 : 





(8. 28) 


a 一 有 8 三 Valus 一 也 (8. 29) 
= v2 745° (8. 30) 
ad 


情况 2: vw<w, (中 频 区 ) 
可 以 证 明 ， 在 这 个 称 为 截止 区 的 区 域 中 ， 复 折射 系数 "一 xz 一 jz 可 近似 为 如 下 表达 式 思 : 





n= M2(1—- 24 + 2) (8. 31) 
2w Bw 2w 
2f] 34 ow 
ny me (1 oa 2 ) (8. 32) 
C 3" w 
= A A a. 
6 at rte) (8. 33) 


情况 3: w>w, mK) 
在 高 频 区 域 中 ， 等 离子 体 将 变 成 一 种 低 损耗 介质 。 TE Kw’ 一) 和 vw Cw” — 
w/w, 的 极限 条 件 下 ， 我 们 能 够 得 到 下 面 的 近似 表达 式 : 


ng = (=g) (8. 34) 
n= va (1 — 2)" (8. 35) 


m EATE (8. 36) 


图 8.6 给 出 了 实验 室 等 离子 体 的 ax my a 和 有 变化 曲线 ， 其 电子 密度 为 N 一 108/enm ， 
相应 的 等 离子 体 频率 wss3X 10", lo 
在 金属 中 ， 电 子 密度 会 更 高 一 些 ， jo 
但 导电 、 截 止 和 介 电 区 特性 都 会 
存在 。 


8.4 等 离子 体 媒质 10° 


在 式 (8.22) 中 ， 定 义 了 一 个 新 
的 量 w。， 称 为 等 离子 体 角 频 率 ， 它 10 
正比 于 电子 密度 的 平方 。 这 一 节 将 1o030 
讨论 等 离子 体 媒 质 特 性 。 等 离子 态 传输 频率 o/2r 
为 物质 的 第 四 态 ， 其 他 三 态 分 别 为 图 8.6 等 离子 媒质 导电 区 、 截 止 区 、 介 电 区 





10” 10? 
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固态 、 液 态 和 气态 。 对 固体 材料 进行 加 热 ， 我 们 能 成 功 地 得 到 液态 和 气态 。 如 果 继 续 加 热 
材料 ， 我 们 就 可 以 得 到 一 种 电离 气体 。 电 子 会 从 中 性 原子 中 脱离 出 来 ， 在 物质 的 这 种 状态 
下 我 们 能 得 到 正 离子 和 自由 电子 。 尽 管 电子 不 再 束缚 在 原子 内 ， 但 是 它 仍 然 会 受到 正 负电 
荷 间 库仑 力 所 引起 的 某 些 恢复 力 的 约束 。 这 些 按照 1/7? EC ETE EA 
可 通过 考虑 下 面 的 一 维 问题 来 解释 。 首 
先 考虑 一 个 包含 正 离子 和 电子 ， 整 体 呈 
电 中 性 的 等 离子 媒质 。 如 图 8.7 所 示 ， 
假设 我 们 通过 将 一 层 电子 移动 一 个 极 小 
的 距离 = 来 扰乱 平衡 状态 。 那 么 ， 在 介 
质 的 一 端 会 有 剩余 的 电子 ， 其 每 单位 面 
积 上 有 Naz 个 电子 ; 而 在 另 一 端 将 会 有 
剩余 的 正 离子 ， 其 每 单位 面积 上 有 Nez 
个 正 离子 。 根 据 边界 条 件 D.=p,=Naz, 
可 以 计算 出 在 终端 电 中 性 区 的 这 种 不 平 
衡 电荷 所 产生 的 电场 为 





图 8.7 等 离子 媒质 中 电子 电荷 层 的 振 范 


E= Ne (8. 37) 


在 这 个 电场 存在 的 情况 下 ， 一 个 电子 所 受到 的 力 为 
F =— gk =— Mee z 
让 这 个 力 等 于 惯性 力 ， mL aA 


= 一 一 人 之 (8. 39) 


(8. 38) 


ed 0 (8. 40) 
式 (8. 40) 是 一 个 振荡 方程 ， 其 解 为 
z= zee! (8. 41) 
AF, w 为 Nd /me。。 因 此 ，w, 给 出 了 电荷 层 的 自然 振荡 频率 。 


8.5 电介质 的 极 化 


如 果 单 位 体积 中 有 N 个 分 子 ， 则 电极 化 强度 可 以 写作 

P = eoX. 卫 = NatE\oc = NargE (8. 42) 

AH, ar 是 分 子 极 化 率 ，g 是 作用 于 分 子 上 的 局 部 电场 Els. 和 外 加 电场 EE 的 比值 。 因 为 周 

围 分 子 的 存在 ， 这 两 种 电场 是 不 同 的 。 因 为 = 
1 十 X。， 由 式 (8. 42) 得 到 ， 


Tt 

4 

t 

可 以 证 明 T 
个 

个 

个 

个 

图 


a 
之 


(8. 43) 


三 2 (8. 44) 





假定 周围 的 分 子 呈 球 对 称 形 状 。 图 8. 8 为 在 球 对 
称 情 况 下 的 外 加 电场 和 局 部 电场 。 


电极 化 强度 P= 2P 会 在 球 壁 上 产生 等 效 电荷 。 图 8.8 分 子 极 化 率 和 局 部 电场 
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在 球 壁 上 的 等 效 电荷 dq P-dS, HH, dS 是 球面 上 的 矢量 微分 面 元 ， 由 Fr?sin9d9d# 给 
出 。 因 此 ， 球 心 的 电场 dEp 为 
dE, = 2P-Fri Jsingdbdg ic Pcos@sinddéd$ -_ 人 














neor Arey C8..45) 
E; 三 一 P fe agf” F cosdsingd? =— 去 | ? cosdsinodd (8. 46) 
4neoJo 2eoJ o 
由 于 
人 一 (F +p) 6 十 + $) 多 十 (人 。2) 2 = sindp+0+cosd 2 (8. 47) 
ji “= (8. 48) 
0 0 

汪 e 二 一 二 al > 2 
cos?’ ĝsinĝdð 一 一 二 cos 0 =— = (8. 49) 

a 3 r 3 
Pmst (8. 50) 

3eo 
并 且 
Ew _ Ep +E _ | ,Er 
E E F E 
让 (8. 51) 
P/eox. 3 3 3 3 
由 式 (8. 43) 和 式 (8. 44), ， 得 到 
3eo e,—1 
it = N ee (8. 52) 
— 1+ 2Nar/3e0 

er 二 了 二 /Se (8. 53) 


上 式 称 为 克 劳 修 斯 - 莫 索 提 (Clausius-Mossotti) 方 程 。 从 上 面 各 式 中 ， 我们 已 经 注意 到 
局 部 电场 不 同 于 外 加 电场 。 然 而 ， 在 写 出 受 力 方 
程式 (8. 16) 时 ， 等 式 右边 是 外 加 电场 作用 在 电荷 Refe,] 
上 的 电场 力 。 相 反 地 ， 如 果 我 们 使 用 局 部 电场 所 
产生 的 电场 力 ， 则 就 不 得 不 修改 式 (8.20): 在 
式 (8. 20) 中 ， 用 wY 替换 wY。， 其 中 


| oa | N . 
wi 一 Wo ae (8. 54) Imf[e,] 
图 8.9 粗略 地 给 出 了 e 随 wY, 的 变化 曲线 ， 
其 中 Ep 由 式 (8. 21) 给 出 ， 但 用 wY, 替换 了 wYo 。 O CA w 
复 介 电 常 数 
eve, = © (w) — je" (w) (8. 55) aS) See ee 
具有 解析 特性 ， 这 种 特性 由 Kramer-Kronig 关系 式 给 出 : 
e'(w) = so 十 二 | we Co) (8. 56) 
e"(w) 一 一 Zef" La (8. 57) 
极 化 率 ur 包含 几 个 方面 的 贡献 ， 并 且 可 以 写作 
ar 一 ae 十 ai 十 ad (8. 58) 


式 中 ， 下 标 e、i 和 d 分 别 代表 电子 、 离 子 和 固有 电 偶 极 子 对 极 化 率 的 贡献 。 电 子 和 离子 的 
贡献 可 归纳 成 如 下 形式 : 
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F; 
o (w; — w) + jes; 
BF; 是 第 7 阶 共振 的 强度 的 度量 。 因 为 热 运动 的 影响 ， 固 有 偶 极 子 不 能 完全 有 秩序 地 
按 外 加 电场 方向 整齐 排列 起 来 ， 所 以 各 
个 固有 偶 极 子 的 贡献 是 不 同 的 ， 


(8. 59) 


Qj 


H 
3ksT(l + jwr) 68.60) 


AY, TEWE, k 是 玻 尔 效 曼 常数 ， 
力 是 固有 电 侦 极 矩 ，r ERA E. 
8. 10 中 是 一 种 假想 电介质 的 频率 响应 0 10° 10° 10° 107 105 


Qd 








曲线 。 微波 毫米 波 红外 学 ATE RINE 
界面 极 化 或 空间 电荷 极 化 外 会 产生 一 个 
复 介 电 常 数 : 
__ Joo x Cie ey 
& = + N E, (8. 61) 


这 种 极 化 是 由 于 大 尺度 的 场 畸 变 而 产生 的 ， 场 畸变 是 由 在 体积 中 的 空间 电荷 的 堆积 或 
在 不 同 材料 的 部 分 接触 面 上 面 电 荷 的 堆积 引起 的 。 地 球 物理 学 媒质 就 是 这 种 材料 的 一 个 
例子 只。 


8.6 混合 方程 


混合 方程 给 出 了 复合 电介质 的 有 效 介 电 常数 ， 例 如 ， 将 介 电 常数 为 se 的 材料 能 人 到 介 
电 常 数 为 ea 的 主体 电介质 材料 中 。 假 设 被 能 人物 是 一 个 半径 为 a 的 球体 。 与 波长 相 比 ， 半 
径 a 很 小 。 这 种 假设 允许 我 们 忽略 散射 的 影响 。 假 设 有 一 系列 球体 是 稀 琉 地 分 布 在 主体 材 
料 中 ， 以 致 这 些 球体 所 占据 体积 的 比例 了 要 远 远 低 于 百 分 之 几 ，1。 这 个 假设 允许 我 们 
忽略 考虑 小 球 之 间 的 相互 作用 。 这 种 情况 类 似 于 8. 5 节 描 述 的 情况 ，8. 5 节 给 出 了 由 许多 
个 电 偶 极 子 组 成 的 材料 的 介 电 常数 为 
e 一 Wee (8. 62) 
At, N 是 在 单位 体积 内 的 电 偶 极 子 个 数 ，x 是 电 偶 极 子 的 极 化 率 。 在 现在 的 情况 下 ， 有 
效 介 电 常数 ss 由 下 式 给 出 
ve 于 (8. 63) 
AP, N 是 在 单位 体积 内 球 的 个 数 。 球 的 极 化 率 a 为 
_ Sey Ce eV 





(8. 64) 


a 


Er2 + 2en 
在 做 出 几 个 简化 假设 后 ， 其 中 一 些 假设 在 上 面 已 经 介绍 过 了 ， 我 们 得 到 式 (8. 64), 
因为 
f= NV (8. 65) 
式 中 , V 是 小 球 的 体积 ， 我 们 得 到 有 效 介 电 常 数 为 
& = ta FE (8. 66) 
FE EX, A 


Er En 


E2 + 2en 





y (8. 67) 
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这 个 等 式 称 为 麦克 斯 韦 -加 内 特 (Maxwell-Garnet) 混 合 方程 。 如 果 嵌 人 物 不 是 球体 形状 ， 
则 应 该 应 用 相应 嵌入 物 的 a 的 表达 式 。 有 关 混 合 方程 的 更 多 信息 ， 请 参见 文献 L[3] 和 [5] 。 


8.7 和 良 导体 和 半导体 


电荷 的 迁移 会 产生 电流 的 流动 ， 一 般 导 体 的 本 构 关系 为 J 二 oE 。 根 据 o 的 大 小 ， 我 们 
将 导体 分 为 : 半导体 (o ~ 10“S/m) 和 导体 (金属 或 者 合金 )(o 介 于 10-°~10-*S/m 之 间 ) 。 
一 般 来 说 ， 导 体 中 的 电荷 载 流 子 是 自由 电子 ， 而 在 半导体 中 电荷 载 流 子 是 电子 和 空 
穴 。 我 们 已 经 看 到 ，orc 二 Ng /mv。 如 果 oy 和 vw:， 我 们 可 以 用 这 个 公式 来 计算 电导 
率 c。 在 金属 中 ， 直 到 光 频 频段 ， 这 些 条 件 都 是 满足 的 。 金 属 的 电导 率 也 可 以 用 它 的 电子 
迁移 率 we RRM, A 
o = Ngu. (S/m) (8. 68) 
单位 体积 的 功率 损耗 为 
w= olE|l: (W/m): (8. 69) 
在 导体 的 情况 中 ， 我 们 稍微 深入 讨论 碰撞 频率 vw。 可 以 把 电子 的 平均 自由 程 A 和 电子 
的 平均 漂移 速度 联系 起 来 : 
A= |vlr (8. 70) 
这 里 + 是 平均 碰撞 时 间 ， 它 和 碰撞 频率 vy 有 关 
y= A (8. 71) 


在 导体 的 情况 中 ，r 也 称 为 弛 移 时 间 。 因 为 电导 率 依赖 于 平均 碰撞 时 间 ， 所 以 电阻 率 
p= l/o 随 温度 升 高 而 增 大 。 电 阻 率 可 以 用 它 在 室温 Tr 时 的 值 car 来 表示 : 
二 (8. 72) 
对 于 纯 金属 来 说 ， 电 阻 的 温度 系数 ar 大 约 是 0.004/C 。 在 文献 L5] 中 列表 给 出 了 wa 
值 。 当 绝对 温度 工 接 近 零 度 时 ， 纯 金属 的 电阻 率 为 零 ， 变 成 一 种 典型 的 超导体 。 由 电子 迁 
移 支配 的 纯 金 属 的 电导 率 o 对 温度 的 依赖 关系 可 以 写 为 
会， 在 高 温 区 
tall (8. 73) 
T’ 在 低温 区 
本 征 半导体 属于 第 人 族 元 素 ， 包 括 硅 和 钞 。 本 征 半 导体 的 电导 率 可 以 表示 为 
o= Napid tH Npa (8. 74) 
式 中 ，N AN, 分 别 为 本 征 电子 密度 与 空 穴 密度 。 理 论 研究 和 实验 结果 都 表明 ，c 可 以 用 
禁 带 际 能 量 E, 来 表示 : 
— A-E, 
1.7K 107 T 
SAS BRA A 0. 67eV， 而 硅 的 禁 带 隙 能 为 1. 12eV。 由 于 钳 比 硅 有 更 高 的 迁移 率 ， 
因此 钳 器 件 可 工作 在 更 高 的 频率 。 然 而 ， 钳 器 件 对 温度 变化 更 为 敏感 。 在 本 征 半 导体 中 扒 
人 杂质 ( 挫 杂 物 )， 就 能 得 到 杂质 半导体 。 杂 质 来 自 第 亚 族 或 者 第 V 族 元 素 。 杂 质 半导体 的 
电气 性 能 受到 杂质 的 显著 影响 。N 型 半导体 具有 来 自 第 V 族 元 素 ( 例 如 磷 ) 的 杂质 ， 且 在 导 
带 中 有 很 多 个 容易 受 激 的 电子 。 因 此 ， 施 主 杂质 增加 了 导 带 中 自由 电子 的 数目 ， 促 进 了 材 
料 电导 率 的 提高 。 挫 人 第 正 族 元 素 中 的 原子 (例如 铝 ) 就 能 构成 了 型 半导体 ， 杂 质 原子 称 为 
受 主 。N 型 半导体 的 电导 率 为 


Ing (8. 75) 


ona = pe Nog (8. 76) 
AH, Np 是 施主 浓度 。P 型 半导体 的 电导 率 为 
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ops = ye Naq (8. 77) 
式 中 ，NA 是 受 主 浓度 。 

在 半导体 中 ， 电 子 和 空 穴 的 有 效 质量 不 同 于 自由 电子 的 质量 ， 这 是 因为 电荷 载 流 子 会 
受到 各 种 相互 作用 力 场 的 作用 。 例 如 ， 对 于 硅 来 说 ，me /m ~0.190—0. 260 和 my /m = 
0.5， 其 中 m 是 电子 的 有 效 质量 ,ms 是 空 穴 的 有 效 质 量 ，mo 是 自由 电子 的 有 效 质量 。 
更 多 的 细节 请 参见 参考 文献 [5]。 当 半导体 受到 一 个 相互 垂直 的 电场 (E) 和 磁场 (H) 作 用 
时 ,会 感应 出 一 个 与 HH 和 EE 都 相 垂 直 的 很 小 的 位 场 (Ea)。 这 种 现象 称 为 霍 尔 效应 ， 我 们 
在 第 6 章 中 讨论 。 


8.8 理想 导体 和 超导体 


当 冷 却 到 一 个 足够 低 的 温度 T. 时 , 很 多 金属 与 合金 的 电阻 会 急剧 地 下 降 ( 见 
8. 11a) 。 如 果 电 流 密度 J 或 者 磁场 H. 超过 某 一 个 临界 值 时 ， 超 导 状 态 “” "会 被 破 环 ， 
而 正常 导电 状态 会 得 到 恢复 。 文 献 [5j 给 出 了 一 个 联系 H. 与 温度 工 的 经 验 公式 : 


HT = Hu| = ( 云 ) ] (8.78) 





正常 导电 状态 
超 导 状 态 
0 254 6 8 T O Tois T 
a) 电阻 与 温度 的 关系 b) 超 导 状 态 的 临界 磁场 B.. 和 临界 温度 7 


图 8.11 超导体 


KAP, HEE T=0 时 的 临界 磁场 。 超 导 状 态 与 正常 导电 状态 之 间 的 边界 如 图 8. 11b 
所 示 。 

Bmx 和 Tu 之 间 的 经 验 关 系 式 为 

Bs = 0. 02 Tinax (8. 79) 

假设 电流 密度 、 磁 场 和 温度 都 低 于 它们 的 临界 值 ， 则 电阻 将 降 为 0， 导体 可 以 被 看 成 
一 种 理想 导体 。 正 如 前 一 节 提 到 的 ， 即 使 Epc 一 0， 在 导体 中 也 可 以 存在 一 个 直流 磁场 
Hoc。 然 而 ， 在 理想 的 超导体 中 ， 可 以 证 明 有 Hm 二 0。 因 此 ， 理 想 超 导体 不 仅 是 理想 导体 ， 
还 是 一 个 理想 的 抗 磁体 。 当 温度 降 到 临界 温度 T. 以 下 时 ， 一 个 理想 超导体 样品 内 的 磁场 
将 被 排斥 出 来 。 这 种 现象 称 作 迈 斯 纳 (Meissner) 效 应 。 基 于 London 提出 的 宏观 理论 ， 我 
们 讨论 超导体 中 的 电磁 现象 。 

与 普通 导体 中 的 欧姆 定律 不 同 ， 欧 姆 定律 为 


元 三 o£ (4) (8. 80) 
在 超导体 中 ，London 假设 电流 密度 J, 由 下 式 给 出 


J, = CA (8. 81) 
式 中 ，C 是 给 定 材料 的 一 个 特征 常数 ，4 是 普通 的 矢量 位 。 对 式 (8. 81) 取 旋 度 ， 有 
VX J, =CVXA=CB (8. 82) 


根据 直流 电流 的 安培 定律 ， 有 
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VX B= pJ, (8. 83) 
VX VX B = u VX J, = „CB (8. 84) 
VCV. B) — VB= „CB (8. 85) 
AAV: B=0, A 
V’B =— „CB (8. 86) 
对 于 一 个 在 2>0 半空 间 中 的 半 无 限 大 超导体 ， 式 (8. 86) 的 解 为 
B(z) = BO) (8. 87) 
式 中 
1 
是 一 一 元 (8. 88) 


并 且 B 在 zx-y 平 面 内 。 我 们 随后 将 证 明 
c= LÉ (8. 89) 


式 中 ,nn, 是 超 导 电子 的 密度 ，gq 和 m 分 别 是 电子 的 电荷 量 和 质量 。 因 此 
m 1/2 
a = (sa) (8. 90) 
这 是 一 个 实数 。 式 (8. 87) 表 明 AL 是 表征 磁 通 密度 自在 超导体 表面 处 的 值 衰减 的 长 度 。 
它 称 作 London BARE. WH, .二 146A。 在 普通 的 良 导体 中 ， 时 谐 场 的 透 人 深度 
6 为 
1 
6 (8. 91) 
式 中 ，f 是 频率 。 对 于 直流 电流 ，6 王 cc， 这 意味 着 直流 磁场 是 均匀 分 布 的 。 在 超导体 中 ， 
即使 是 直流 电流 ，XL 也 非常 小 ; 这 就 解释 了 迈 斯 纳 (Meissner) 效 应 。 下 面 将 给 出 式 (8. 81) 
所 描述 现象 的 基础 。 超 导体 中 的 电流 密度 J, 由 下 式 给 出 : 
J, =n; qv, (8. 92) 
RP, n 是 电荷 载 流 子 q 的 密度 ，v, 是 它们 的 漂移 速度 。 在 磁场 B.=VXA, 存在 的 情况 
F., AJE P, 为 





P, = m, v, + q,Å, (8. 93) 
AF, m 是 电荷 载 流 子 的 质量 。 上 式 中 的 最 后 一 项 是 由 于 磁场 的 存在 而 产生 的 附加 动量 。 
由 式 (8. 92) 和 式 (8.93)， 有 


i= 二 dsp, 一 EEA, (8. 94) 
对 于 超 导 电 子 ， 其 总 动量 为 零 ， 如 果 下 式 成 立 
c=— "4 (8. 95) 


Ms 
利用 式 (8. 81) ， 可 以 得 到 式 (8. 95). ASTRAL, RRR m, nè 和 gq. 的 值 。 
在 超 导 状 态 ， 电 子 以 电子 对 方式 松散 地 结合 "] 。 在 一 给 定 的 电子 对 中 ， 因 为 两 个 电子 分 别 
具有 动量 hk 和 一 座 ， 所 以 电子 对 的 净 动 量 为 0。 电子 对 就 像 是 一 个 单独 的 粒子 ， 有 


m, = 2m (8. 96) 
qs = 2q (8. 97) 
ng =" (8. 98) 


HH. m, q 和 nn, 分 别 是 在 超 导 状 态 下 电子 的 质量 、 电 子 电 荷 的 绝对 值 和 电子 的 数量 密度 。 
对 于 超导体 ， 电 荷载 流 子 是 电子 对 。 将 式 (8. 96) 至 式 (8. 98) 代 入 式 (8. 95) 中 ， 我们 将 会 看 
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到 式 (8. 95) 与 式 (8. 89) 相 同 。 从 式 (8.90) 中 ， 我 们 看 到 A 应 当 总 是 一 个 有 限 的 值 。 理 想 
超导体 ， 同 时 也 是 理想 磁 抗体 (排斥 磁 通 的 迈 斯 纳 效 应 )， 是 A KL 的 实际 情况 的 一 种 理想 
化 ， 其 中 i 是 样品 的 相关 尺寸 。 

在 高 频 时 ， 如 果 考 虑 到 由 于 一 部 分 电子 处 于 超 导 状 态 并 且 结 合成 电子 对 ， 就 可 以 建立 
超导体 的 二 流体 模型 。 在 普通 导体 中 ， 假 定 自由 电子 在 电场 的 作用 下 运动 ， 并 且 像 之 前 描 
述 的 那样 它 在 运动 中 会 相互 碰撞 。 然 而 ， 超 导电 子 对 不 会 发 生 碰撞 。 在 二 流体 模型 中 ， 我 
们 对 每 个 流体 可 以 写 出 独立 的 动量 方程 ， 其 中 普通 流体 用 下 标 n 表示 ， 超 导 流 体 用 下 标 s 
表示 。 


m, 9 —— q,E a m S22 一 一 gE (8. 99) 
m Se + mw, =— qE (8. 100) 
J= Jet Js (8. 101) 
J,=— ns QV, =— N,Q, (8. 102) 
n— Nnn (8. 103) 
n= ntn, (8. 104) 
对 于 一 个 时 谐 场 ， 从 式 (8. 99) 、 式 (8. 100), (8. 102) 和 式 (8. 103), 483] 
2 
J, =— j E (8. 105) 
Mw 
2 
i. = 一 = 一 (8. 106) 


mw (1 —j/wr) 
AP, cH1/v eH RA. WA 8.12 所 
示 ， 可 以 容易 地 建立 上 式 的 等 效 电路 ， 其 中 
对 应 的 物理 量 分 别 为 


VE (8. 107) 
Io J, (8. 108) 
I,J (8. 109) 


在 上 述 电路 中 ,V 一 jwL.T.， 并 且 根 据 类 
比 可 得 





L, = (8. 110) 


@ 
根据 第 二 条 支 路 的 类 比 关系 ， 有 
— V (8. 111) 





1 
R, + jel, ma (1—L) jmw (wr — j) ~ mgn, TETT ~ Gmo/gn.) + n/n. T) 
wT 








(8. 112) 
通过 比较 ， 可 得 
R, = == (8. 113) 
G RaT 
Í -a (8. 114) 


注意 ， 当 w=0 时 ， wL, =0, 并 且 R, 被 wL, 短路 。 因此 ， 对 于 FS Ta 的 情况 ， 即使 
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同时 存在 超 导 电 子 与 普通 电子 ， 电 阻 同样 为 0。 如 果 w 是 一 有 限 值 ， 则 R, 不 再 被 短路 。 
基于 二 流体 理论 ， 超 导体 中 的 麦克 斯 韦 方程 可 写 为 


__ ƏB 

vx E=— 2 (8. 115) 
VX H= J+% (8. 116) 
V+ B=0 (8. 117) 
V+ D=0 (8. 118) 
D= sE (8. 119) 
B= aH (8. 120) 
I= 54-3, (8. 121) 
i. a2 (8. 122) 

1 

_ nS /mm 
VXJ.= CB =— Hy à ar] (8. 123) 

H 的 波动 方程 可 写 为 
2 

vi- {8 — po, 5 EE 二 有 (8. 124) 


注意 ， 如 果 n, 二 0， 则 寻 二 oO。 对 良 导体 ， 上 式 左边 的 最 后 一 项 可 以 忽略 不 计 。 这 一 
项 是 由 导体 中 的 位 移 电 流 所 产生 的 。 让 我 们 得 到 一 个 一 维 时 谐 场 解 ， 假 设 








H =H, (z) (8. 125) 
磁场 满足 方程 
OH, 1s, ip _ 
ee er a ie (8. 126) 
1 
aH, = 是 趋 肤 深 度 
V tf Loon 
进一步 假设 
H,(z)= He? (8. 127) 
ce At Bie S {ALY 
ate alltal) | waar 
me Ai 2-1/2 
y= x [1+ 25( ) | (8. 129) 
_ ï 6 1 1/2 f 6—1 1/2 
=|( ) A ) | (8. 130) 
式 中 
aL 4-1/2 
g=(1+4(%) | (8. 131) 


对 于 直流 情况 ,8 二 co、9=1 H J= a 是 在 超导体 中 He 的 透 和 深度。 这 个 参数 


是 迈 斯 纳 效应 的 定量 度量 。 如 果 导 体 是 一 个 普通 导体 且 w40, EARN, Xi RK H 
om~ (A) (8. 132) 
(H) = (7) x (4) = (8. 133) 


因此 
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= Fa+), 7 一 0，w 尖 0 (8. 134) 


这 是 与 预期 的 一 样 。 
按照 在 2. 5 节 中 给 出 的 步骤 ， 我 们 可 以 计算 出 表面 电阻 。 或 者 ， 对 于 分 别 沿 y 轴 和 沿 
工 轴 的 单位 宽度 与 长 度 ， 有 





2 = (8.135) 
[re 
式 中 
f, =— 8 (8. 136) 
Oz 
根据 式 (8. 135) 和 式 (8. 136), A 
E E 
Z, = 二 二 一 一 一 一 二 于 (8. 137) 
I. yHuerzedz M 
因为 E。 是 在 e=0 表面 上 的 电场 ， 所 以 
E.(z) = Ee” (8. 138) 
根据 麦克 斯 韦 方 程式 (8. 115) A 
= 2E =— pojwH , (8. 139) 
因此 ， 我 们 得 到 E 与 Ho 之 间 的 关系 式 : 
= janet (8. 140) 
那么 ， 表 面 阻抗 为 
Z, = R, +jX, = wpoar (SF) + jou (SS y (8. 141) 
8.9 磁性 材料 


磁性 材料 2-5 可 以 磁化 。 磁 化 的 程度 是 由 磁化 强度 矢量 M(A/ms ) 来 定量 描述 ， 它 是 
在 单位 体积 中 的 净 磁 偶 极 矩 。 磁 化 强度 与 电极 化 强度 P(C/m? ) 相 似 ， 电 极 化 强度 是 在 单位 
体积 中 的 净 电 侦 极 矩 。 

我 们 可 以 把 磁 荷 想象 成 电荷 的 对 偶 情 况 ， 也 可 以 定义 磁 偶 极 和 矩 

Pm = md (8. 142) 
AP, BEM Ham 和 一 gs 之 间 相 距 一 个 极 短 的 距离 4。 这 时 需要 注意 的 是 ， 我 们 不 可 能 将 
这 两 个 磁 荷 分 离开 来 ， 它 们 只 能 成 对 地 出 现 ， 而 且 单 极 子 磁 荷 的 密度 为 0。 当 我 们 将 电流 
视 作 磁场 的 源 时 ， 我 们 可 以 把 一 个 磁 偶 极 子 看 成 一 个 电流 环 ( 见 图 8. 13) 。 在 离开 它们 比较 
远 的 距离 处 ， 它 们 两 者 有 相同 的 矢量 位 : 


— Ho s Ho 1 
A, = 这 x? apn X V( 3 (8. 143) 
式 中 

Pm = 2qnd = 2I xa’ (8. 144) 


对 于 一 个 普通 的 小 电流 环 ， 有 
es 去 中 r! x dl! (8. 145) 
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如 果 小 电流 环 路 是 平面 ， 且 原点 在 平面 内 (图 8. 14) ， 有 


=r x di’ = ds’ (8. 146) 





zg 
a) 磁 偶 极 子 b) 小 电流 圆 环 
图 8.13 磁 偶 极 子 和 小 电流 圆 环 的 等 效 8.14 平面 电流 环 


Pa = Id8' (8. 147) 
如 果 源 是 体 电流 J， 则 


Pa = Z || „r x Jav’ (8. 148) 
由 磁 偶 极 子 密度 为 MCA/m) HRR T AP E REMA 
aan aj, MX víz av’ (8. 149) 
经 过 处 理 后 ， 可 以 把 式 (8. 149) 写成 
okie XM) 4s! +f], AMO) ay") (8. 150) 


将 式 (8. 150) TAREN Js 的 体 电流 和 密度 为 Ks 的 面 电流 产生 的 A 的 表达 式 相对 比 ， 
可 得 到 下 面 的 等 效 关系 ( 见 图 8. 16) : 
Js =VXM_ (A/m’) (8. 151) 
K,=”2XM (A/m) (8. 152) 
一 个 感 兴趣 的 话题 是 ， 当 把 磁 偶 极 子 放 入 一 个 外 部 磁场 B 中 时 ， 磁 偶 极 子 所 受到 的 转 
和 矩 T 


T = Pa X B (8. 153) 





Ai 
P ~~) 
K,=n x M 
图 8.15 磁 偶 极 子 体 分 布 图 8. 16 ” 磁 偶 极 子 体 分 布 与 电流 分 布 的 等 效 


在 外 磁场 B 存在 的 情况 下 ， 电 流 环 会 受到 一 个 转 矩 。 电 流 环 将 会 旋转 ， 直 到 当 环 平面 
的 法 线 与 B 平 行 时 ， 就 达到 平衡 。 回 路 中 的 电子 构成 电流 。 如 果 一 个 电量 为 一 g 的 电子 以 
角速度 w 沿 轨道 运动 ， 它 产生 的 电流 为 
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I=—q(>) (8.154) 
AF, o 取决 于 电子 周围 的 环境 。 考 虑 一 种 最 简单 的 情况 ， 在 与 圆 形 轨道 垂直 的 磁场 Hao 
中 ,一 个 电子 绕 电 量 为 十 g 的 质子 做 圆周 运动 。 
根据 洛 伦 兹 力 公 式 ， 有 











F =— prs — ae X poo Ho?) =~ ôi fav He (8. 155) 
假设 质量 较 大 的 质子 是 静止 的 ， 有 
a + gorpo Ho = mw’r (8. 156) 
在 上 式 中 ， 使 用 了 关系 式 v= 二 wr。 右 边 mwr 一 项 是 由 电子 圆周 运动 所 产生 的 反 离 心力 。 
w = w + (eo +o)” (8. 1572 
式 中 
_ go Ho 
ar = (8. 158) é 
2 1/2 
w= (oo) (8. 159) 
在 上 式 中 ，w。 是 在 Ho 不 存在 时 圆周 运动 的 
频率 。 如 果 oD, MAF Ho 很 大 或 二 很 大 
的 情况 ， 
wo = u= HOE 一 wo， wD wo 8.17 在 与 圆周 轨道 相 垂直 的 外 磁场 中 ， 


电子 绕 质 子 作 圆周 运动 


(8. 160) 
RF, w 称 为 Larmor 频率 ，w 称 为 回旋 频率 。 另 一 方面 ， 如 果 互 。 很 小 或 者 7 很 小 
(or 和 wo)， 那 么 对 应 原子 中 绕 轨道 运行 的 电子 ， 有 
w X wit wL (8. 161) 
抗 磁性 材料 的 磁 导 率 IRN 1. EWE. RAS EE ASH Sh 
这 种 现象 。 磁 化 仅 由 绕 轨道 运动 所 产生 。 由 于 电子 绕 其 轴 自 旋 而 产生 的 磁化 是 零 ， 因 为 自 
旋 数 是 偶数 。 轨 道 磁 偶 极 矩 为 


(Pin ) orb =~ 4 510" 2 (8. 162) 


在 单位 体积 内 ， 由 电子 轨道 运动 产生 的 的 净 磁 偶 极 矩 M 与 原 有 磁场 HH 方向 相反 ， 当 
用 磁化 率 Xm 联系 二 者 时 ， 有 


M = XnH (8. 163) 
SR, Xm 为 负 值 。 由 此 可 以 得 到 相对 磁 导 率 : 
Be =1+X%m (8. 164) 


相对 磁 导 率 略 小 于 1。 上 述 解 释 过 于 简单 ， 但 它 却说 明了 由 电子 轨道 运动 产生 的 磁化 
只 会 引起 反 向 磁化 。 

对 于 磁 导 率 pe, 略 大 于 1 的 顺 磁性 材料 来 说 ,一 个 简单 的 解释 就 是 电子 旋转 产生 的 磁 
化 。 在 具有 偶数 个 电子 的 原子 中 电子 通常 成 对 地 出 现 ， 每 一 对 中 的 两 个 电子 具有 相反 的 旋 
转 方向 ， 因 此 它们 的 旋转 磁 矩 彼此 抵消 。 若 电子 个 数 为 奇数 ， 则 每 一 个 原子 都 具有 净 磁 
和 矩 。 如 果 施 加 外 部 磁场 ， 则 在 热 运动 的 随机 影响 下 各 个 原子 将 趋 于 沿 外 部 磁场 方向 比较 整 
齐 地 排列 。 部 分 磁 矩 与 外 部 磁场 方向 一 致 ， 产 生 了 正 的 磁化 率 。 然 而 ， 在 顺 磁 材料 中 ， 各 
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个 原子 磁 矩 之 间 的 耦合 是 相对 比较 弱 的 。 

铁 磁 材料 具有 自发 磁化 的 磁 畴 。 在 材料 的 磁 畴 (10 -ms 大 小 ) 中 ， 原 子 之 间 相 互 平 行 
地 排列 (在 一 个 磁 畴 中 原子 数 约 为 108 数 量 级 ) 。 磁 畴 随机 取向 ， 但 在 外 场 作用 下 它们 会 有 
序 地 排列 。 像 铁 、 镍 和 和 销 都 是 铁 磁性 材料 。 相 对 磁 导 率 的 数量 级 为 3000。 它 们 具有 非 线 
性 、 剩 磁 和 磁 滞 。 软 磁性 材料 具有 较 窗 的 磁 滞 回 路 ， 因 此 它们 比较 容易 被 磁化 及 退 磁 。 一 
般 来 说 ， 铁 磁性 材料 从 本 质 上 看 就 是 金属 ， 在 微波 频段 其 低 电 阻 会 引起 较 高 的 涡流 损耗 。 
涡流 损耗 与 频率 的 平方 和 样本 厚度 的 立方 成 比例 。 应 用 薄片 层 又 可 以 减 小 涡流 损耗 。 在 微 
波 频 段 ， 对 于 真空 烧结 的 100 一 10000A 数量 级 的 铁 磁 薄 片 ， 损 耗 仍 然 较 大 。 

当 与 铁 的 电阻 率 10 0Q。m 相 比 时 ， 像 铁 氧 体 或 石榴 石 这 一 类 铁 磁 性 材料 ， 具 有 高 达 
10'Q，m 的 高 电阻 率 。 这 种 材料 是 高 电阻 率 金 属 氧 化 物 的 一 种 混合 体 。 它 们 具有 较 低 的 磁 
化 强度 ， 不 适合 于 要 求 高 磁 通 密度 的 应 用 场合 ， 例 如 ， 在 电力 变压器 中 就 不 使 用 这 类 铁 磁 
性 材料 。 它 们 在 微波 频段 非常 有 用 。 不 像 铁 磁 材 料 ， 它 们 会 产生 高 电阻 特性 ， 因 为 铁 氧 体 
材料 中 的 成 分 都 是 金属 和 氧 离子 ,它们 没有 可 供 传导 的 3s 或 4s 自由 电子 。 在 静 磁场 中 ， 
铁 氧 体 相当 于 一 种 各 向 异性 的 磁性 材料 。 附 录 12B 将 讨论 在 这 种 材料 中 波 的 传播 。 
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#9% 
人 工 电磁 材料 


随 着 材料 科学 与 工程 的 进步 ， 人 们 有 望 制作 或 构造 具有 所 期 望 特性 的 材料 。 因 此 ， 也 
激励 着 电磁 理论 学 家 提出 针对 特定 应 用 所 希望 的 电磁 特性 ， 即 便 它们 在 自然 界 中 还 不 
存在 。 

本 章 介 绍 一 些 人 工 电磁 材料 及 其 参考 文献 。 附 录 1D 论述 在 构造 称 作 “ 忆 阻 器 ”的 
基本 器 件 方面 的 最 新 成 就 。 然 而 ， 本 章 将 介绍 一 些 比 “ 忆 阻 器 "发展 还 要 更 好 的 人 工 
材料 。 
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实际 固体 电介质 的 相对 介 电 常数 大 于 1。 与 自由 空间 不 同 ， 因 为 它们 可 以 极 化 。8. 1 
节 讨 论 过 电介质 的 电磁 模型 。 这 个 模型 给 出 了 构造 人 工 材料 的 方法 。 

我 们 考虑 一 由 呈 点 阵 分 布 的 一 系列 金属 小 球 所 构成 的 平板 材料 ”2 。 小 球 的 半径 为 a。 
如 图 9. 1 所 示 ， 当 小 球 被 置 人 电场 中 时 ， 小 球 t 
将 被 极 化 ， 其 电 偶 极 和 矩 由 下 式 给 出 : 


2 
a3 P 
p = p2 = ĉqd (9.1) ake 
若 注意 到 在 球 表面 r=a 处 总 电压 必须 为 0， jd 
74; 


就 可 以 得 到 p 的 表达 式 。 





由 电 偶 极 子 在 P 点 产生 的 电位 Vs 为 te ! 
V= ow (9.2) ”a) 外 电场 存在 时 在 晶 格 b) 等 效 电 偶 极 子 
Aner 中 的 单个 金属 球体 
Va == Ercos@ (9.3) 
在 r= 二 a 处 ，V 和 Vo 之 和 必须 为 0。 因 此， 
— Excosp+ 290% — 9 (9.4) 
4nea 
由 式 (9.4)， 可 得 
a = 4reoQ3 (9.5) 


假设 每 立方 米 中 有 NN 个 球 。 电 极 化 强度 P=Np=Nad, ABR Xe = P/E 为 
Ngad/eoE。 相 对 介 电 常数 8, 二 1 十 X 为 
e, = 1+ 4nNa’ (9. 6) 
如 果 以 小 球体 积 v 来 表示 ， 有 
er = 1 + 3v, N (9.7) 
注意 ， 因 为 假设 小 球体 间 没 有 相互 作用 ， 所 以 上 述 推导 是 近似 的 。 在 这 个 假设 下 ， 可 
以 证 明 当 小 球 互 相 接触 时 6 的 最 大 值 是 2. 57, 


O 第 9 章 的 附录 参见 附录 9A 一 9B。 


9.1.1 一 维 人 工 电 介质 


如 图 9. 2 所 示 ， 用 一 系列 金属 棒 可 建立 一 
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维 人 工 电 介质 。 


平面 波 沿 x 轴 方 向 传播 ， 电 场 沿 y 轴 方 向 ， 长 度 为 1 的 金属 棒 的 轴线 与 电场 平行 。 棱 
在 z 轴 方向 的 均匀 间隔 为 6 ， 而 在 工 轴 方向 的 均匀 间隔 为 6;( 称 作 网 格 步 距 )。 


应 用 ABCD 参数 可 以 计算 图 9.3 中 所 
示 的 等 效 传输 线 的 特性 阻抗 Z. 和 传播 系数 
se。 如 图 9.4 所 示 ， 等 效 电 路 由 两 段 长 度 
均 为 bi/2 的 同一 种 传输 线 级 联 构 成 ， 在 这 
两 段 传输 线 连接 处 并 联 一 个 称 为 网 格 阻抗 
Zs 的 元 件 ， 传 输 线 的 参数 为 B 和 Zo (fos 
Zo 为 空气 媒质 的 参数 ) 。 

许多 研究 者 提出 了 具有 不 同 精度 的 网 格 
阻抗 Z 计算 公式 ， 文 献 [3] 总 结 了 有 关 的 研 
究 结果 。 应 用 一 种 非常 简单 的 模型 ， 可 以 
证 明 
(9. 8) 


AF, ~ 是 金属 棒 的 半径 ，) 是 波长 。 假 设 
r<b<KA 且 金 属 棒 是 理想 的 (c 一 co) 。 

根据 7. 3 节 ， 一 段 长 度 为 /2 的 传输 
线 的 A、B、C 和 参数 是 


= jZ, ln 
Z, = id hea 2ur 


x x 
O (©) O 
O O Oo 
H y z 
re O O O oO 
k > ”传输 方向 fo. 
O oO Oo © 
ee Te 
1 


棒 的 半径 为 ~ 
图 9.2 ”加载 金 属 棒 媒 质 作 为 人 工 电介质 





a 


BeZ, 


o—_—__—_——_—_-0 


图 9. 3 加 载 金属 棒 媒 质 的 等 效 传输 线 模型 





一 一 





A, = D, —= cosPo a (9. 9a) 
i : bi 
B, = jZosinpo > (9. 9b) 
’ b 图 9.4 图 9.2 中 周期 媒质 的 等 效 电路 
ay, Ds 2 
C= z, sins 2 (9. 9c) 
对 于 并 联 元 件 ， 有 
A,= D = 1 (9. 10a) 
也 :一 (9. 10b) 
sy 
C; = Z (9. 10c) 


由 式 (9. 11)， 可 以 得 到 3 个 串联 二 端口 网 络 的 总 ABCD BRE 


j ae P B, 
C DJ ic D 


因此 


A= D = coshb; +j 535-sinpo bi 


B= jZ,sing,b, +j 


Ie lle n 
C: D,ILC, D; 


— N at 
Cc Z, sinB b, + zz,“ + cos% b ) 


(9. 11) 


Zo 
2Z, (9. 12a) 





Zi (1+ cosh) 


2Z, (9. 12b) 


(9. 12c) 
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用 图 9. 3 中 等 效 传输 线 的 参数 B.、Z. Mb, 可 以 来 表示 参数 A: 





A = cosB.b 
让 式 (9. 12) 和 式 (9. 13) 相 等 ， 我 们 得 到 色散 关系 为 
cosB,b, = cosh bı + jz 


9. 1.2 无 损 等 离子 体 媒质 的 实验 模拟 


在 这 一 节 中 ， 我 们 将 检验 空气 中 的 这 种 一 维 媒质 是 否 可 以 模拟 等 离子 体 媒质 。 


一 无 碰撞 等 离子 体 媒质 的 相对 介 电 常数 ep 为 


Ep 一 1—2 
和 相位 常数 为 
Bp = =" Vey 


以 及 当 wo 一 wp 时 ， R =B 等 于 0。 在 w= 二 wb 时 ， 将 Bp =f, =0 RARO. 1+, A 


= jZo = 
1 cosBobi + 2Z, singh b 





条 件 w=w, th 


— 2n _ 2n 
b= 7) Xe 
ip = ee BS 

P Wp 


方程 式 (9. 15) 可 以 写 为 
2x jZo .. 2x 


1 = cos Fs + = FA 


式 中 


= jZ, bin 2 
soli a 


sinBo bı 


《9. 13) 


(9. 14) 


(9. 15) 


(9. 16a) 


(9. 16b) 


(9. 17a) 


(9. 17b) 


RO. 17) 是 一 个 超越 方程 ， 求 其 解 可 以 得 到 最 大 波长 le ， 反 过 来 由 它 能 计算 出 人 工 电 
介质 的 等 效 等 离子 体 频率 。 在 对 式 (9. 17) 进 行 数 值 求解 时 ， 为 了 进行 和 迭代， 需要 一 个 近似 





的 初 值 。 如 果 假 设 
mb, _ 
rv 6<1 
并 且 取 近似 sind~0 和 cosb<*1 一 58 /2， 则 可 以 得 到 
fin, ge 1 
元 IZ, Ch/a,)In@,/2ar) 
rs 21b, be In b 
2ur 
2c? 


2 — 
op bi b,1n(b; /2ar) 
如 果 bi =b: 5b, 有 


2rc2 


P In(b/2nr) 


2 
Wp 


Pendry™“144 3] 


(9. 18) 


(9. 19a) 


(9. 19b) 


(9. 20) 
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2 2xc’ 
wp Fino 

该 式 与 式 (9. 20) 的 不 同 在 于 在 对 数 中 少 了 一 个 因子 2r。 

利用 铜 导 线 已 经 模拟 了 无 损耗 各 向 同性 等 离子 体 媒质 喇 ， 实 验 参 数 为 > 一 0. 0032 “和 
b, =b,=0. 3"。 使 用 式 (9. 19) 作 为 初 值 ， 对 式 (9. 17) 进 行 数值 求解 。 对 于 所 选择 的 金属 棒 
加 载 介 质 ， 求 得 等 效 等 离子 频率 f, 二 7. 92GHz。 这 一 结果 的 实验 验证 是 通过 在 波导 中 使 用 
这 种 金属 棒 加 载 介 质 进 行 的 ， 并 且 与 波导 中 8 入 的 关系 做 了 比较 。 理 论 和 实验 结果 非常 
ma, 
91.3 ”有 损 等 离子 体 媒质 实验 模拟 

如 果 使 用 镍 铬 合金 导线 来 替代 铜 导线 ， 就 可 以 模拟 有 损 等 离子 体 媒 质 。 文 献 L5] 给 出 
了 计算 这 种 介质 的 等 效 等 离子 体 频率 f, 和 碰撞 频率 v 的 理论 。 镍 铬 合金 导线 的 直径 为 
0. 003"。 计 算 结果 表明 ， 广 =7.62GHz， 碰 撞 频 率 v/2x 二 0. 42GHz。 对 于 波导 中 填充 加 载 
镍 铬 合金 导线 媒质 的 情况 ， 其 衰减 常数 a 和 相位 常数 8 的 实验 测量 结果 与 波导 中 填充 等 效 
有 损 等 离子 体 的 理论 计算 结果 相 一 致 ]。 
9.1.4 加 载 带 状 介质 的 等 离子 体 实验 模拟 


Dikshitulu 等 人 中 使 用 带 状 介质 而 非 杆 状 介质 进行 了 等 离子 体 实 验 模拟 。 与 杆 状 介质 
相 比 ， 带 状 介质 有 一 个 额外 的 可 供 调整 参数 ( 带 状 介质 的 方位 角 )， 在 一 定 程度 上 可 以 用 来 
模拟 各 向 异性 等 离子 体 。 

9.1.5 热 等 离子 体 媒质 实验 模拟 

Collins' 中 使 用 层 徐 状 介 质 薄 层 模 拟 单 轴 各 向 异性 介质 。 如 图 9. 5 所 示 ， 交 替 分 布 薄 层 
电介质 的 介 电 常数 分 别 为 e。 和 e,， 相 应 的 
厚度 分 别 为 上 和 &。Collins 中 已 经 证 明 ， 层 
丢 状 人 工 电介质 蒲 层 可 以 模拟 单 轴 各 向 异 
性 电介质 媒质 ， 主 轴 沿 z、y Mz 方向 ， 介 
电 张 量 为 

E = e (22+ 99) +e,22 (9. 22a) 


(9. 21) 


AP 
t 


El = e F lea — e) > (9. 22b) 


es 一 
ez = [>s = | (9. 22c) 


Eb Ep S 
在 kS 满足 下 述 不 等 式 的 范围 内 ， 上 述 图 9.5 EEA 
KAREM. 








koS < 2nve (9. 23) 
ste, ae Fle, 中 的 较 大 者 。 
11 章 将 讨论 波 在 热 等 离子 体 中 的 传播 ， 热 等 离子 体 的 相对 介 电 常数 张 量 KW 


K = K,, (22+ 55) 十 开 - 22 (9. 24a) 
式 中 

2 
K, =1—-°% (9. 24b) 

w 

2 

SS t 

K= =1— Ty (9. 24c) 


a 是 表示 等 离子 体 平 均 温 度 的 声速 。 因 为 介 电 常 数 和 传播 常数 y 都 是 w 的 函数 ， 所 以 热 等 
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离子 体 同 时 在 时 间 和 空间 上 都 是 色散 媒质 。 
比较 式 (9. 22) 和 式 (9. 24) 表 明 ， 热 等 离子 体 可 以 用 两 种 加 载 金 属 棒 介 质 来 模拟 ， 第 一 
个 模拟 


2 


es =1—-% (9. 25a) 
w 


2 
e = 1— (9. 25b) 
w 


Dikshitulu 等 人 中 给 出 了 加 载 金属 棒 介 质 的 一 个 设计 范例 。 对 于 选 定 的 9. 45GHz 的 工 
作 频 率 ， 两 种 加 载 金属 棒 介 质 具 有 如 下 参数 ， 

介质 a: r=0.0022in, b=0. 7cm 

介质 b: r=0.0024in, b=0. 7cm 

在 这 种 排列 方式 下 ， 等 离子 体 频率 fF, =9.154GHz, AH a=—8.515X10%cm/s, X 
种 人 工 介质 被 用 于 模拟 热 等 离子 体 平 板 ， 并 且 实 验 测 量 了 喇叭 天 线 的 已 和 互 平 面 辐射 模 
式 5 。 文 献 L[7] 中 的 理论 和 实验 结果 非常 吻合 。 文 献 [7] 给 出 了 细节 ， 这 些 细节 也 列 于 附录 
9A 中 。 
9. 1.6 人工 电介质 的 深入 理论 


有 关 人 工 电介质 的 深入 研究 见 参考 文献 L[10]。 它 提出 了 包括 球体 、 圆 盘 、 带 状 和 杆 状 
结构 介质 的 精确 理论 。 


9. 2 左手 材料 5 


本 节 研 究 的 材料 5 不 同 于 9. 3 节 讨 论 的 左手 手 性 材料 。 下 面 解 释 限 定 词 “ 左 手 ”。 

2. 1 节 讨 论 了 均匀 平面 波 在 无 源 各 向 同性 媒质 中 的 传播 。 可 以 看 到 ， 在 右手 坐标 系 
F, WEHE, eH HH 和 传播 方向 k 的 各 个 单位 矢量 是 相互 正 交 的 : 

EXH=k 

PRE“ AEF ABE” ABE" I, UAAR EAF A ERA 
工 材料 中 ， 下 、 直 和 大 在 左手 坐标 系 中 是 相互 正 交 的 。 波 传播 方向 与 右手 材料 中 波 传播 方向 
的 意义 相反 。 有 些 作 者 喜欢 将 “左手 材料 ”命名 为 一 种 “ 负 相 速 *”(NPV，Negative Phase 
Velocity) 介 质 。 

这 样 一 种 性 质 出 现在 具有 人 负 介 电 常数 e。 和 负 磁 导 率 y 的 人 工 介 质 中 。 在 这 个 意义 上 ， 有 
些 作者 更 喜欢 称 它 为 “ 双 负 ”(Double Negative，DNG) 介 质 。 有 些 作 者 也 称 这 种 介质 另 一 个 名 
字 ,“Veselago" 介 质 ， 为 了 纪念 1968 年 在 Ia Ia CUAz 
一 篇 开创 性 的 论文 525 中 研究 这 种 介质 特性 
的 科学 家 。Caloz 和 Itoh 采用 传输 线 模拟 ， 
通过 工程 化 方法 解释 了 超 材 料 P5 。 本 节 的 
写作 严格 按照 Caloz 和 Itoh WATE, Van ChAz a 


T(z+Az,1) 






LIi/Az V (ztAz,1) 
考虑 一 段 传输 线 ， 图 9. 6 给 出 了 传输 
线 的 一 个 微 元 段 的 等 效 电 路 。 


稍 后 就 会 理解 使 用 下 标 RAL 的 了 





原因 。 
按照 2.7 节 中 的 方法 ， 我 们 得 到 关于 Ear Ae eer 
电压 和 电流 的 偏 微分 方程 (Partical Differential Equation, PDE): 


Wt) _ ,, t) Lf 
= LR + Er T(z,t) dz (9. 26) 
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_ BD _ 7 Wet) ,1 二 | Vede (9. 27) 
oz ot 


AR tesa tenement we, Seah 
式 (9. 26) 和 方程 式 (9. 27) 时 ， 用 p HR 9/3z， 用 s 替换 8/3i 将 是 有 益 的 。 teat. [fae 可 
以 被 替换 为 f/s, HP 三代 表 工 或 了 V。 因 此 ， 由 式 (9. 27), BB 


和 i\v 
I= (Crst 77s)s (9. 28) 
写 为 算 子 形式 ， 式 (9. 26) 变 为 
fp 1 
pV = (Lista) (9. 29) 
为 消去 T， 将 式 (9. 28) 代 人 式 (9. 29) 中 并 化 简 ， 得 到 
22y7_ lca Cr _ it 
PSV =L V= (+ )ev a= (9. 30) 


回 到 微分 形式 ， 与 式 (9. 30) 相 应 的 电压 偏 微分 方程 : 


ƏV (z,t) 1 OV(z,t) Ly OV(z,t) 1 
Se — racy Ved (PPA Ce) OVD 3D) 
对 于 时 间 和 空间 上 的 时 谐 波 变化 ， 有 
Viz,t) = Vdeo (9. 32) 
我 们 得 到 下 面 的 色散 关系 : 
-Ehh + (B+) -ar = 0 (9. 33) 
i, A bat 


在 wk 平面 上 按 式 (9. 33) 进 行 计 算 ， 就 可 以 得 到 ok A. HR=0 RARE. 33), 4 
到 与 w 轴 的 交点 所 满足 的 方程 如 下 : 


é 1 df 2 1 z z 
j (ET tC Je LiCrLLrCr 0 (k 0) (9. 34) 














让 
ws 一 (rad/s) (9. 35a) 
LR L 
w sh = 1 (rad/s) (9. 35b) 
Ln 
DL = l (rad/ms) (9. 35c) 
工 LCL 
/ 1 
一 (radm/s) (9. 35d) 
we WELLE 
注意 
W seW sh = WLWR (9. 35e) 
可 以 将 式 (9. 34) 写 为 下 式 形 式 : 
lw — w,) Cw? — ow) = 0 (9. 36) 


因此 ， 与 w 轴 的 交点 为 w 王 土 ws 和 wo=to.. RKw.<o., K 9.7 给 出 了 完整 的 
w-k 图 。 

下 面 解释 图 9.7 中 的 下 标 LH 和 RH， 上 标 “ 十 ”和 “一 ”。 

上 标 “ 十 ”表示 正 的 群 速度 (w-k 曲线 的 正 斜 率 )， 反 过 来 这 也 意味 着 能 量 沿 正 z 轴 方 向 
流动 。 上 标 “ 一 ”表示 负 的 群 速度 ， 反 过 来 这 也 意味 着 能 量 沿 负 z 轴 方 向 流动 。 下 标 RH 表 
示 相 速度 与 群 速度 具有 相同 的 符号 ， 它 是 称 为 右手 材料 的 各 向 同性 常规 材料 的 一 般 特性 。 
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Pix LH 表示 相 速度 和 群 速度 具有 相反 的 符号 ， 这 是 称 为 左手 材料 的 非 寻 常 材料 的 特性 。 
在 LH 的 情况 中 ， 功 率 流 动 的 方向 和 相位 传播 的 方向 彼此 相反 。 

如 果 wwa Wok 图 仍 为 图 9.7， 但 只 是 ws 与 ws 互 换 。 如 果 os 一 wu， 称 为 平衡 
模型 ， 那 么 w-k 图 退化 为 如 图 9. 8 所 示 的 一 个 简单 图 形 。 


[od 





图 9.7 人 工 传 输 线 (图 9. 6) 的 ur& 图 图 9.8 平衡 传输 线 模型 (图 9.6) 的 wk 图 。wo 王 wx 一 
who ERA PLH 系统 ， 实 线 为 PRH 系统 
让 G' 王 ce 并 且 忆 =co， 可 以 得 到 纯 右手 系统 ， 在 这 种 情况 中 传输 线 与 2.7 节 和 2. 8 节 
讨论 过 的 理想 传输 线 相 同 。 在 图 9.8 中 用 虚线 示 出 了 wk Ci/Az 
图 ， 并且 标记 为 ma。 在 1 一 0 和 Ck 二 0 的 对 偶 情 况 下 ， "一 一 站 
图 9.6 将 退化 为 图 9. 9， 9. 9 是 纯 左 手 (PLH) 材 料 的 传 
输 线 模拟 。 在 图 9. 8 中 用 虚线 示 出 了 其 色散 关系 ， 并 标记 Ax 
» Reo 
E 
如 图 9. 6 所 示 ， 在 传输 线 的 等 效 电路 中 ， 对 于 长 度 图 9.9 PLH 材料 的 传输 线 模拟 
Az, 假设 


a) mH w-k 图。 

b) 如 果 w=0.8, ORG) ABER Vo GDJE Vi Gi RK A. 
c) 如 果 w= 二 1， 重 复 (b)。 

d) 如 果 w= 二 1. 1， 重 复 (b)。 


解 
a) 根据 式 (9. 33) ， 色 散 关系 由 下 式 给 出 : 
wk? + 24° —1—w' 一 0 (9. 37) 
根据 式 (9. 35a) 和 式 (9. 35b) ， 可 得 ， 
Ws= 1 (9. 38) 
wa= 1 (9. 39) 


这 是 一 个 平衡 传输 线 。 
由 式 (9. 37)， 有 
wo kh? = w — 2w +1 = (w* — 1)? 
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_w _ a w 
V2 žek- Ayt (9. 40) 
Aa 本 ree 
a a?" 3) oe 

dw _ w 
v, =% = (9. 41) 


ÉE V, AV, 的 表达 式 中 ， 下 边 的 符号 与 w 的 负 值 对 应 。 在 图 9. 8 中 用 实 线 画 出 了 wk 
图 ， 其 中 wo=l. 
b) 由 式 (9. 40) 和 式 (9.41)， 有 


i) w=0. 8, Wo= 


=—178 


w=0.8 





2 
ii) v=] _ „5039 
2n 
i 


w 





=1. 78 


iii) =o 


c) w= 1.0" 





w= 
w=0.8 


d)w=l. 1 
V,=5.765 Vo= 0.548, A— 32.91 
从 这 个 例子 中 我 们 看 到 ， 当 w 二 wo 时 平衡 传输 线 像 一 种 PLH 材料 ; 4 w>>owo 时 平衡 传 
输 线 像 一 种 PRH 材料 。 在 ww。o 邻 域 的 两 边 ， 平衡 传输 线 的 性 质 完全 不 同 。 < 
9.2.1 左手 材料 的 电磁 特性 
为 了 得 到 式 (9. 26) 和 式 (9. 27) 形 式 的 媒质 的 等 效 电磁 参数 e 与 y:， 让 我 们 回 到 传输 线 
模拟 。 我 们 将 考虑 一 个 下 王 和 和 站 一 一 条 的 TEM 正弦 波 。 由 麦克 斯 志方 程 ， 得 到 








dE, e 
Ae =— jopH, (9. 42) 
> s 
J = jE, (9. 43) 
而 由 式 (9. 26) 和 式 (9. 27)， 得 到 相 量 V 和 7 分别 满 足 
AE a aT 
人 (iol e+ or )T (9. 44) 
BI fegi l \o 
== (iwCe+ or )V (9. 45) 
对 比 式 (9. 4DHRGOADAAM, E, SVU. A, 与 了 7 相似， 得 到 如 下 等 效 关系 
od Bh ey (9. 46) 
w CL 
elw) = Ct — 1, (9. 47) 
w Ly 


注意 ， 因 为 x 和 e 是 高 度 色散 的 ， 所 以 媒质 是 色散 的 。 
相对 介 电 常数 s 和 相对 磁 导 率 jy: 分 别 为 


“= Le (1%) (9. 48) 


“= 此 (一些) (9. 49) 
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AF, woe Al ws 分 别 由 式 (9. 35a) 与 式 (9. 35b) 给 出 。 
图 9. 10a 中 画 出 了 e 和 心 随 频 率 w 变化 的 曲线 ， 图 9. 10b 中 画 出 了 折射 系数 n 的 曲 
线 。 折 射 系数 定义 为 
n = y pucks (9. 50) 
注意 ， 图 9.10 揭示 了 如 下 几 个 有 趣 的 特性 : 










ee ey vere 
9 





Nh 
a) es 入 的 频率 特性 b) 折射 率 n 的 频率 特性 
9.10 当 ws<wse 时 


D 当 忽略 碰撞 时 ，e: 的 变化 曲线 与 8. 1 节 中 由 式 (9. 33) 给 出 的 纯 金 属 的 e 的 变化 曲线 相 
似 。ww 扮 演 ws 的 角色 。 当 w<owss 时 ce 是 负 的 。 也 许 由 w<ws 的 电磁 波 所 激发 的 金属 可 能 是 
具有 负 e 的 材料 。 金 属 中 的 电子 密度 很 高 ， 因 此 其 等 离子 体 频率 处 于 紫外 频段 。 在 微波 频 
Bt, e 是 较 大 的 负 值 ， 金 属 的 行为 像 是 由 电子 碰撞 支撑 的 良 导 体 ， 我 们 通常 将 其 视 作 电导 率 
由 式 (8. 27) 给 出 的 一 种 良 导体 ， 而 不 是 在 截止 区 的 一 种 等 离子 体 ( 见 图 8.7)。Pendry 4 AS) 
使 用 一 种 有 趣 的 方法 计算 了 由 细 导 线 组 成 的 金属 系统 的 等 离子 体 频率 。 应 用 在 9.1 节 中 讨论 的 
用 金属 棒 加 载 介质 近似 模拟 等 离子 体 的 更 为 详细 的 计算 方法 ， 也 能 得 到 相同 的 结果 。 

2) 到 目前 为 止 ， 我 们 尚未 讨论 过 图 9. 10 中 具有 变化 m 的 材料 。1999 年 ，Pendry 等 
人 中 提出 使 用 方形 阵列 中 的 开口 圆 环 结构 来 构建 这 种 材料 的 可 能 性 。 

3) 从 本 节 的 图 9.10 H, WE, 4 wo<os 且 owth, e Aly, WENK, HHRH Nn 
也 是 负 的 。 在 这 种 情况 下 ， 材 料 为 左手 材料 。Smith 等 人 中 构建 了 这 种 人 工 材 料 ， 实 验 结 
果 表 明 这 种 材料 展现 了 左手 材料 的 特性 。 实 验 是 在 微波 频段 进行 的 。 

4) 在 ws 二 w 二 ws 的 频率 范围 内 ，e., 是 正 的 , 但 jy; 是 负 的 ， 折 射 系数 是 虚数 ， 电 磁 波 
HK. HRN pe ， 频 带 是 一 个 阻 带 ， 因 此 带 隙 称 作 磁 辽 。 在 w,. 二 ww 二 ws 的 情况 下 ， 
H Bit BK Ay E Ba 

er(pr) 为 负 值 并 不 意味 储存 的 电场 能 (磁场 能 ) 是 负 的 。 我 们 已 经 注意 到 ， 材 料 是 色散 
的 ， 在 色散 媒质 中 储存 的 能 量 的 表达 式 不 是 由 oe E / Cpp H/A, ME 

1 O(we,) 





—, S 2 
(Wo = feo SSE (9. 51) 
(Wa) = Hpo Mon ye (9. 52) 
将 式 (9. 48) 和 式 (9. 49) 分 别 代 入 式 (9. 51) 与 式 (9. 52) 中 ， 得 到 
_§ foes 和 
(W.) = Fe (Cet are >0 (9. 53) 
(W,) = 2 (Lat sar )H* > 0 (9. 54) 
i 4 w Cy, i 


折射 系数 n= Vjpre: 由 下 式 给 出 
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n= (1-8) (1 一 等) (9. 55) 














2 
oS (0-5) (人 (9. 56) 
式 中 
lis w> wn w > Wee 
ofa w > Ws w > Wee (9. 57) 
—j, 其 他 


在 图 9. 10b 中 画 出 了 式 (9. 56) 所 表示 的 曲线 。 其 中 的 折线 表示 修 逝 波 。nin 是 负 的 ， 
因此 LH 材料 的 男 一 个 名 字 是 NPV 材料 。 
9.2.2 边界 条 件 、 反 射 和 透射 

即使 有 一 种 媒质 或 两 种 媒质 都 是 左手 材料 LLHM) ,边界 条 件 ( 式 (1.14) 一 式 (1.17)) 
仍然 是 成 立 的 ， 因 为 这 些 边界 条 件 由 麦克 斯 韦 方 程 推导 出 来 。 如 果 p, 和 为 0， 那 么 边界 
条 件 为 


Dy, = Doa (9. 58) 
Bin = Bon (9. 59) 
Er = Ex (9. 60) 
Hi = Hx (9. 61) 


式 中 ， 下 标 n 代表 法 向 分 量 ，t 代表 切 向 分 量 。 对 于 媒质 2 为 LHM， 媒 质 1 为 RHM 的 特 
定 情 况 ， 因 为 wm 和 ez 都 是 负 的 ， 所 以 有 


Ein Es 和 (9. 62) 
Hi, a Se Lely, (9. 63) 
通过 分 别 考虑 电磁 参数 的 符号 可 以 来 研究 更 为 一 般 的 情况 ， 并 写 出 
Sy le: | Ein = p lée | Ex (9. 64) 
sı |pa | Hin = 52 | peo | Hon (9. 65) 


RP, s Als, 分 别 是 十 1 或 一 1， 取 决 于 媒质 是 RH 还 是 LH。 在 图 9. 11 中 比较 了 穿 过 两 
种 媒质 分 界面 的 透射 特性 。 





a) 两 种 介质 都 是 RH 介质 b) 介质 2 为 LH 介质 且 具 有 -n, 的 折射 率 
图 9.11 介质 分 界面 的 透射 现象 
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对 于 图 9. 11a 和 图 9. 11b， 斯 涅 尔 定律 的 第 一 部 分 


§,= = 6, (9. 66) 
是 相同 的 ， 但 是 对 于 RH-LH 分 界面 ， 斯 涅 尔 定律 的 第 二 部 分 是 
?liSinb =— nsin, (9. 67) 


因此 ， 对 于 RH-LH 分 界面 的 情况 ，0. 是 (一 8,)， 如 图 9. 11b 所 示 。 据 此 ， 我 们 可 以 
推广 斯 涅 尔 定律 为 
sı |, | sind, = sı |n; | sind, = sz | nz | sind, (9. 68) 
图 9.12 表明 ， 一 个 由 RH、LH 和 RH 所 组 成 的 “平面 透镜 ”， 如 果 三 层 媒质 具有 相同 
大 小 的 n， 则 可 以 聚焦 与 重 聚焦 。 


RH 





图 9.12 如 果 三 层 介 质 具 有 相同 大 小 的 折射 率 ， 从 波源 发 出 的 两 条 对 称 射 线 会 聚焦 和 重 聚 焦 ( 图 片 
经 Caloz and Itoh 许可 转载 ，Electromagnetics metamaterials, p. 47. Copyright Wiley) 


如 果 |ni | 隆 |na|， 则 不 会 形成 一 个 纯 焦 点 ， 并 且 焦 点 会 变 得 发 散 " 1。 而 且 ， 本 征 阻 


抗 也 满足 条 件 
n= J#=n=,/@ (9. 69) 


不 存在 反射 。 仅 当 满 足以 下 条 件 时 
& 一 | ez | (9. 70) 
ja = byte! (9.71) 
这 种 现象 才 会 出 现 。 这 个 条 件 显 然 很 难 达 到 ， 对 于 平面 透镜 来 说 ， 除 了 在 一 个 极 狭 罕 
的 频带 内 ， 甚 至 才 有 近似 满足 的 可 能 性 。 
Pendry" ije LH 材料 可 以 克服 传统 光学 中 衍射 限制 的 现象 。 从 理论 上 ， 他 证 明 
了 一 块 LH 材料 板 可 以 克服 衍射 限制 (分 辩 率 受 波长 限制 )， 只 要 选择 
Er = pr =— 1 
Caloz 和 Itoh H ijet LH 材料 板 对 俱 逝 波 的 放大 作用 。 
9.23 人工 左手 材料 


Pendry 等 人 中 证 明 ， 周 期 p 远 小 于 波长 的 细 长 金属 导线 阵列 可 以 构成 一 种 具有 人 负 e 
ALTE y 的 材料 。 这 种 人 工 等 离子 体型 结构 有 


x 2xc* 
W pe = \ pInp/a’ pA (9. 72) 


ee £o ( pw pe /a)? 


no 


在 上 式 中 ，p 是 单元 尺寸 ，wb. 是 等 离子 频率 ， 对 于 实 等 离子 体 由 式 (8. 22) 给 出 ，a 是 


(9. 73) 
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电导 率 为 o 的 金属 细 导 线 的 半径 ,，v 是 碰撞 频率 。 导 线 长 度 视 作 无 穷 大 (a 人 站 ( 见 图 9. 13) 。 
假设 电场 沿 z 轴 方 向 ， 导 线 很 细 并 且 很 9 
KlaX<lD, pKa, HHB apl, 可 以 导 si "r SA 
出 式 (9. 72) 和 式 (9.73)。 限 制 条 件 DKA 相当 i 2 
FH, ATW AA 9.6 CAz~ p) 中 的 微 元 模 
型 。 如 果 选 取 的 结构 有 下 面 的 数据 参数 O 
a=1.0X10*m (9. 74) M 
p= 5mm (9.75) 
导线 材料 是 铝 (N= 二 1. 806 X10*/m?)， 则 实验 图 9.13 细 线 等 离子 体 结构 的 模 截 面 
结果 是 等 离子 体 频率 f,. 二 8. 3GHz。 如 果 我 们 将 上 面 给 出 的 N 代入 式 (8. 22) 中 ， 我 们 可 
能 已 经 得 到 的 等 离子 体 频率 在 紫外 频段 。Pendry 已 经 证 明 ， 该 结构 的 等 离子 体 频率 的 降 
低 是 由 于 电子 被 限制 在 沿 细 线 运动 所 造成 的 。 因 为 只 有 在 一 部 分 空间 中 填充 有 金属 ， 所 以 
有 效 电子 密度 Nu 为 


O 
oO 
O 


oO 


2 
Na = NIE (9. 76) 
p 


在 由 导线 电流 所 产生 的 磁场 中 ， 电 子 会 受到 附加 的 动量 。 通 过 考虑 电子 质量 的 有 效 值 
md， 可 以 计 及 这 个 附加 动量 的 效应 ， 电 子 有 效 质量 mr 为 


22 
Ma = ELE Nin < (9. 77) 


利用 电子 密度 和 电子 质量 的 有 效 值 ， 得 到 等 离子 体 频率 为 
Nèu i 

将 式 (9.76) 和 式 (9.77) 代 人 式 (9.78) 中 ， 得 到 式 (9.72)。 对 于 式 (9.74) 和 式 (9.75) 的 

数据 ， 等 离子 体 频率 的 计算 结果 为 w 
fre = 8: 2GHz (9. 79) 

它 与 实验 值 接近 。 

将 阵列 视 作 “ 周 期 间距 的 导线 栅 格 或 周期 
间距 的 带 载 传输 线 ” 也 可 以 得 到 式 (9.72) 和 á 
09.73)", 9.1 节 讨 论 过 这 个 问题 。 

用 诸如 铜 与 铝 等 非 磁性 导电 材料 制 成 的 导 
线 结构 的 磁 导 率 将 为 m。! 礼 的 假设 意味 着 


(9. 78) 


Whe 





4g s e E, 点 a) SRR 单 元 
+ cecil 个 谐振 点 的 频率 下 激 a PS 
i O 
Pendry 等 人 中 讨论 过 一 种 负 jy 人 工 元 件 ， 
如 图 9.14 所 示 ， 它 是 一 个 开口 金属 圆 环 谐振 i a 
器 (Split-Ring Resonator, SRR), K| 9. 14a 所 Oo O o 
示 为 一 个 SRR 元 件 ， 而 图 9. 14b 为 其 阵列 2 O i O O 
结构 o 9 
Z 6 O O 
TTE ERA ES T Ao ° o 
励 。 这 种 结构 表现 出 等 离子 型 的 磁 导 率 函数 ， ? ee a 
HFEA H CARE D, © 
,SS (9. 80) aoe 
WwW — Wem 图 9.14 负 j 谐 振 结构 


式 中 
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F= (5) (9. 81) 


— as E 
Wom = C N xIn(2ua*/8) (9. 82) 


在 上 式 中 , p ESA, a 是 小 圆 环 的 内 半径 ，w 是 圆 环 厚度 ,6 是 内 外 圆 环 之 间 
的 径 向 间距 ， 如 图 9. 14a 中 的 标注 所 示 。 由 式 (9. 80)， 
ERE, Yl<w<wn, ht, pl, HE w= wot RA 
WRC 50), TE Wom CWL Wp 内 jy; 为 负 值 ， 其 中 ， 

Wom 

J1—F 

由 Smith 等 人 构建 了 第 一 个 基于 细 导 线 与 开口 圆 环 
谐振 器 组 合 的 实验 LH 材料 。Kraus 和 Carver 在 文献 [11] 
第 8 页 的 图 1. 4a 中 给 出 了 这 种 结构 的 三 维 构图 ， 并 认为 其 
为 一 维 LH， 因 为 仅 有 一 个 方向 允许 成 对 的 (E,， H): s= <0, 
1<w<wpe; pr LOs won<w<wpm( 见 图 9. 15)。 

文献 [21，22j] 探 讨 了 一 种 微 带 技术 中 的 平面 LH 结 | 
[11] 中 对 其 进行 了 总 结 。 pw HR 


9. 3 FENER 


图 9. 16 所 示 为 单 臣 左手 和 右手 螺旋 结构 的 近似 模型 。 近 似 模 型 由 zx-y 平面 内 一 个 半 
径 为 a 的 导电 圆 环 和 沿 该 平面 法 线 方向 (zx 轴 ) 的 一 段 长 度 为 2! 的 导体 构成 。 螺 旋 结 构 臣 间 
距 ( 节 距 ) 为 21。 Re 

假设 沿 = 轴 有 一 个 时 谐 入 射电 场 激励 Eu。 感 应 电 
压 为 





(9. 83) 


Wom 一 





ek = fe . dl = 2, (9. 84) 
电流 为 








(9. 85) i ! 
a) 左手 b) AF 


AP, Zy 是 螺旋 结构 的 阻抗 。 由 电场 激发 的 电 偶 极 矩 为 
sari n p CUNE 9. 16 ERER 
Pee = 221Q = 221 — = 2—_ > (9.86) 
jw jwZ u 
注意 ， 对 于 一 个 时 谐 场 ， 有 
Q= | I= 二 (9. 87) 
在 这 种 情况 下 ， 由 电场 激发 的 磁 偶 极 矩 为 
Pme = 2na’ I = 2 xa? 2 (9. 88) 


下 面 考虑 沿 = 轴 方 向 的 时 谐 磁场 激励 2 五。。 根 据 法 拉 第 定律 ， 有 
emf = | E » dt = [| — 28. as = 2[— za’ piut. ] (9. 89) 


环 路 中 的 感应 电流 工 为 
g = emf _ 二 za pjoH, (9. 90) 
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磁场 激发 的 磁 偶 极 矩 为 
Pam = Ê ra I = ae ae (9. 91) 

RE HAS BH, BARE A 
Pea = 2Q(21) = 212) = 一 (9. 92) 


上 面 对 螺 线 管 计算 的 意义 是 ， Pe A 同时 还 能 产生 

磁 偶 极 矩 。 由 于 极 化 强度 是 单位 体积 的 电 偶 极 窍 ， 而 磁化 强度 是 单位 体积 的 磁 偶 极 矩 ， 我 

们 已 经 证 明了 在 电场 激励 的 条 件 下 ， 内 嵌 螺 旋 结 构 的 材料 不 仅 会 被 极 化 ， 也 会 被 磁化 。 对 

于 磁场 激励 的 情况 ， 也 可 以 得 到 类 似 的 结论 。 这 种 材料 是 双 各 向 同性 的 ， 其 本 构 关系 
式 是 : 

D = Æ — jé.B (9. 93) 


= (9. 94) 


式 中 ，e Ale 分 别 是 媒质 的 标量 介 电 常数 与 磁 导 率 ，& 是 手 征 导 纳 。 词 语 “ 手 性 ”在 希腊 语 
中 是 偏 手 性 的 意思 ， 手 性 材料 包含 具有 偏 手 性 的 基本 单元 。 人 工 手 性 介质 可 以 通过 在 主 介 
质 中 嵌入 一 种 偏 手 性 的 金属 螺旋 结构 来 构建 ( 见 图 9. 17) 。 螺 旋 结 构 的 轴线 要 取向 随机 ， 从 
而 就 能 构造 出 一 Speen nes eee 


一 种 手 性 且 随 机 取 


© 
e. a Qs us ate 


主 介质 硅 橡胶 


图 9.17 人 工 手 性 介质 


Bahr 和 Clansing5 给 出 了 某 种 人 工 手 性 材料 的 详细 数据 如 下 。 

螺旋 回路 

n( We je% RE) = 20 X 10° /m$ 

a( 螺 旋回 路 半径 ) 王 0. 625mm 

bF RHI) =0. 1524mm 

27( 回 路 间距 ) 一 0. 667mm 

入 (螺旋 回路 中 的 熙 数 ) 一 3 

非 手 性 主 材料 

硅 橡 胶 : 7GHz 时 的 本 构 参 数 。 

pr = po (1—j0) 

eh =€0 (2. 95 一 j0. 07) 

FEES, wn Me, 分 别 是 在 工作 频率 下 主 介 质 的 磁 导 率 与 介 电 常 数 。 手 性 介质 的 本 

构 关系 有 时 候 可 写 为 如 下 形式 : 

D 一 es 下 一 jc Vuren H (9. 95) 
B = pH + je VunesE (9. 96) 


100 第 二 部 分 复杂 媒质 中 的 电磁 场 


在 Lindell— Sihvola 提倡 的 这 种 标记 中 ，e。 和 A 分 别 是 手 性 材料 的 有 效 介 电 常数 与 有 
ATE, 是 一 个 标量 手 性 参数 。 在 f=5GHz 时 ， 上 面 提 到 的 手 性 材料 具有 下 面 的 参 


数值 : 
e = 1. 3e (9. 97) 
p= 105p (9. 98) 
k = 0.07 (9.99) 


Dikshitulu 等 人 中 给 出 了 x 随 频 率 变化 
的 曲线 ( 见 图 9.17)。 在 频率 远大 于 10GHz 
或 远 小 于 5GHz 时 ， 手 性 参数 可 以 忽略 不 计 。 
这 是 容易 理解 的 ， 因 为 人 工 介 质 具 有 cm 级 
的 长 度 。 

在 可 见 光 频带 范围 内 ， 糖 是 能 表现 出 手 
性 介质 特性 的 材料 的 一 个 例子 。 之 所 以 会 出 
现 这 种 现象 ， 因 为 糖分 子 具 有 固有 的 螺旋 特 
性 并 且 其 长 度 尺 度 远 小 于 上 面 提 到 的 人 工 介 
质 。 附 录 OA 对 波 在 手 性 介质 中 的 传播 进行 
了 讨论 。Kalluri 和 Rao fie TF PER 








665 7 75 38 
频率 (GHz) 


9.18 手 性 参数 < 随 频 率 的 变化 


8.5 


9 95 10 


( 见 图 9.18). 
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10.1 基本 方程 
我 们 假设 电子 密度 仅 在 空间 ( 非 均 匀 各 向 同性 等 离子 体 ) 中 变化 : 
w= wi(r) (10. 1) 
然后 ， 如 果 场 量 随时 间作 如 下 式 所 示 的 时 谐 变 化 ， 就 可 以 构造 其 基本 解 : 
F(r,t) 一 下 (Cr)exp(oz) (10. 2) 
在 上 式 中 ，F(r) 代 表 相 量 E、HH 或 J]。 因 此 ， 得 到 基本 场 方程 为 
VX E =— jwp, H C10. 3) 
VX H = ijwe E+J (10. 4) 
jul = ew? (r)E (10. 5) 
联 立 式 (10.4) 和 式 (10. 5)， 可 写 出 : 
VX H = jweovep (rw) E (10. 6) 
式 中 ，e 为 各 向 同性 等 离子 体 的 介 电 常数 ， 且 由 下 式 表示 : 
afr =1 HN (10. 7) 
矢量 波动 方程 为 
VE+ Se (DE = VCV. E) (10. 8) 
VH+ Oe: C E Wy? (r) XE 
C Jw 
=— jweo Vep (r) X E (10. 9) 
而 一 维 标量 方程 具有 如 下 形式 : 
2E ee (10. 10) 
-2H = jwe E+] (10. 11) 
jw] = ew (z)E (10. 12) 
联 立 式 (10. 11) 和 式 (10. 12), 或 者 根据 式 (10. 6)， 有 : 
-2H = ese Oe > (10. 13) 
式 中 ， 
w, (z) 
ep (zw) = 1—2 (10. 14) 


图 10. 1 给 出 了 e Bio WEA. ww hi, « 为 负数 ; 当 w 一 ww, 时 ，e HS; 
“w>w, hi, e 为 正 数 但 是 小 于 1。 在 这 种 情况 下 ， 一 维 标量 波动 方程 可 以 简化 为 方程 
式 (10. 15) 和 方程 式 (10. 16) : 


O 第 10 章 的 附录 参见 附录 10A 一 10B。 


第 10 章 各 向 同性 冷 等 离子 体 中 的 波 : 色散 媒质 
dE 


dz? 
E+, (er) H 
若 我 们 进一步 假设 电介质 是 均匀 的 (ev 
不 是 z 的 函数 )， 则 方程 式 (10. 15) 很 容易 求 
解 。 这 样 的 解 由 下 式 给 出 : 

E = E*(z) +E (z) (10. 17) 

E = Ej exp(— jkz) + E; expC jez) 
(10. 18) 





2 
+ Se (zw) E = 0 (10. 15) 


1 de, (zw) dH 
€p(z,w) dz dz 





(10. 16) 





式 中 
= = ep = ko Ves = kon (10. 19) 
RE, n 是 折射 率 ，k。 是 自由 空间 中 的 
波 数 。 方 程式 (10. 17) 右边 的 第 一 项 表示 一 “图 10.1 等 离子 媒质 的 介 电 常 数 与 频率 的 关系 
个 角 频 率 为 a、 波 数 为 & 且 沿 十 xz 方向 ( 正 向 行 波 ) 的 行 波 ， 第 二 项 也 是 一 个 行 波 但 是 一 个 
HET. z 方向 是 相位 传播 的 方向 ， 每 一 个 波 的 相位 传播 速度 w( 相 速度 ) 都 为 








v=% (10. 20) 
由 式 (10. 10) ay A, 
H" (z) = jop — iO Bi exp jke) = GE W (10. 21) 
H-(z) =— GE @ (10. 22) 
式 中 
y= [fe = B= 20s (a) (10. 23) 


这 里 ，7 是 介质 的 波 阻 抗 。 上 面 所 描述 的 波 称 为 均匀 平面 波 ， 它 是 在 无 限 大 各 向 同性 
媒质 中 波动 方程 的 一 维 解 ， 波 的 相位 和 振幅 在 同一 个 波 前 面 中 都 是 常数 。 在 无 坐标 系 的 描 
述 中 ， 这 样 的 一 维 解 称 为 横 电 磁 (Transverse Electric and Magnetic，TEM) 波 。 对 于 沿 任 
意 方向 & 传 播 的 平面 波 ， 其 特性 可 以 归纳 如 下 : 


EXH=£ (10. 24) 
E-z=0, H-£=0 (10. 25) 
E = 7H (10. 26) 


在 上 式 中 ,8 是 在 相位 传播 方向 上 的 单 fe, 
位 矢量 。 换 名 话说， 这些 性 质 是 : 
1) 单位 电场 矢量 、 单 位 磁场 矢量 和 相 
位 传播 方向 上 的 单位 矢量 三 者 相互 垂直 ， 
构成 一 个 相互 正 交 的 系统 。 
2) 在 传播 方向 上 ， 不 存在 电场 和 磁场 
矢量 的 分 量 。 
D 电场 振幅 与 磁场 振幅 的 比值 等 于 介 o f 


质 的 本 征 阻 抗 。 i 40 10 - 102 105 0r 
10. 2 所 示 为 一 个 典型 的 实际 电介质 ”图 10.2 一 种 典型 电介质 材料 的 介 电 常 数 草图 
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的 介 电 常数 es 随 频 率 的 变化 曲线 。 在 很 宽 的 频带 内 ， 这 种 介质 的 ep 几乎 不 随 w 变化 ， 记 
为 介 电 常 数 es 。 下 面 将 考虑 对 电介质 纵 断 面 的 阶 牙 近似 。 在 媒质 1 和 媒质 2 中 ， 电 介质 分 
别 看 做 均匀 的 。 大 家 已 经 熟悉 这 个 问题 的 解 ， 但 在 这 里 对 其 进行 讨论 ， 就 是 为 了 与 第 3 章 
讨论 的 时 间 阶 获 纵 断面 的 解 进行 对 比 。 


10.2 电介质 与 电介质 空间 分 界面 


如 图 10. 3 所 示 为 两 种 电介质 的 空间 分 界面 。 让 入 射 波 在 媒质 1 中 ， 也 可 以 称 作 入 射 
波 ， 其 电场 和 磁场 分 别 为 x 


E Ho 6 Ho 


1 
E,(25y525t) = & E,explj(wit — kiz) J 

So: I tasted 
(10. 27) n= 此 一 VE m= 此 Up= MEA 


Hi Ct y»z>5t) = F*expL (wit = kiz) | 
1 


(10. 28) 
式 中 ，w; 是 人 射 波 的 频率 ， 且 


局 一 aiWonosl =— (10.29) 
Up 





反射 波 的 电场 和 磁场 为 图 10.3 电介质 -电介质 空间 边界 问题 
E(x,y,z,t) = ZE,explj(w,t +k,z) | (10. 30) 
H, (x,y,z) =— FrexpliCot + he)] (10. 31) 
1 
式 中 ，ow: 是 反射 波 的 频率 ， 且 
k; = W, y AoEl (10. 32) 
透射 波 的 电场 和 磁场 分 别 为 
E(x,y,z,t) = ZE,exp[j(wit — kz) | (10. 33) 
Hi.(z,y,z,t) = F expli wt — kz) | (10. 34) 
2 
式 中 ， wt 是 透射 波 的 频率 ， H. 
ki = wiy me: = = (10. 35) 
p2 
在 分 界面 z= 二 0 处 ， 电 场 切 向 分 量 的 连续 性 边界 条 件 可 以 表示 为 
E(x,y,0 ,1) X Ê = E(zsy,0" ,1) XZ (10. 36) 
LE Cty t) HE Cty O ,t)]X 2= [E lty 0t] XÊ (10. 37) 


上 式 必 须 对 所 有 x. y 和 + 上 都 成 立 。 
Auk, A: 

E, exp[jw;t] + E,exp[jw,t] = E,expljw,t] 

(10. 38) 

因为 方程 式 (10. 38) 必须 对 所 有 上 都 

成 立 ， 所 以 方程 式 (10. 38) 的 指数 项 中 上 
的 系数 必须 相等 : 

wi = w: = w= ww (10. 39) 

上 述 结果 可 以 解释 如 下 : 穿 过 电磁 

媒质 性 质 在 空间 不 连续 处 ， 频 率 w 保持 

不 变 。 当 波 在 空间 中 从 一 种 媒质 射 人 到 图 10.4 ” 穿 过 空间 边界 频率 的 守恒 





O k, k, k 
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另 一 种 媒质 时 ， 波 数 k 会 改变 ， 正 如 相 速度 会 发 生变 化 一 样 ( 见 图 10. 4) 。 
由 方程 式 (10. 38) 和 方程 式 (10. 39), 448): 
E, +E, = E, 
第 二 个 独立 的 切 向 磁场 分 量 的 连续 性 边界 条 件 可 以 写 为 
[H; Cr, y0 ,t) +H,(z,y,0° ,1t)] X 2 = [H, (2,y,0* ,1) | X £ (10. 41) 
利用 式 (10. 40) 和 式 (10. 41) ， 可 以 求 出 反射 系数 Ra =E./E 和 透射 系数 Ts 二 E/E。 
根据 式 (10. 41) ， 我 们 有 : 


(10. 40) 





e ie (10. 42) 
有 如 下 结果 : 
We (10. 43) 
Ta ee (10. 44) 


在 上 面 两 式 中 ， 为 了 区 别 起 见 ， 下 标 A 意味 着 这 是 由 于 媒质 性 质 的 时 间 不 连续 而 产生 
的 反射 和 透射 系数 。 第 3 章 已 经 讨论 过 这 方面 的 内 容 。 
下 面 证 明 ， 入 射 波 的 功率 密度 时 间 平 均值 等 于 反射 波 和 透射 波 的 功率 密度 时 间 平 均值 








之 和 : 
FRe[LE X H; „Eile | FREE, x n; jl |Z Rere, x a; . £] 
(10. 45) 
上 式 左边 为 
1 1 Es 
a a (10. 46) 
2 0 0 2 M 
而 右边 为 
Leet] R , Ty 1 Eż Cm —m)’? +4m 1 Eż 
pA .47 
zE g re ] Tal Grn Fa ] 2 nh WL 


10.3 半空 间 等 离子 体 的 反射 


假设 一 频率 为 w 的 平面 波 由 自由 空间 (z<0) 垂 直入 射 到 半 无 限 大 空间 (z 之 0) 中 的 等 离 


子 体 ， 等 离子 体 频率 为 Who 等 离子 体 媒 
质 的 波 阻抗 为 


由 式 (10. 43)， 可 以 得 到 反射 系数 R 为 
1 





ii pty 1 十 np a+ VEO—1 
(10. 49) 

式 中 
a= 2 (10. 50) 


Wp 
Q 是 相对 于 等 离子 体 频率 归 一 化 的 人 射 
波 频率 。 图 10.5 所 示 为 功率 反射 系数 
p= 二 |Ra|* 和 功率 透射 系数 (一 1 一 p) 随 


1.0 
T 


0.8 
0.6 
0.4 


0.2 


0.0 
0 1 2 
Q=olo, 


图 10.5 等 离子 体 半空 间 的 功率 反射 系数 (o) 和 功率 
传输 系数 (r) 的 草图 
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0 的 变化 曲线 。 在 0 二 ww6 频 带 内 ， 波 阻抗 加 是 虚数 。 等 离子 体 中 的 电场 E, 和 磁场 H, 
在 时 间 上 有 90" 的 相位 差 ;(E, X Hy ) 的 实 部 是 0。 等 离子 体 中 的 波 是 一 种 修 逝 波 ""， 它 不 
携带 任何 有 功 功率 。 人 射 波 被 完全 反射 ， 且 p 二 1。 在 w, 二 w 二 吕 频 带 内 ， 等 离子 体 好 像 是 
一 种 像 电介质 ， 入 射 波 部 分 地 被 透射 ,部 分 地 被 反射 。 入 射 波 功 率 密度 的 时 间 平 均值 等 于 
反射 波 和 透射 波 功 率 密度 的 时 间 平 均值 之 和 。 

在 光 频 段 ， 金 属 可 以 被 看 成 等 离子 体 ， 等 离子 体 频率 w, 的 数量 级 为 10 。 如 果 考 虑 碰 
撞 频 率 ， 精 确 的 等 离子 体 模型 将 分 成 导电 、 截 止 和 介 电 现象 三 个 频率 区 间 "”。 文 献 [3] 和 
[4] 给 出 了 将 金属 看 成 等 离子 体 的 一 种 更 加 详细 的 解释 。 与 衰减 全 反射 、 表 面 等 离子 体 和 
其 他 一 些 有 趣 专 题 的 有 关 现 象 的 解释 都 是 基于 将 金属 看 成 等 离子 体 。10. 8 节 给 出 了 表面 
波 的 一 种 简要 解释 。 


10.4 ”等 离子 体 平板 的 反射 


为 了 使 所 得 到 的 问题 的 公式 具有 普遍 性 ， 本 节 将 会 考虑 斜 人 射 。 如 图 10. 6 所 示 ， 让 
zx-z 平 面 为 波 的 人 射 平面 ， 有 为 在 传播 方向 上 的 单位 
矢量 。 令 磁场 H 沿 y HT, MH E 完全 位 于 人 
射 平面 中 。 在 文献 中 ， 这 样 的 波 命 名 为 p 波 , 或 TM 
波 ， 或 平行 极 化 波 。 因 为 边界 是 在 x 二 0 Al z=—d 处 ， 
所 以 有 必要 在 x-y-z 坐标 系 中 来 表述 问题 ， 并 用 坐标 自由 空间 
工 和 >z 来 表示 &。 因 此 ， 所 要 分 析 的 问题 是 一 个 二 维 
问题 。 人 射 波 可 以 写成 如 下 式 (10. 51) 至 式 (10. 56) 的 





H! = $H'exp[—jkk » r] (10. 51) re 
p= 2S+ec (10. 52) S 
S= sins C= cosh (10. 53) | 
E' = (3 X £)E'exp[—jkok +r] = (@EL+2EDW I 
(10. 54) 
E! = CE',E! =— SE',E' = pH! (10.55) 
Wi = exp[— jko (S£ +Cz)] (10.56) 图 10.6 等 离子 体 平板 问题 
反射 波 可 写 为 
ER 一 (2E® + 2E®)wr (10. 57) 
H? = 5 Hew (10. 58) 
Y? = exp[— jk) (Sx — Cz) ] (10. 59) 


在 z=0 处 ， 边 界 条 件 要 求 在 >>0 和 <0 这 两 个 区 域 中 变量 x 的 变化 形式 相同 。 由 
于 >d 区 域 也 是 自由 空间 ， 因 此 透射 波 的 指数 因子 与 人 射 波 的 指数 因子 相同 ， 且 透射 波 
的 场 是 : 


E'= (ZE: t+?E:)wv (10. 60) 
H= $ HITY" (10. 61) 
y" = exp[— jk, (Sz + Cz) ] (10. 62) 
在 自由 空间 中 ， 所 有 场 的 振幅 都 可 以 用 EL ES 或 Ez: 来 表示 : 
CEIT 一 一 SETIT (10. 63) 
CE? = SER (10. 64) 


Cp His? = EXT (10. 65) 
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Ch H? =— E? (10. 66) 
现在 ， 我 们 考虑 在 均匀 等 离子 体 区 域 0 和 ><d 中 的 波 。 在 等 离子 体 中 ， 波 随 变 量 A 
z 的 变化 形式 由 指数 因子 所 确定 : 


w = exp[— jko (Sz 十 qz)] (10. 67) 
AP, 是 待定 的 。 等 离子 体 中 的 波 数 为 已 = 如 Ve. Alt. A: 
¢t+S'=2,-1-% (10. 68) 


Z Za 
aa =E, C —— =+ ~ (10. 69) 


gq 有 两 个 值 表明 在 等 离子 体 中 会 激发 出 两 个 波 ， 第 一 个 是 正 向 波 , 第 二 个 则 是 负 向 
波 。 当 Q<1/C 时 ,gq 是 纯 虚 数 ， 等 离子 体 中 的 两 个 波 都 是 俱 逝 波 。 下 一 节 讨 论 这 一 频段 。 
等 离子 体 中 的 场 量 可 以 重新 写 为 


2 
E= ))(ZE!, + AE ) Pe (10. 70) 

m= 】] 

2 
H’= >) SH?.? (10. 71) 

m=] 
yE = expl — jk) (Sx +qnz)] (10. 72) 

等 离子 体 中 所 有 场 量 的 幅 值 都 可 以 用 ES, 和 EL, ERE : 

m Hyn = En = ymE Em (10. 73) 
Es, =— Set, (10. 74) 


如 果 注 意 到 a/az 一 一 jeoS 和 0/dz=—jkogs MA LAM HES (10. 3) Ask C10. 6) 得 到 上 
述 关 系 式 ; 也 可 以 通过 观察 直接 地 写 出 来 。 假 设 E 已 知 ， 未 知 量 将 减少 到 4 个 : EL, 
Ez, E? 和 下 zz。 它们 可 以 从 在 z=0 和 z=d 处 EE, 5 H, 切 向 分 量 的 4 个 连续 性 边界 条 件 
得 到 。 用 和 矩阵 形式 表示 为 


1 1 —1 0 ES, 
“so Se t 8 Es|_ [1m (10. 75) 
Ay As 0 —1 ER 
1Cyy ACz 0 一 1 ET 0 
式 中 
Al 一 exp[jky (C — gi)d] 
Az = expljko (C— qz)d ] (10. 76) 
解 方 程式 (10. 75)， 得 到 
Ef, = 242 (1 — Cry)E!/A (10. 77) 
E®, =— 2a, (1 — Cy EL/A (10. 78) 
ER = (1 — Ca) (1 — Cy) Az — Ar EL/A (10. 79) 
Ez = 2a a2C( gn — q2) Ez/A (10. 80) 
式 中 
A = A2 (1 + Cay) A — Cay) — a1 C — Cay + Cayo) (10. 81) 


反射 功率 系数 p= | EL/EL|? X 
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1 


二 10. 82 
P T+ QG,a/(Ce — gi)csc(2rQgid,)) £ , 
式 中 
d= fH (10. 83) 
Àp 
__ Ze 
= Se (10. 84) 


fE LK, A, 是 相应 于 等 离子 体 频率 的 自由 空间 中 的 波长 ， 并 用 于 归 一 化 等 离子 体 平 
WHERE., RA., Ea 为 实数 的 范围 内 ， 有 
e= ITEFA’ E<a< o (10. 85) 
在 q 为 虚数 范围 内 ， 有 





e= Baka] 0<0< 芭 (10. 86) 
式 中 ，A 和 B 由 下 式 给 出 
A = 2xNgid, = 2r VEQ —1d, (10. 87) 
__ Cdd 4000 — D(C — 1) 
B= Ga gy (OR — 0 —Cy en 


功率 透射 系数 为 r 二 (1 一 po)， 并 由 下 式 给 出 : 


aa -去 


加 B 1 


由 式 (10. 85) AT A, p=0, RER sinA=0 或 者 
A=nx, n=0,1,2,.... (10. 91) 
还 存在 一 个 Q 的 值 ， 能 使 得 p= 二 0。 由 式 (10. 88) 可 知 ， 当 Ce, 二 qi t, B=, mih 
(10. 89) 可 知 ，r 二 1 A p 二 0。 这 对 应 于 一 个 频率 On, HH PRAM: 


(10. 92) 


很 容易 证 明 ， 对 于 p 波 ， 才 存在 Qs, H 
且 其 值 大 于 I/C。 事 实 上 ， 这 相当 于 布 儒 斯 
#44 (Brewster angle)", Kl 10.7 X Qs 随 
cos0s 的 变化 关系 曲线 ， 其 中 On Fe AB fig Bt 
特 角 。 

因此 ， 在 O>1/C 频带 中 ，p 随 等 离子 
体 平板 厚度 的 变化 而 振荡 。Stratton' 咎 讨论 
了 在 电介质 层 中 出 现 的 这 些 振 荡 ， 并 认为 是 
由 电介质 层 中 内 反射 波 的 干涉 所 引起 的 。 在 
等 离子 体 平 板 情况 中 ，p 随 着 人 射 波 频率 的 





变化 也 是 振荡 的 ， 因 为 在 这 个 范围 内 等 离子 Qs 

体 就 像 是 一 种 色散 电介质 。p 的 最 大 值 小 于 图 10.7 等 离子 体 媒 质 的 布 儒 斯 特 角 
等 于 1， 出 现在 当 0Q 满足 如 下 式 的 超越 方 

程 时 : 


tanA = fA (10. 93) 
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AH 





f= CA (A 一 1)(CC +2? RCR) 
(2C 0 一 2C20: 十 CC RAHE 一 2C20:) 
对 于 一 个 归 一 化 厚度 ,二 1.0 和 C=0.5(b 一 60?) 的 等 离子 体 平板 ， 图 10. 8 所 示 为 。 和 0Q 
的 关系 曲线 。 其 中 的 插图 表示 q 随 着 0 的 变化 情况 。 在 q 的 实数 区 间 内 ， 可 清晰 地 看 到 出 现 
T te. Heald 和 Wharton”! 4 H T EHA 1.0 
射 于 一 有 损耗 等 离子 体 平板 中 的 类 似 曲 线 ， 

但 使 用 了 对 于 入 射 波 量 归 一 化 的 参数 。 0.8 
在 图 10.8 H, 在 q 为 虚数 范围 内 ， 
p<z1 表 明 人 入射 波 被 全 反射 。 然 而 ， 我 们 将 s 
证 明 对 于 足够 薄 的 等 离子 体 平板 ， 存 在 着 

一 个 相当 大 的 功率 隧道 。 


10.5 “ 穿 过 等 离子 体 平板 的 功率 隧道 
在 Q<1/C 频带 内 ， 特 征 根 是 虚数 ， 00} 


(10. 94) 






i2 3456 


P Q 
: |…… 9 为 虚数 
: | 一 4 为 实数 





在 等 离子 体 中 激发 的 波 是 修 逝 波 。 人 射 波 。 “oo 
被 半 无 限 大 等 离子 体 平板 完全 地 反射 。 然 ”图 10.8 各 向 同性 等 离子 体 平板 (平行 极 化 ) 的 6 与 
而 ， 在 等 离子 体 平板 情况 中 ， 即 使 在 这 个 关系 曲线 


频带 中 ， 一 定数 量 的 功率 还 是 穿 过 等 离子 
体 平板 传输 。 可 以 证 明 ， 这 种 隧道 效应 是 由 正 向 波 的 电场 和 负 向 波 的 磁场 之 间 的 相互 作用 
所 引起 的 ， 反 之 亦 然 。 

以 上 所 述 ， 可 以 通过 计算 坡 印 亭 矢量 得 到 的 功率 流 来 给 出 解释 。 由 式 (10.77) 一 式 
(10. 81), 48]: 


E! = 2Ce,qiexp[jkoCd ]E}/ A (10. 95) 
Ef, = (qı + G@,) qexpLjkoqid ]E}/A (10. 96) 
E®, 一 一 (— gi + Œp )q expl- jkoqı d]E!/A (10. 97) 
式 中 
A = 2q, Cepcos(koqid) +j(gi + C’e2)sin(koqid) (10. 98) 


磁场 万 ?5 、 互 号 和 Hi 可 以 由 方程 式 (10. 65) 和 方程 式 (10. 73) 得 到 。 
计算 等 离子 体 波 的 坡 印 亭 矢量 的 = 分量， 可 以 求 出 穿 过 在 等 离子 体 中 与 分 界面 平行 的 
任意 平面 的 功率 。 有 如 下 结果 : 


S? = FRe[ (EL W + ELV) CHE VET + HY We )] (10. 99) 
将 上 式 展开 ， 可 得 
S!= L ReLER WH WE" 1+ SRAEL VEN WJ 


rs FRE WH we ] 十 FRe[ Es, WHY we] (10. 100) 


AP, WAY 由 式 (10.72) 给 出 。 现 在 ,讨论 在 qi 为 实数 a> 和 gi 为 虚数 A/C 
两 种 情况 下 ， 式 (10. 100) 右 边 四 项 中 每 一 项 的 贡献 。 应 该 注意 的 是 ， 第 二 项 与 第 三 项 的 贡 
献 是 由 正 向 波 和 负 向 波 中 场 之 间 的 相互 作用 所 产生 的 。 

情况 l: qı 为 实数 

容易 看 到 ， 因 为 第 二 项 和 第 三 项 相等 ， 但 符号 相反 ， 所 以 相互 作用 对 净 功 率 流 没有 贡 
献 。 第 一 项 和 第 四 项 之 和 等 于 (1/2)Re[ (EW) CHS") ], Hep wT 由 式 (10. 62) 给 出 。 
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因此 ， 穿 过 任意 与 等 离子 体 平板 分 界面 相 平行 平面 的 功率 ， 精 确 地 给 出 了 透 和 人 等 离子 体 平 
板 另 一 边 自 由 空间 中 的 功率 。 

情况 2: qi 为 虚数 

可 以 证 明 ， 第 一 项 和 第 四 项 都 为 零 。 这 是 因为 它们 的 电场 和 磁场 在 时 间 上 都 有 90 ”的 
相位 差 。 此 外 ， 第 二 项 和 第 三 项 相等 ， 都 等 于 (1/4)Re[ (ETT)(HI"Y¥ * )]。 因 此 ， 在 隧 
道 频带 (Q 二 1/C) 中 ， 功 率 流 完全 是 由 相互 作用 所 引起 的 。 

当 0Q==1 时 ，e, 二 0， 由 式 (10. 88) 可 得 B=0 但 A 关 0。 由 式 (10. 89) 可 得 ，r 王 0。 仅 对 
Fp., 才 会 出 现 这 种 情况 。 

4 0=1/C h}, A=0 H. B= 二 0。 取 极限 ， 可 以 得 到 此 时 的 功率 透射 系数 r: 

1 1 

e= Tse’ 1 一 蕊 (10. 101) 

图 10.9 和 图 10. 10 为 在 遂 隧 频带 内 ，r 随 Q 变化 的 数值 结果 。 在 图 10.9 中 ， 取 入 射 
角 为 60"， 给 出 了 在 不 同 d, 时 的 曲线 。 在 2=0 一 1 之 间 ， 存 在 一 个 透射 最 大 的 值 2 一 C。。 
透射 功率 的 最 大 值 随 心 增 大 而 减少 。 


1.0 


T. 





0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 “0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 
Q 


Q 
图 10.9 对 于 不 同 d,, Ze BRB HM CQ<1/C) ii 图 10. 10 对 于 不 同人 射 角 ， 在 隧道 频带 (QQ 二 1/ 
围 内 ， 各 向 同性 等 离子 体 平板 (平行 极 C) 范 围 内 ， 各 向 同性 等 离子 体 平板 ( 平 
化 ) 的 折射 功率 行 极 化 ) 的 折射 功率 
在 图 10. 10 中 ， 给 出 了 以 人 射 角 为 参数 时 rz 和 2 的 关系 曲线 。 可 以 看 到 ， 最 大 透射 功 
率 点 随 人 射 角 的 减 小 向 右 移 ， 并 当 OHO (垂直 人 射 ) 时 ， 与 aS 相 重 和 。 透 射 功 率 最 大 
值 随 着 0 的 增加 而 减少 。 出 现 透射 功率 最 大 值 的 点 就 是 如 下 超越 方程 的 解 : 
tanh|A|= f|A| (10. 102) 
Ah. f MA 分 别 由 式 (10. 94) 与 式 (10. 87) 给 出 。 实 际 上 ， 当 给 定 入 射 角 时 ， 由 实验 测量 
出 Cu， 我 们 就 可 以 计算 出 等 离子 体 频率 或 者 等 离子 体 平板 的 厚度 。 


10.6 非 均 匀 等 离子 体 平板 问题 


现在 ， 我 们 考虑 在 1 二 z<a WKH, e 是 z 的 函数 的 情况 。 为 了 简化 问题 并 且 重 点 
计 及 媒质 性 质 不 均匀 的 影响 ， 我们 考虑 垂直 入 射 的 情况 。 电 场 的 微分 方程 由 式 (10. 15) 给 
出 。 对 于 一 般 的 e,(z) 纵 断面 ， 不 能 精确 地 求解 这 个 方程 。 

然而 ， 对 于 某 些 特殊 问题 ， 可 以 得 到 用 特殊 函数 表示 的 精确 解 。 作 为 例子 ， 线 性 变化 
纵 断 面 问题 可 以 用 Airy 函数 来 求解 。 文 献 L[8] 和 [9] 给 出 了 e.(z) 电 介质 纵 断 面 的 这 种 解 ， 
文献 L2] 和 [10] 给 出 了 e,(z，w) 等 离子 体 纵 断 面 的 这 种 解 。Abramowitz 和 Stegun ™ 详细 
介绍 了 特殊 函数 。 

关于 非 均匀 媒质 问题 的 近似 解 有 大 量 文献 可 供 参 考 。 本 书 重点 介绍 如 下 几 种 方法 。 实 
际 的 纵 断 面 可 看 做 对 精确 解 已 知 的 某 一 纵 断 面 的 一 种 微 扰 。 这 种 微 扰 的 影响 可 以 通过 格林 
函数 来 计算 。 可 以 通过 对 一 个 阶 跃 纵 断 面 问题 进行 微 扰 ， 来 处 理 在 有 限 长 度 范围 内 快速 变 
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化 的 纵 断 面 问题 。 另 一 方面 ， 慢 速 变化 的 纵 断 面 问题 可 应 用 绝热 和 WKBJ 方法 来 处 理 。 电 
介质 纵 断 面 问题 的 例子 参见 文献 [1] 和 [8]， 等 离子 体 纵 断 面 问题 的 例子 参见 文献 [2] 和 
[10]j。 我 们 也 可 以 使 用 数值 近似 的 方法 ， 这 种 方法 在 求解 给 定 问 题 的 具体 数值 及 验证 从 物 
理 近 似 中 得 到 的 理论 结果 时 非常 有 用 。 后 续 章 节 将 会 讨论 时 域 纵 断 面 问题 。 


10.7 等 离子 体 层 的 周期 分 布 


下 面 考虑 非 均 匀 等 离子 体 媒质 中 的 一 种 特殊 情况 等 离子 体 媒质 是 周期 性 变化 的 。 让 
电介质 函数 为 


ep (ZwW) = ep (z + mL sw) (10. 103) 
式 中 ，m 是 一 个 整数 ,，L 是 空间 周期 。 如 果 m 是 定义 在 一 2 二 m 二 中 的 无 穷 个 整数 ， 那 
么 周期 性 媒质 的 分 布 将 是 无 界 的 。 对 于 无 限 大 周期 性 结构 问题 "22 ， 方 程式 (10. 15) 的 解 
将 会 使 得 电场 E(z) 与 电场 E(z 十 LL) 相差 一 个 常数 : 
E(z+L) = CE(z) (10. 104) 
复 常 数 C 可 写 为 
C = exp( 一 jBL) (10. 105) 
式 中 ，8 是 周期 性 媒质 的 复 传播 常数 。 因 此 ， 可 以 写 出 : 
E(z) = E,(z)exp(— jp) (10. 106) 
Hy st (10.106), AIG 
Elz +L) = E,(z+L)exp[— jkl + L)] (10. 107) 


同样 ， 由 式 (10. 104) 和 式 (10. 106), AY Al 
E(z+L) = E(z)exp(— jBL) = Es (z)exp(— jpz) exp(— jBL) 


= E,(z)exp(— j@(z+L)) (10. 108) 
根据 式 (10. 107) 和 式 (10. 108), ， 可 知 Es(z) 是 周期 性 变化 的 : 
E,(z+L) = E,(z) (10. 109) 


IR (10. 106) 称 作 Bloch 波 条 件 ， 其 中 Es(z) 是 周期 变化 性 的 。 这 个 周期 性 函数 可 展开 
为 健 里 叶 级 数 : 


E;(2) = >) A,exp(— j2mxz/L) (10. 110) 


更 一 一 co 


且 E(z) 可 写 为 
E(z) = >) A,exp[—j(B+ 2mn/L)z]= >) Anexp(— jnz) (10. 111) 


了 一 一 co 


式 中 
Bu = B+ 22H (10. 112) 
同时 考虑 正 向 和 负 向 行 波 ，E(z) 可 以 表示 为 中 
Bixd = W Api Red T Bapt is) 


(10. 113) 

接 下 来 ， 我 们 考虑 波 在 由 等 离子 体 层 和 自由 空 

间 交 和 替 分 布 的 周期 性 媒质 中 的 传播 问题 。 如 

图 10. 11 所 示 ， 与 文献 [12] 中 一 样 : 一 个 单元 由 自 i= 

由 空间 层 一 /过 xz 过 i 和 等 离子 体 层 1 二 z<! 十 4 组 成 ， ae 

等 离子 体 频 率 为 wo. PICKER L=2l+d. E 图 10.11 由 等 离子 体 层 组 成 的 无 界 
单元 中 的 电场 可 以 写 为 周期 媒质 中 的 单元 
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E(z) = Aexp(—j @z)+ Bexp (i ez), -igri (10. 114) 


E(z) = Cexp[— jn SC — D] + DexpLin Se], Zxz<il+d (10.115) 
AP, n 是 等 离子 体 介 质 的 折射 系数 : 


n= Je, = V1 — wolo (10. 116) 
HEAD FRE, HERAA H EER REA E 5 3E/dz 的 连续 性 条 件 : 
EW) = EQ) (10. 117) 
Ery =E (10. 118) 
Oz 
EU+d-) = E(+d+) (10. 119) 
Eata) = Euta) (10. 120) 
由 式 (10. 117) 和 式 (10. 118), ， 可 得 
Aexp(—j 21 )+ Bexp(j @ t)=C+D (10. 121) 
wy : W 
Aexp(—j 24 )-B exp (i 21)= a(C—D) (10. 122) 
因为 /十 d+ =—It +L, MCO. 104) 可 得 
EU +d) = E(— I++ L) = exp(— jgL) E(—I*) (10. 123) 


由 式 (10. 114) 、 式 (10. 115), 0. 119) A (10. 123)， 可 得 : 
Cexp(—in Ya)+ Dexp( in 2d) = exp( 一 jaL)| Aexp(—i < Bexp(j 1) Jao. 124) 
从 式 (10. 114), HA0. 115), HA0. 120) AM (10. 123), AW: 
—n @Cexp(—in Za )+ n © Dexp(jn 2a) 


= exp(— jpL)|—j 2Aexp(—* iol )+i “Bexp(i 21) | (10. 125) 


方程 式 (10. 121) 、 方 程式 (10. 122), FERON. 124) 和 方程 式 (10.125) 可 以 整理 为 矩 
阵 的 形式 : 


@ jul/e et iwt/e — Ï —1 A 
e wll mé, ejalyc a n B 
eile etiol/e 一 gilfl—nad/) etnwd/o | | C (10. 126) 
eiie 一 etHialfe gill —nad/e) gil a+ nad /c) D 


让 方程 式 (10. 126) 中方 阵 的 行列 式 等 于 零 ， 可 以 得 到 场 的 一 个 非 零 解 。 由 此 得 到 如 下 
色散 关系 


osL = cos 2S ons Zul L (n+ —)sin nwd sin Zul (10. 127) 
c € 2 C 
使 用 参考 值 Br: 和 w = Bc = 2xc/A, 可 以 研究 上 述 方程 的 解 。 因此 ， 方程 式 (10， 127) 
的 归 一 化 形式 可 写 为 


cos( Ê ox) — 


es os(7® ond). 


Wr r 


A A ("+ sin CE a ES 


(10. 128) 
图 10. 12 所 示 为 w/w: 和 B/B. 的 关系 曲线 ， 参 数 取 值 为 : L=0. 64,,， d=0. 2A; 和 w p= 
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1. 2w-。 我 们 看 到 ， 在 频带 0<w/w: <0. 611 中 波 是 修 逝 波 。 这 个 阻 带 是 由 于 层 结 构 中 的 等 
离子 体 介 质 产 生 的 。 如 果 在 层 结 构 中 都 是 电介质 层 ， 就 不 会 出 现 这 个 阻 带 。 在 频带 
0. 877<w/w,<1. 225 中 又 存在 一 个 阻 带 。 这 条 阻 带 的 出 现 是 由 于 媒质 的 周期 特性 所 引起 
的 。 周 期 性 电介质 层 确 实 会 呈现 出 这 样 的 禁 带 。 在 光学 中 用 这 一 原理 来 构造 具有 极 大 反射 
比 的 布拉格 反射 器 (Bragg reflector)’, Al 10. 13 为 折射 系数 n=1.8 时 的 电介质 层 的 oP 


的 关系 曲线 。 在 这 种 情况 下 ， 第 一 个 阻 带 是 0. 587<"* <0. 779。 





0 
(2L/2, iB, 
Æ 10.12 24 d=0.24,, L=0.6, 时 ， 周 期 等 离子 体 媒质 的 色散 关系 式 





0 
(2LIA,) BIB, 
10.13 34 d=0. 2à,, L=0. 64; 时 ， 周 期 电介质 层 的 色散 关系 式 。 电 介质 层 的 折射 系数 是 1. 8 


10.8 表面 波 


让 我 们 返回 来 一 点 ， 考 虑 p 波 斜 人 射 到 半 无 限 空 间 中 的 等 离子 体 。 这 种 情况 下 ， 在 半 
无 限 空间 中 的 等 离子 体内 只 能 激 起 外 向 波 。 方 程式 (10.75) 变 为 


| Teele (10. 129) 
Cys 1 E® 1 


给 定 和 人 射 波 的 电场 ， 由 方程 式 (10. 129) 可 以 解 出 反射 波 和 等 离子 体 空间 中 波 的 电场 。 
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WR EL 是 零 ( 没 有 入 射 波 )， 我 们 期 望 得 到 Ex 一 Er 一 0。 通 常 这 个 结论 是 正确 的 ， 但 有 一 
个 例外 。 当 方程 式 (10. 129) 中 左边 方 阵 的 行列 式 为 零 时 ， 会 出 现 这 个 例外 。 在 这 种 情况 
下 ， 即 使 E 是 零 ，Ez 和 Ez 也 可 能 不 为 零 ， 这 表明 即使 不 存在 人 射 场 ， 在 自由 空间 中 都 
有 可 能 存在 场 量 。 对 于 这 个 例外 的 特 解 ， 反射 系数 是 无 穷 大 ， 也 就 是 说 ET AO, (Akt E =0. 
这 个 解 是 一 个 特征 解 ， 它 给 出 了 表面 等 离子 体 的 色散 关系 。 由 式 (10. 73) 和 式 (10. 129)， 得 到 
的 色散 关系 为 





IFO = AE (10. 130) 
如 果 注 意 到 
hog. = VBe — ke (10. 131) 
Al | 
RC = ki — k (10. 132) 
式 中 
有 = 2 C10. 133) 
C 
kz = koS (10. 134) 
那么 ， 色 散 关 系 可 以 写 为 
k aie (10. 135) 
在 z>0 和 zx<0 时 ， 指 数 因子 可 以 分 别 写 为 
yg 一 exp[ 一 这 -zz 一 jgz]， z>0 (10. 136) 
y? = exp[—jk.x +jkoCz], z<0 (10. 137) 
可 以 证 明 ，A&z 是 一 个 实数 ， 且 有 
ai = jkon (10. 138) 
All 
az = jkoC = j/k — RE (10. 139) 
都 是 正 实数 ， 如 果 
e, <—1 (10. 140) 
当 方 程式 (10. 140) 得 到 满足 时 ， 有 
f= exp( 一 alz)exp( 一 jRz)， z>0 (10. 141) 
g? = exp(a,z)exp(—jk.z), z=0 (10. 142) 


A, a 和 az 都 是 正 实 数 。 式 (10. 141) 和 式 (10. 142) 表 明 ， 波 沿 着 表面 传播 ， 但 在 垂直 
于 表面 的 方向 衰减 。 由 于 这 个 原因 ， 波 称 作 表面 波 。 在 等 离子 体 中 ， 当 w<<w/V2 时 ，e 
将 小 于 一 1。 因 此 ， 在 自由 空间 和 等 离子 体 介质 的 分 界面 上 可 以 传播 一 个 表面 波 。 

如 果 定 义 表面 模式 的 折射 系数 为 x， 也 就 是 说 ， 


n= £k, (10. 143) 
w 
那么 ， 式 (10. 135) 可 以 写 为 
fo et NN pet (10. 144) 
(a4) 


4 0<w<ws/V2 时 ，n 是 实数 ， 表 面 波 能 够 传播 。 在 这 个 w TAA, MERR e<l. 
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表面 波 模式 在 文献 中 称 为 法 诺 模 式 (Fano mode)03 ， 也 称 为 非 辐 射 表 面 等 离子 体 。 在 区 间 
1<Q<co, n? 是 正 的 且 小 于 0.5。 然 而 ， 由 式 (10. 138) 和 式 (10.139) 得 到 的 a 值 是 虚 
数 。 在 这 种 情况 下 ， 波 不 再 被 束缚 在 分 界面 上 ， 这 种 模式 ( 称 为 布 侍 斯 特 模式 ) 是 辐射 模 
式 ， 称 为 辐射 表面 等 离子 体 。 图 10. 14 画 出 了 e,(w) 和 x (w) 的 关系 曲线 。 另 一 种 方法 是 画 
出 Q-K 图 ， 其 中 0Q 和 分 别 是 归 一 化 的 
频率 与 波 数 ， 分 别 为 

Q (10. 145) 


Ke L =n (10. 146) 
ASK (10. 143) AR (10. 144), 可 以 
得 到 如 下 关系 : 
ope (2? —1) 
K! = n = = 
(10. 147) 
法 诺 模式 是 一 种 称 为 表面 等 离子 体 的 
表面 波 ， 当 w<w/V2 时 存在 。 表 面 模式 没 
有 低频 截止 区 。 它 由 一 个 开放 边界 结构 所 
导 引 。 它 的 相 速 度 小 于 光速 。 特 征 值 谱 是 
连续 的 。 这 与 导体 波导 的 特征 值 谱 不 同 ， 
导体 波导 在 给 定 频率 下 具有 无 限 个 离散 的 
传播 模式 。 
应 用 光子 (电磁 光波 ， 见 附录 10B) 来 激 
发 表面 等 离子 体会 遇 到 一 个 困难 ， 就 是 由 于 
法 诺 模式 的 色散 关系 位 于 光线 O= K 的 右边 
( 见 图 10.15)。 对 于 一 个 给 定 的 光子 能 量 tw, 
波 矢量 为 w/c。 为 了 将 光子 转化 为 表面 等 离子 
体 ， 必 须 使 w/c 增加 一 个 值 Ak. = (w,/ AK. 
常用 于 激发 表面 等 离子 体 的 两 种 技术 是 光栅 
耦合 器 和 训 减 全 反射 (ATR ) 法 。 文 献 [13] 和 
[14] 对 表面 等 离子 体 进行 了 全 面 的 介绍 。 
图 10. 15 所 示 为 Q-K AB. 
表面 波 也 可 以 存在 于 电介质 与 等 离子 体 
平板 的 分 界面 上 ， 或 者 电介质 与 等 离子 体 圆 
柱 的 分 界面 上 。 文 献 L[15] 介 绍 了 气体 放电 等 
离子 体 中 表面 波 的 理论 。Kalluri 应 用 这 一 理论 分 析 了 等 离子 体 羽 衣 产 生 反 向 散射 的 可 能 性 ， 详 
细 请 参见 附录 10A。Moissan 等 中 利用 Surfatron 的 装置 中 的 表面 等 离子 体 实现 了 等 离子 体 发 生 
器 。 它 在 微波 频率 段 能 高 效 发 射 可 以 产生 等 离子 体 的 表面 等 离子 体 激 元 。 


10.9 半空 间 等 离子 体 的 暂 态 响应 


通过 求 出 等 离子 体 对 一 个 时 谐 波 的 响应 ， 可 以 得 到 有 界 半 空间 中 紧 束缚 等 离子 体 对 暂 态 
脉冲 的 反射 。 例 如 ， 如 果 R(jw) 是 反射 系数 ， 就 可 以 得 到 脉冲 平面 波 e (2 的 响应 9 。 
让 e (一 5(0) 为 在 * 一 0 处 脉冲 平面 波 的 电场 。 它 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
E, (s) = LLe.(t)] = L8] = 1 (10. 148) 





图 10.15 表面 等 离子 体 模式 的 Q-K 
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如 果 反 射 场 是 指 在 分 界面 ce OMAN ME, BACH AS hit eR E,(s) 由 下 式 给 出 


E.G) = RWE = RW (10. 149) 
sth, FA s SRR Go) PH jo 得 到 RG(s)， 由 RCs) 的 道 拉 普 拉 斯 变换 得 到 e (2): 
zD = LD = sol" ROe"ds (10. 150) 
27] a, tice 
为 了 进行 数值 计算 ， 式 (10. 150) 可 以 解析 地 修正 为 "3 
T — 2 |" Re[io]cosordo (10. 151) 


在 上 式 中 ， 假 定 <0 时 e (2) =0, Re 表示 取 实 部 。 
10.9.1 各 向 同性 等 离子 体 半空 间 中 的 s 波 
考虑 s 波 斜 人 射 的 情况 。 可 以 证 明 5259 ， 有 
jwC —j’oC 十 吧 





jw) = 1 
R, Ga) = Barer pt (10. 152) 
ay N 2 \+72 
R,(s) = [eC ron ET (10. 153a) 
Wpl 
式 中 
Wil = T (10. 153b) 
C = cos (10. 153c) 
0 是 入 射 角 。 由 拉 普 拉 斯 变换 表 5] ， 可 以 查 得 
2 
Alt? +094 sj = wy Coe), o> 0 (10. 154) 
因此 ， 可 以 得 到 方程 式 (10. 153) MBAR. GER HW 
i — 2 y, (wet 
arel) = zP e ) (10. 155) 


图 10. 16 所 示 为 不 同人 射 角 时 的 脉冲 响应 。 色 散 的 影响 清晰 可 见 。 入 射 角 对 响应 的 振 
荡 周 期 和 幅 值 都 有 可 以 看 得 到 的 影响 。 可 以 看 到 ， 随 着 人 射 角 减 小 (或 是 C 增 大 )， 响 应 的 
幅 值 (特别 是 在 早期 ) 减 小 ， 但 振荡 周期 增 大 。 当 C 二 0.4 时 ，ReLR(Q)] 随 Q 二 w/w 的 变化 
曲线 如 图 10. 16 YP NARRAR.. 





aeee, 


searah” 


脉冲 响应 (wsie, (1) 


Re[R(Q)] 与 8 的 关系 (C=0.4) 


10.16 各 向 同性 等 离子 半空 间 对 s 波 入 射 的 脉冲 响应 
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10.9.2 ”包含 等 离子 体 平板 的 几 种 其 他 情况 的 脉冲 响应 


参考 文献 [18 一 26] 及 这 些 文献 引用 的 参考 材料 提供 了 关于 这 个 专题 的 补充 文献 。 


10.10 JN” 


这 个 专题 涉及 通过 平衡 两 个 会 产生 非 期 望 效应 的 复杂 性 的 作用 来 实现 所 期 望 的 电磁 波 变 
换 。 非 线性 媒质 复杂 性 引起 波 的 破碎 与 色散 引起 波 的 伸张 之 间 的 平衡 过 程 ， 就 会 产生 一 个 孤 波 。 


Hirose 和 Longren'” 用 传输 线 模 拟 解释 了 色散 和 非 线 性 这 两 个 复杂 性 影响 之 间 的 平衡 。 
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第 ]] 章 
空间 色散 和 热 等 离子 体 * 


第 10 章 讨 论 了 波 在 各 向 同性 冷 等 离子 体 中 的 传播 ， 重 点 强调 了 色散 的 影响 ， 更 确切 
地 说 是 时 间 色 散 。 在 文献 中 ， 冷 等 离子 体 有 时 称 为 “ 温 等 离子 体 ”"n'。 热 等 离子 体 的 介 电 
常数 不 仅 是 频率 w 的 函数 ,还 是 波 数 的 函数 。 由 于 这 个 原因 ， 热 等 离子 体 可 以 说 既是 空 
间 色 散 的 又 是 时 间 色 散 的 "~ 。 在 光 频 段 ， 金 属 可 以 看 成 一 种 热 等 离子 体 ””， 费 米 速度 即 
热 等 离子 体 中 的 热 速 度 。 据 说 基于 冷 等 离子 体 的 模型 表示 局 域 光 学 ， 而 热 等 离子 体 模型 则 
表示 非 局 域 光 学 。11. 7 节 给 出 了 用 于 描述 等 离子 体 状 态 的 技术 名 词 的 一 些 基 本 解释 ， 参 
考 文献 解释 了 更 加 深入 的 含义 。 


11.1 可 压缩 气体 中 的 波 


可 压缩 气体 满足 状态 方程 
P= ksNT (11.1) 
式 中 ，P 是 压强 ，N Seo F BE. Tm, ke 是 玻 尔 效 曼 常数 (1. 38X10 “J]/K)。 


令 


P=P,+p (11, 2) 
N=N,+n (11. 3) 
标 有 下 标 0 的 变量 表示 平均 值 ， 小 写字 母 则 表示 交流 值 。 
对 于 一 个 等 温 过 程 (T 为 常数 ) ， 由 式 (11.1) 一 式 (11. 3) ， 可 得 
Py = kp NoT 
p = ksnT 
对 于 声波 ， 采 用 无 热 传 递 的 绝热 过 程 比 较 合 适 ; PAN 满足 关系 式 
p ees" (11. 4) 
式 中 ， y 是 热 容 比 。 
y 的 值 取决 于 气体 的 类 型 ( 单 原 子 的 、 双 原子 的 、 或 多 原子 的 ) 。 对 于 一 维 等 离子 体 问 
题 ， 取 y= 是 合适 的 。 
由 式 (11. 2) 一 式 (11.4)， 有 


p = yeanT (11. 5) 
流体 动力 学 方程 (Navier- Stokes Jy #2) Æ: 
d? 1 
a N (11. 6) 
式 中 ，m 是 微粒 的 质量 。 
连续 性 方程 为 
V+ [Nv] +2 =0 (11.7) 


在 可 压缩 气体 中 ， 方 程式 (11. 6) 的 右边 不 为 零 。 


O 第 11 章 的 附录 参见 附录 11A 一 11C。 
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对 于 小 信和 号 交流 情况 ， 经 过 线性 化 处 理 后 ， 式 (11. 6) 和 式 (11.7) 可 近似 为 








mir =~ VP : (11. 8) 
—— On 
No Ve v= 3 (11. 9) 
对 式 (11. 8) 两 边 取 散 度 ， 得 到 
A(V. v) Vp 
= NGA (11. 10) 
由 式 (11. 9) 和 式 (11. 5)， 得 到 
. 一 一 1 op 
V. v NAT Be (11.11) 
将 式 (11. 11) 代 入 式 (11. 10) 中 ， 得 到 压强 的 波动 方程 
sl Fp 
vii = 0 (11. 12) 
式 中 ， 声 速 a 为 
a= (Wa (11. 13) 
m 


11.2 热 等 离子 体 中 的 波 


我 们 考虑 在 气体 中 有 带电 粒子 分 布 的 情况 。 第 10 章 讨 论 了 自由 电子 气体 ， 它 称 为 冷 
等 离子 体 ， 受 力 方程 基于 洛 伦 效力 
m $ =— gE (11. 14) 
在 冷 等 离子 体 中 ， 我 们 忽略 了 式 (11.6) 右 端的 项 ， 假 设 它 与 洛 伦 兹 力 相 比 可 忽略 不 
计 。 只 要 气体 温度 很 低 且 认为 气体 不 可 压缩 ， 这 个 假设 就 是 成 立 的 。 在 热 等 离子 体 中 ， R 
们 考虑 压强 梯度 对 力 的 贡献 ， 并 将 方程 式 (11. 6) 修 正 为 


dv _ ae 
m = — gt — = Vp (11. 15) 
取 式 (11. 15) 的 散 度 ( 取 近似 d/di 一 8/32)， 
DCV。 v) a ö me's 2 
oe glv. E) =Ñ VP (11. 16) 
将 式 (11. 11) 代 入 式 (11. 16) 中 ， 得 到 压强 的 波动 方程 
ral Op .Fp 
Vp (11.17) 
利用 麦克 斯 韦 方程 ， 可 以 消去 式 (11. 17) PHASE 
VX H =e, E L Nago (11. 18) 
0 =V. (VX H) = & oe = Ki, oro aad 
_ (V° E) q_ op 
oe ot ykaT ot 
万 二 9 SP 
E= ra (11. 19) 
Nog E Nog? m 








Moe ~ Jka Tes meo YkaT 


2 
Nog V- E = p 
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因此 ， 在 热 等 离子 体 中 ， 压 强 变量 p 的 波动 方程 为 


为 了 得 到 电场 的 波动 方程 ， 我 们 应 用 麦克 斯 韦 方程 
y =n oH 
VXE=— S (11. 21) 
方程 两 边 取 旋 度 : 
VX VX E =— po ows m 
由 式 (11. 18) ， 得 到 
a/. ƏE 
VX VX E =— po S (eo Sr — Now) 


由 式 (11. 15) ， 可 得 
E q 1 — 
— VX VX E — peo SF + Nomoa(— 2E T Nom Vp) =g 





2 —_ 
一 VX VX E— = SF — poesahE + 24 Vp =0 


2 
利用 式 (11. 19) 消 去 上 式 中 的 p， 有 
-vx vx E- 3, SE -r+ et (Nesey. E) =0 
经 过 化 简 ， 得 到 EE 的 波动 方程 为 
一 VX vx E- 4 SE E+ uea Vv(V. E) =0 (11. 22) 
WR a=0 代入 式 (11. 22) 中 ， 就 能 得 到 冷 等 离子 体 中 E 的 波动 方程 


2 
—V(V. E)+ViE— = S77—2E=0 
C C 


对 于 均匀 冷 等 离子 体 ( 不 可 压缩 气体 )， 由 于 p=0 且 V， EF 二 0， 因 此 得 到 
E-l 9E_ WE 0 (11. 23) 
c ot c 

对 于 一 个 相位 因子 为 ee * WAR. REAAL 22) 的 解 。 注 意 ， 对 于 这 样 一 
个 相位 因子 ，V 可 以 用 (一 jr) 来 替换 ， 方 程式 (11. 22) 变 为 


2 2 2 
—(—jk) X (~ jk) XE+SE—%E+"4(— jk) (— jk + E) 一 0 
C C C 





2 2 2 
kX kX E+ SE—E— kk + E) =0 (11. 24) 
ACA KXkKXE=k(k+ E)—2#E, FRU UR. 24) 写 为 
a? w, 
kk. D(1-%4)-[¥-#(1-2)]E=0 (11. 25) 


方程 式 (11. 24) AUNAREN EA E 的 波动 方程 ， 其 中 ， 五 | RAF k HAE, El 
是 垂直 于 大 的 分 量 。 
对 于 平行 分 量 Kk: E=kE,, & 


WE, (1—%) —[# -a (1- $) Jey =0 
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egte 48) =i) 


k A — lwla) _w — We 


k =k s (11. 26) 








a/e a 
4 
tə (11. 27) 
Cc 
2 
we x (11. 28) 
@ 
于 是 ， 有 
B= ki 4 (11. 29) 
由 式 (11. 21) ， 得 到 
n=—-kxE (11. 30) 
Low 
在 这 种 情况 下 ， 因 为 k 和 E 是 平行 的 ， 所 以 有 
H=0 (11. 31) 


现在 所 讨论 的 平行 模式 在 波 传播 方向 上 存在 一 个 电场 分 量 且 磁 场 为 零 。 它 也 称 为 一 种 
电子 等 离子 体 波 。 像 声波 一 样 ， 它 是 一 种 可 以 通过 带电 可 压缩 流体 的 压力 来 修正 的 声波 。 
它 的 相 速 度 为 


AET. 4 -,-—_. (11. 32) 


电子 等 离子 体 波 的 w-k 图 如 图 11. 1 所 示 。 

注意 ， 在 冷 等 离子 体 近 似 中 ， 相 速度 a 可 以 忽略 
不 计 ， 电 子 等 离子 体 波 在 等 离子 体 频率 为 o 时 变 成 一 
个 等 离子 体 振荡 。 电 子 等 离子 体 波 的 一 种 简单 解释 就 
是 ， 当 等 离子 体 被 看 成 热 等 离子 体 时 ， 等 离子 体 振荡 
就 变 成 一 种 纵向 电子 等 离子 体 波 。 

L4or>w 时 ， 电 子 等 离子 体 波 才能 够 传播 。 当 
w<awp 时 ， 波 是 修 逝 波 。 现 在 ， 我 们 考察 当 五 垂直 于 大 图 11.1 电子 等 离子 体 波 的 wk 图 
时 波 的 传播 。 

由 式 (11. 24) ， 可 得 





2 
[e — 4 (1-2) JE, =0 (11. 33) 


k? =#(1-%) (11. 34) 


RAL 34) 与 第 10 章 讨论 的 各 向 同性 冷 等 离子 体 的 色散 关系 相同 。 由 式 (11. 30)， 可 
以 得 到 互 , ， 这 个 结果 表明 : 


E, =H, (11. 35) 
式 中 
(11. 36) 
k- JX 


尽管 电子 等 离子 体 波 和 TEM 波 能 独立 存在 于 一 个 无 限 大 热 等 离子 体 中 ， 但 是 这 两 个 
波 在 有 界 热 等 离子 体 中 的 幅 值 却 必须 由 边界 条 件 确定 。 
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11.3 有 损 热 等 离子 体 的 本 构 关 系 
对 于 有 损 热 等 离子 体 ， 式 (11. 15) 将 被 修正 为 如 下 形式 
m $2 + mv =— gE — $ Vp (11. 37) 
因为 


J =—Noq (11. 38) 
式 (11. 37) 可 以 写 为 (用 一 Nog/m 乘 以 方程 式 (11. 37) 的 两 边 ) 
H+ =e E+ Š Vp 
Vp =rkgT Vn 
因为 


€0 V. E =p, =—qn 


Vn 一 一 V(V+ E) 


Vp =— yks THE vO E) 


4 yp 一 一 ates Tex V(V+ E) =— sa? V(V. E) 
所 以 ， 本 构 关 系 为 
Wy = eas E — ea? VV E) (11. 39) 
利用 式 (11. 39) 和 如 下 式 所 示 的 麦克 斯 韦 方 程 ， 可 以 将 热 等 离子 体 模拟 为 电介质 
VXH=J+e 2 (11. 40) 


如 果 在 空间 和 时 间 中 都 是 时 谐 变 化 ew“*”， 则 方程 式 (11. 39) 变 为 
j(w+ v)J = evw,E — eva? (— jk) (— jk + E) 


因为 

J=] +J (以 天 为 参考 ) 

E =E; +E, 
Gw +vJ =eows El 十 soa2zR1 E (11. 41) 
(jw 十 由 J  =&w E, +0 (11. 42) 
(WX, =J + jwt E = (2 + joe) EL 

jw +v 
(V X H) =jwe,; EL (11. 43) 
式 中 
el = 1— (11. 44) 


下 面 我 们 来 推导 ol 的 表达 式 。 
从 式 (11. 41)， 可 得 














a’ ki 
J, = = a | 二 ety 
e El ae as ye I jwe E I] 


(VX A), =jwece, Ey (11. 45) 
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式 中 


2 
Wp a’ ki 


el 一 1 一 a > (11. 46) 
ww jy) wlw — jv) 
如 果 我 们 忽视 碰撞 ， 那 么 有 


to) =1— 
HRAL 26) 来 替换 Al ， 我 们 得 到 
spll 一 0 (11. 48) 
即便 计 及 碰撞 ， 这 个 结果 也 是 成 立 的 。 
方程 式 (11. 47) 中 隐 含 着 ， 即 使 DI 二 0，EI 也 可 能 是 非 零 的 。 
AARAL 47)， 就 可 以 得 到 色散 关系 式 (11. 26) 和 ok 关系 图 11. 1。 


11.4 无 损 热 等 离子 体 的 电介质 模型 
如 果 把 热 等 离子 体 看 成 一 种 电介质 媒质 ， 那 么 可 以 写 出 麦克 斯 韦 方程 和 如 下 本 构 关系 





wp Haki (11. 47) 
w ' 


vx BE =— 3 (11. 49) 
vx H =— 20 (11. 50) 
V+ D=0 (11.51) 
Vs B=0 (11. 52) 
B =H (11. 53) 
D=pt,*E (11. 54) 
0 
a a | (11. 55) 
0 epll 
式 中 
2 
Epl a (11. 56) 
_ ws 
Ep|| “a (11. 57) 


注意 ， 当 el = 二 0 时 ， 方 程式 (11. 47) 和 式 (11. 57) 是 一 样 的 。 


11.5 有 损 热 等 离子 体 的 导体 模型 


如 果 把 有 损 热 等 离子 体 看 成 一 种 导体 媒质 ， 那 么 可 以 写 出 麦克 斯 韦 方 程 和 如 下 本 构 
关系 


—— „ ƏH 
VX E =— p 2 (11. 58) 
VX H =J +e 2 (11. 59) 
V. H =0 (11. 60) 
Jay =e E= ed VV- E) (11. 61) 
e V+ E =p (11. 62) 
p =— qn (11. 63) 


Vp =ykT Vn (11. 64) 
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在 式 (11. 62) 和 式 (11. 63) 中 ，o 是 电荷 体 密 度 。 
对 于 时 谐 场 ， 方 程式 (11. 61) 可 以 写 为 
=F- E (11. 65) 


5 is 7 | (11. 66) 
s = . 
0 oy 


2 
Wp 








ol 一 一 je (11. 67) 
w— jy 
. we 
a = 11. 68 
ai Joes wlw — jv) — ak $ ( ) 
注意 
人 =+ (11. 69) 


我 们 可 以 由 可 得 到 电导 率 张 量 5， 反 之 亦 然 。 
11.6 空间 色散 和 非 局 域 金属 光学 
热 等 离子 体 中 的 纵向 波 的 色散 关系 式 为 


Ep|| 二 0 二 1 一 


wlw — jy)—a’k’ 
其 wk 的 关系 图 如 图 11. 1 所 示 。 从 下 式 的 意义 上 来 看 ， 

Ep|| = Epl (wsk) Cl; 71) 
热 等 离子 体 在 空间 和 时 间 上 都 是 色散 的 。 

在 8.3 节 中 ， 我们 把 纯 金 属 ( 比 如 钠 ) 模 拟 为 一 种 有 损 等 离子 体 。 对 于 钠 来 说 ， 其 典型 
值 是 wp =8. 2X10 rad/s 和 w/w 二 3X10“，。 等 离子 体 频 率 在 光 频 范围 内 。 由 于 金属 中 电 
子 密度 很 高 ， 可 以 证 明 称 为 费 米 速度 的 参数 vi 在 把 金属 模拟 为 等 离子 体 时 也 很 重要 站。 对 
于 钠 ，v 的 典型 值 是 w 王 9.8X10'm/s。 费 米 速度 vu 就 相当 于 热 等 离子 体 中 的 声速 。 因 
此 ， 在 等 离子 体 频率 附近 ， 为 研究 金属 薄膜 与 光波 的 相互 作用 就 需要 将 金属 模拟 为 一 种 热 
等 离子 体 。 热 等 离子 体 模 型 考虑 了 当 人 射 波 是 p 波 时 ， 由 金属 中 的 电子 等 离子 体 波 激发 而 
产生 的 空间 色散 效应 。 空 间 色散 具有 重要 的 影响 ， 关 于 空间 色散 效应 的 研究 属于 非 局 域 光 
学 的 研究 范畴 ， 它 与 局 域 光 学 ( 菲 涅 尔 光 学 ) 不 同 。Forstmann 和 Gerhardts 给 出 了 热 等 离 
子 体 模型 在 非 局 域 光 学 中 应 用 的 详细 解释 。 


11.7 等 离子 态 的 技术 定义 


前 面 已 经 给 出 了 等 离子 体 媒 质 的 一 种 不 精确 的 定义 ， 将 它 定义 为 一 种 具有 正 离子 和 电子 
的 电 中 性 电离 媒质 。 我 们 还 使 用 了 冷 等 离子 体 和 热 等 离子 体 等 名 词 。 当 阅读 有 关 等 离子 体 科 
学 的 书籍 时 ， 我 们 还 会 看 到 一 些 名 词 ， 比 如 ， 集 体 行为 、 温 等 离子 体 、 热 等 离子 体 、 非 中 性 
等 离子 体 、 德 拜 长 度 和 等 离子 体 壳 层 等 。 这 一 节 主 要 定量 地 解释 在 8.3 节 、8.4 节 、 第 10 章 
和 本 章 中 所 出 现 的 各 种 名 词 。 假 设 是 具有 一 个 自由 度 的 一 维 电子 -质子 等 离子 体 ，。 
11.7.1 温 等 离子 体 


在 冷 等 离子 体 中 ， 我 们 忽略 了 温度 的 效应 。 热 速度 wa 和 温度 工 之 间 的 关系 为 
dmv = koT (11. 72) 


式 (11.72) 的 右边 是 一 电子 伏 (eV) 的 一 半 ， 如 果 代 入 玻 尔 兹 曼 常 数 ks ， 得 到 等 效 关 
系 式 


(11. 70) 


leV = 11 000K C1173) 
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在 将 麦克 斯 韦 方程 组 和 受 力 方程 线性 化 时 ,假设 电子 速度 v 相对 于 Vu 很 小 。 冷 等 离 
子 体 近似 忽略 了 空间 色散 效应 ， 如 果 Vs 小 于 波 的 相 速 度 Vp, 一 w/&， 这 将 是 一 种 有 效 的 近 
似 。 因 此 ， 冷 等 离子 体 近似 是 有 效 的 ， 如 果 ” 

v<Vin< Vien (11. 74) 

这 样 一 来 ， 将 冷 等 离子 体 称 为 温 等 离子 体 就 暗含 着 VKV a o 

如 果 在 某 一 温度 下 Vu 近似 地 等 于 电子 等 离子 体 波 的 Vp,。， 那 么 称 这 种 等 离子 体 为 热 等 
离子 体 。 
11.7.2 德 拜 长 度 、 集 体 行为 和 整体 电 中 性 


等 离子 体 媒质 可 以 屏蔽 媒质 中 剩余 的 场 。 一 个 称 为 “ 德 拜 长 度 ”p 的 特征 距离 是 长 度 尺 
度 参数 ， 它 保证 了 对 等 离子 体 中 剩余 电场 的 屏蔽 "" 。 德 拜 长 度 取决 于 温度 和 电子 密度 ， 由 
下 式 给 出 








k T 1/2 a 
An =( = (11. 75) 
( Na ) VYws 
N 1/2 
dv =69( =) (11. 76) 
FY PAGE BA"), SES AA HP Fl A A @ 将 作 如 下 指数 衰减 
@ — Dye 1) (11. 77) 


4|z|>5rn 时 ，B 二 Boe“ 守 0， 因 此 剩余 电位 在 大 约 五 倍 o 的 范围 内 被 屏蔽 掉 了 。 

如 果 等 离子 体系 统 的 尺寸 工 远 大 于 Xp， 等 离子 体 聚 集 的 体积 中 是 电 中 性 的 ， 也 就 是 
说 ， 在 宏观 体积 内 净 电 荷 为 零 

N.ON;, ON (11. 78) 

fEX 11.73), N 为 离子 密度 ，N 通常 指 等 离子 体 密度 。 在 词语 “中 性 ”前 面 的 限定 
词 “整体 ”用 来 表明 等 离子 体 没 有 完全 中 性 地 去 抵消 全 部 有 关 的 电磁 力 。 因 为 电 库 仑 力 与 距 
离 的 平方 成 反比 ， 这 种 屏蔽 是 可 能 的 。 与 其 他 短程 力 相 比 ， 我 们 认为 这 个 力 是 长 程 力 。 如 
果 假 设 电 子 是 一 个 点 电荷 ， 那 么 在 体积 (4x/3)A3 中 的 电荷 集体 屏蔽 了 这 个 电子 的 效应 。 
与 单 粒子 之 间 的 碰撞 不 同 ， 正 是 这 种 集体 行为 控制 着 带电 粒子 的 运动 。 只 有 当 德 拜 体积 中 
粒子 密度 足够 大 时 ， 集 体 行为 才 会 发 生 。 


11.7.3 非 中 性 等 离子 体 


在 速 调 管 的 电子 束 或 回旋 加 速 器 的 质子 束 中 ， 都 可 以 产生 修正 形式 的 德 拜 屏蔽 现象 。 
这 些 都 不 是 严格 意义 上 的 等 离子 体 ， 但 因为 它们 也 使 用 了 集体 行为 和 屏蔽 的 概念 ， 并 且 使 
用 了 等 离子 物理 中 的 数学 分 析 工 具 ， 所 以 称 它们 为 非 中 性 等 离子 体 "”。 
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第 ] 2 章 
各 向 异性 媒质 和 磁 等 离子 体 中 的 波 


12.1 51 


处 于 恒定 磁场 中 的 等 离子 体 媒 质 表 现 得 就 像 是 一 种 各 向 异性 的 电介质 。 因 此 ， 电 磁 波 
传播 的 规律 与 晶体 中 光波 传播 的 规律 一 样 。 另 外 ， 当 然 必 须 考 虑 等 离子 体 媒质 的 色散 
性 质 。 

磁 离 子 理论 中 主要 研究 在 各 向 异性 冷 等 离子 体 中 任意 极 化 平面 波 的 传播 问题 ， 其 中 
波 的 相位 传播 方向 与 恒定 磁场 方向 成 任意 角度 。 当 波 在 这 样 的 媒质 中 传播 时 ， 极 化 状态 会 
连续 地 变化 。 然 而 ， 也 存在 某 些 特定 的 标准 传播 模式 ， 波 的 极 化 状态 是 不 变 的 。 当 相位 传 
播 方向 沿 恒定 磁场 方向 时 ， 左 旋 圆 极 化 波 (L 波 ) 或 右 旋 圆 极 化 波 (R 波 ) 都 是 标准 模式 。 这 
种 传播 称 为 纵向 传播 。 寻 常 波 (O 波 ) 和 非 寻 常 波 (X 波 ) 都 是 横向 传播 的 标准 模式 。12. 3 一 
12. 5 节 将 探讨 这 些 波 的 性 质 。 


12.2 各 向 异性 冷 等 离子 体 媒质 的 基本 场 方程 


在 恒定 磁场 Bu 存在 的 情况 下 ， 因 为 有 额外 的 磁力 作用 ， 所 以 力 方程 需要 修正 为 
dy 


mS =— gE +v X By] (12.1) 
RF J 的 本 构 关 系 的 相应 修正 为 
uw = nE- Xm (12. 2) 
式 中 
w = B = o Ê, (12. 3) 


在 上 式 中 , By B 方向 上 的 单位 矢量 。ws 是 电子 回转 频率 的 绝对 值 。 
为 了 方便 起 见 ， 这 里 重新 写 出 方程 式 (1. 1) 和 方程 式 (1. 2) 


=p 2E 
Vx E =— po S (12. 4) 


VX H =e © +J (12.5) 


并 且 方 程式 (12. 2) 是 基本 方程 ， 将 用 于 讨论 由 磁化 冷 等 离子 体 产生 的 电磁 波 转换 。 
取 方 程式 (12. 4) 的 旋 度 ， 并 消去 吾 ， 可 以 导出 五 的 波动 方程 


2 
ViE— Vv(V-. B) — 4 SE — Sah DE + pod Xm = 0 (12. 6) 
同样 ， 可 以 得 到 磁场 波动 方程 : 
2 g 1 oH l 2 3 2 
VHC H + eo Valt) XE+VX(JXE)=0 (12.7) 


式 中 


H = aul (12. 8) 


je) 


RIZE 各 向 异性 媒质 和 磁 等 离子 体 中 的 波 


如 果 wt 和 wr 仅 随 ;变化 ,那么 方程 式 (12. 7) 变 为 
Vii + SH LAOH cow ) Cv: E) =0 (12. 9) 
方程 式 (12. 6) 和 方程 式 (12.7) 包 含 多 个 场 变量 。 可 以 将 它们 转化 为 关于 一 个 变量 的 更 
高 阶 的 方程 。 不 管 怎 样 ， 要 获得 这 些 高 阶 矢 量 偏 微分 方程 有 意义 的 解析 解 都 是 很 困难 的 。 
本 节 的 方程 有 利于 利用 数值 方法 进行 求解 。 
像 在 各 向 同性 情况 中 一 样 ， 下 面 将 考虑 某 些 特殊 情况 下 的 简单 解 ， 这 里 每 次 只 强调 
一 个 参数 或 一 个 方面 。 这 些 简单 解 将 为 解决 更 加 复杂 的 问题 打下 一 定 的 基础 。 


12.3 一 维 方程 :纵向 传播 及 L RMR 波 


考虑 这 样 一 种 特殊 情况 ，1) 变 量 仅 是 一 个 空间 坐标 的 函数 ， 比 如 = 坐标 ，2) 电 场 是 圆 
极 化 的 ，3) 恒 定 磁场 是 沿 = 方向 的 ，4) 各 个 变量 分 别 记 为 























E =(24j9)E(z,t) (12. 10) 
H =(4j2+5)H(z,2) (12. 11) 
J= Fj] ew (12. 12) 
w, =w (zt) (12. 13) 
w, =Zw,(z5t) (12. 14) 
E, HAJ 的 基本 方程 具有 下 面 的 简单 形式 : 
ƏE __ ~-oH 
ÞE =— po & (12. 15) 
_ oH __ oE 
ae ee ee eS (12. 16) 
a =p Eton (12. 17) 
2 2 ‘ 
25-4 2p Fah (2 DEF Aan (2st) E Fimen 一 0 2.18) 
27 22 i 2 
ao -4 TH pated ÄH Zase DE F jr (2st) oF 
l. OH .dw(zt) ƏH —. Gan (zt) OE _ 
十 5 (12. 19) 
如 果 w 和 ws 仅 是 时 间 的 函数 ， 那 么 方程 式 (12. 19) 可 简化 为 
eH 18H 1 TEE fH, 1, oH 
at E oF gaH Fjar) aA £ mjo C) ae = 0 (12. 20) 
接 下 来 ， 寻 找 在 均匀 时 不 变 的 无 限 大 磁 等 离子 体 媒质 中 的 平面 波 解 ， 也 即 
f(zst) =exp[j(wt — kz) ] . 22D 
wi (zt) =w? (12. 22) 
wb (zt) =w €12. 233 
XE, (RRAERE. RAMI. 根据 方 程式 (12.16) 和 方程 式 (12.17)， 可 以 证 明 : 
jRH = jweoepr. LE (12. 24) 
式 中 
2 
— ae S 
EpR.L 1 De TE (12. 25) 


上 述 结果 已 经 清楚 地 表明 ， 在 这 种 情况 下 可 以 把 磁 等 离子 体 模拟 为 一 种 介 电 常数 由 
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式 (12. 25) 给 出 的 电介质 。 色 散 关系 可 由 下 式 得 到 
k? = esr C12. 26) 


将 上 式 展 开 后 ， 得 到 
w Faw — he? + a2 Jwt k’ cew = 0 (12. 27) 

介 电 常数 可 以 用 wu 和 we 写 为 另 一 种 形式 ， PUT a aa ELIA + 色散 关系 也 可 以 

用 这 两 个 截止 频率 表示 为 

Cw E wa) lw Fwa) 


ww Fy (12. 28) 


ERL = 


2 
waa =F + (=) +a (12.29) 


wlw + wa) Cw F we) 
w wry 
(12. 30) 

在 上 式 中 ， 上 面 的 符号 对 应 于 右 旋 圆 极 
化 (R 波 )， 下 面 的 符号 对 应 于 左旋 圆 极 化 (L 
波 )。 图 12. 1 与 图 12. 2 分 别 给 出 了 RRP 
的 se 和 ow 的 关系 曲线 ， 以 及 wrk 的 图 形 。 
图 12. 3 和 图 12. 4 alae T LRP |e, w 
的 关系 曲线 ， 以 及 wk WERE. RRA L 
都 沿 着 恒定 磁场 的 方向 传播 ， 且 波 的 极 化 状 
态 不 发 生 改 变 ， 称 为 纵向 传播 的 特征 波 。 对 
于 这 些 波 来 说 ， 除 了 介 电 常数 ep 会 受到 恒定 
磁场 力 的 影响 外 ， 媒 质 的 行为 就 像 一 种 各 向 
同性 的 等 离子 体 。 在 图 12. 1 中 要 特别 注意 
的 是 ， 在 频段 0 二 w 二 w, 中 ，R 波 的 介 电 常 
数 ,二 1。 这 种 传播 模式 在 有 关 电 离 层 物理 
学 的 文献 中 称 为 惠 斯 勒 模式 (whistler 
mode), 在 有 关 固 态 等 离子 体 的 文献 中 称 为 图 12. 2 R 波 的 wk 的 图 形 
螺旋 模式 。 注 意 ， 各 向 同性 等 离子 体 不 支撑 
惠 斯 勒 模式 。 

直线 极 化 波 的 纵向 传播 总 是 伴随 着 极 化 
平面 的 法 拉 第 旋转 。 这 种 现象 可 以 很 容易 地 
用 R F L 特征 波 的 传播 来 解释 。 一 个 直线 极 
化 波 是 及 波 和 工 波 的 赫 加 结果 ， 它 们 中 的 每 
一 个 在 传播 时 极 化 状态 都 不 改变 ， 但 是 相 速 
度 却 不 相同 。( 从 方程 式 (12.25) 中 注意 到 ， 
对 于 给 定 的 w、c 和 w。， 因 为 在 分 母 中 符号 
M225, RBA L 波 中 的 ss 是 不 一 样 的 。) 在 
传播 一 段 距 离 d 以 后 ， 两 个 波 合成 的 结果 又 
是 一 个 直线 极 化 波 ， 但 是 极 化 平面 旋转 了 一 
个 角度 WV, VA 


a 10). 8 
kee =w EpR,L 





图 12.1 及 波 的 电介质 常数 








图 12.3 工 波 的 介 电 常数 


Y= k — badd (12. 31) 


第 12 章 各 向 异性 媒质 和 磁 等 离子 体 中 的 波 


附录 12A 更 详细 地 讨论 法 拉 第 旋转 。 

在 惠 斯 勒 模式 的 低频 部 分 中 值 很 高 ， 这 可 以 通过 文献 [2] 中 给 出 的 下 面 的 计算 来 证 明 ; 
当 f,=10* Hz, f,=10" Hz 和 f=10Hz 时 ， 
6 二 9X10*。 等 离子 体 中 信号 的 波长 仅 为 
10cm。 相 关 现 象 的 介绍 可 以 参考 文献 上 -9 。 

在 w= 二 ws 处 ，R 波 的 谐振 有 着 特殊 的 意 
义 。 可 以 证 明 ， 在 这 个 频率 附近 ， 即 便 是 一 
个 低 损 耗 等 离子 体 ， 它 也 会 强烈 地 吸收 入 射 
电磁 波 所 携带 的 能 量 ， 用 于 加 热 等 离子 体 。 
这 种 效应 是 聚变 等 离子 体 的 射频 加 热 所 的 基 
础 。 这 种 效应 也 用 于 实验 测定 晶体 中 一 个 电 
子 的 有 效 质 量 "。 

对 于 工 波 ， 图 12.3 中 没有 出 现任 何 谐 
振 效应 。 事 实 上 ，L 波 在 离子 回旋 频率 处 存在 谐振 。 在 洛 仑 兹 等 离子 体 模型 中 ， 和 忽略 了 离 
子 运动 。 如 果 考 虑 离子 运动 方程 ， 就 可 以 把 电磁 波 变换 理论 简单 地 拓展 到 低频 和 人 
Hp yee ey o 


12.4 一 维 方程 :横向 传播 及 O 波 
接 下 来 考虑 电场 沿 y 轴 方 向 直线 极 化 的 情况 ,也 即 





图 12.4 Lik ok A 


E =JE(z,t) (12. 32) 
H =— i H(z,t) (12. 33) 
J =J (z,t) (12. 34) 
we =w (z,t) (12. 35) 
wh =F w, (zst) (12. 36) 


因为 电流 密度 与 恒定 磁场 方向 相同 ， 所 以 方程 式 (12. 2) 中 右边 最 后 一 项 是 零 。 那 么 ， 
这 些 方程 就 与 各 向 同性 情况 下 的 方程 没有 区 别 ， 说 明 恒 定 磁场 没有 影响 。 电 子 沿 着 电场 方 
向 运动 ， 在 等 离子 体 中 产生 了 一 个 电流 密度 ， 其 方向 与 恒定 磁场 方向 相同 。 在 这 种 情况 
下 ， 电 子 不 会 受到 任何 磁场 力 ， 它 们 的 运动 轨迹 不 会 弯曲 ， 而 是 继续 沿 着 电场 方向 运动 。 
平面 波 在 这 样 的 媒质 中 的 一 维 解 就 称 为 正常 波 或 0 波 。 它 的 特性 与 前 面 章节 讨论 的 波 的 特 
性 相同 。 与 在 12. 2 节 中 考虑 的 情况 不 同 ， 在 这 种 情况 下 ， 相 位 传播 方向 与 恒定 磁场 的 方 
向 垂直 ， 因 此 这 种 情况 称 为 横向 传播 。 


12.5 一 维 解 : 横 向 传播 及 X 波 


对 于 横向 传播 来 说 ,更 加 复杂 的 情况 是 电场 与 恒定 磁场 相 垂 直 情况 。 因 为 磁力 的 作用 ， 
使 得 原本 沿 着 电场 方向 运动 的 电子 的 轨道 发 生 改 变 并 弯曲 。 电 子 的 这 种 运动 在 相位 传播 方 
向 上 产生 了 一 个 附加 电流 密度 分 量 。 为 了 得 到 一 个 自 洽 解 ， 不 得 不 假设 在 相位 传播 方向 上 
也 存在 一 个 电场 分 量 。 令 


E=ZE,(2z,t) +2E,(z,t) (12. 37) 
H = ¥ H(z,t) (12. 38) 
J=Z2J 2,0 +2) 2.0 (12. 39) 
we = wi(z,t) (12. 40) 


w, = Dor (zst) (12. 41) 
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E, HAJ 的 基本 方程 具有 以 下 形式 





aE. ___ aH 

Əz ”~ fo Ot (12. 42) 
_ 0H _, 2E 

ae Eo ot ETa (12. 43) 
E0 oh == f (12. 44) 

dj, 2 

“ie =g0wp (z HE, +a (zt) J. (12. 45) 

dJ. 2 

dz =e0ws (z thE, — an (z,t) > (12. 46) 


让 我 们 重新 讨论 在 均匀 时 不 变 无 限 大 磁 等 离子 体 媒 质 中 平面 波 的 解 ， 将 式 (12. 21) FR 
人 方程 式 (12. 42) 一 方程 式 (12.46) 中 ， 有 


— jkE, =— pojwH (12. 47) 

jkH =jwe.E,+ Jz (12. 48) 

eojwE, =— J. (12. 49) 

jw] + =ew,E, 十 nJ- (12. 50) 

jw] : =ew,E. — wJ + (12. 51) 

由 方程 式 (12. 49) ~ FERA. 51), BAI, ME, 之 间 的 关系 式 
a -EE 5 E. (12. 52) 
fs Wh Jw 
Cw? — w) 


将 式 (12. 52) 代 人 方程 式 (12. 48) 中 ， 


jkH ia jweoepxE, (12. 53) 
2 2 
os {—-—_ a. (12. 54) 
I= 
Cw? — w) 


可 以 用 Wel» wa 和 wh 来 写 出 epx 的 男 一 种 表达 式 


lw — wa ) (w’ — ws) 


Epx = o i (12. 55) 
w (w — win) 
在 前 面 已 经 定义 过 截止 频率 wa 和 we ，cuuas 是 上 混合 频率 
Wah = wp F wh (12. 56) 
将 色散 关系 k= lw /ce Jex EIA» 得 到 
w — (Rc? + ap + 203 )w” + Lew + Rc? (wh +a] = 0 (12. 57) 


在 得 到 方程 式 (12. 57) 的 过 程 中 ， 利 用 了 式 (12. 54) 所 给 出 的 sx 的 表达 式 。 为 了 画 出 
ok 图 ， 使 用 式 (12. 54) 所 给 出 的 epx 的 表达 式 会 方便 一 些 ， 将 色散 关系 写 为 


k? . pP lw — wi ) Cw? — wa) 
oe +. E e 
w ~~ Wuh 

图 12. 5 和 图 12. 6 分 别 画 出 了 exf w, UR w 和 kc 的 关系 曲线 。 将 式 (12. 49 和 式 
(12. 52) 代 入 式 (12. 51) 中 ， 可 以 得 出 五. SE, 的 比值 为 

= =~ je g yee —D (12. 59) 

这 表明 在 xz-z 平 面 中 的 极 化 是 否 为 直线 、 圆 形 ， 或 椭圆 ， 取 决 于 入 射 波 的 频率 和 等 离 

子 体 参数 。 此 外 ， 利 用 式 (12. 52) 和 式 (12. 49, JME 之 间 的 关系 可 以 写 为 


J=s-E (12. 60) 


(12. 58) 
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(12. 61) 
—LJLE, : 





图 12.5 义 波 的 介 电 常 数 图 12.6 KWH ok 
式 中 ,5 是 考虑 目前 情况 下 的 电导 率 张 量 。 等 离子 体 的 电介质 模型 可 以 由 下 式 得 到 
D=e«K+E (12. 62) 
Hi, MERKE KASARAH 





(12. 63) 
对 于 现在 这 种 情况 ， 由 上 式 可 以 得 到 


ol- [S ole] 
ep ge 02.60 


这 表示 即使 当 E.AO 时 ， 也 有 D. 王 0。 对 于 和 X 波 ， 了 D、 互 和 波 传播 方向 三 者 相互 垂直 。 
当 五 与 互 垂直 时 ， 忆 和 天 (传播 方向 上 的 单位 矢量 ) 就 不 再 垂直 。 我 们 可 以 总 结 出 如 下 各 式 


EXHHAk DXH=ki (12. 65) 

E. = nH, = “=, (12. 66) 
Tpx 44 y lex Npx 

E-k~0, D-k=0 (12. 67) 


在 上 式 中 ，nvx 是 折射 率 。 图 12.7 是 X 波 中 各 个 
分 量 的 几何 示意 图 。 功 率 流 的 方向 由 坡 印 亭 矢量 S= 
EXH 决定 ， 在 现在 这 种 情况 下 ， 坡 印 廷 矢量 的 方向 
并 不 是 沿 相 位 传播 的 方向 。 在 平面 波 中 D. 二 0， 这 是 
由 于 在 无 源 媒 质 中 如 下 所 示 的 散 度 方程 成 立 

V+ D=0 (12. 68) 

这 样 一 来 ， 在 各 向 异性 媒质 中 ， 因 为 本 构 关 系 的 张 量 
特性 ， 就 不 必要 求 电场 散 度 也 等 于 零 。 例 如 ， 根 据 下 
列 关系 式 
D, = [KE +K„E, + KaE.] (12. 69) 
即使 E. RAB, D. 也 可 能 是 零 。 


12.6 有 损 磁 等 离子 体 媒质 的 介 电 张 量 


对 于 碰撞 频率 为 v(rad/s) 的 有 损 等 离子 体 ， 其 本 构 关 系 可 以 通过 修正 方程 式 (12. 2) 
得 到 


图 12.7 X 波 的 各 个 分 量 方向 草图 
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yg = eow (r,t)E— J X Wp (12. 70) 
假设 场 随 时 间作 时 谐 变化 exp(jwt)， 且 取 z 轴 为 恒定 磁场 的 方向 ， 
wy = 多 wb (12. 71) 
可 以 将 方程 式 (12.70) 写 作 
(+i [a= fei | fp (12. 72) 
y Jw J, 0 Wp E, Jwb a ` 
和 
— Eows 
J: 一 ep C12- 789 
方程 式 (12. 72) 可 以 写 为 
| 
oe wo, E0 wp E, (12. 74) 
7| a wh Sieg 
= E0Wp r DT 
Fa ,id Le (12.75) 


组 合 方程 式 (12. 75) 和 方程 式 (12. 73) ， 得 到 


bs 
J,|/=s-E (12. 76) 


式 中 
ói —on 0 
s= |ou O| 0 (12. 77) 
0 0 oy 








TEER, c, on 和 cl 分 别称 为 垂直 电导 率 、 霍 尔 电 导 率 (Hall conductivity) 和 平行 电导 
率 。 根 据 式 (12. 63) ， 现 在 可 以 得 到 介 电 张 量 K H 








Erl — jem 0 
K = |jeu En 0 (12. 78) 
0 0 Es || 
式 中 
(w/w)? (1 — jy/w) 
L 51- eee Ore ft 
Fel [1 —jG@/w) |? — Cor/w)? ith 
= (w/w)? (w/w) 
sa g — jv/w)? — Can/w)? siti at 
_ Cap /w)? 
€;|| =1 ite (12. 81) 


12.7 BSRTREN AMA 


在 直流 磁场 中 ， 半 导体 -电介质 呈 周 期 性 放置 的 层 状 结构 ， 可 以 模拟 成 磁 等 离子 体 层 
的 周期 性 分 布 。 应 用 12. 6 节 中 导出 的 介 电 张 量 ， 可 以 研究 电磁 波 在 这 种 结构 中 的 传播 问 
题 。 将 10.7 节 中 的 理论 拓展 至 磁化 的 等 离子 体 层 情况 ， 从 而 考虑 各 向 异性 这 一 复杂 性 95 。 
Brazis 和 Safonov ~ 四 研 究 了 在 这 种 结构 中 的 谐振 与 吸收 频带 。 


12.8 ”表面 磁 等 离子 体 
10. 8 节 的 理论 可 以 推广 到 在 恒定 磁场 存在 情况 下 ， 分 析 表 面 波 在 半导体 和 电介质 分 界面 


上 的 传播 。 在 恒定 电磁 场 中 ， 半 导体 可 以 被 模拟 为 一 各 向 异性 的 介 电 张 量 。Wallis55 详细 地 
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探讨 了 半导体 中 表面 磁 等 离子 体 的 性 质 。 


12.9 


Wallis 等 全国 讨论 了 表面 磁 等 离子 体 在 截断 超 晶 格 中 的 传播 。 这 种 模型 是 12. 7 节 


周期 介质 中 的 表面 磁 等 离子 体 


和 12. 8 节 中 所 使 用 的 模型 的 一 种 组 合 。 
12.10 FEKE 


在 恒定 磁场 存在 的 情况 下 ， 铁 氧 体 材料 (参见 8. 9 节 ) 表 现 得 就 像 是 一 种 各 向 异性 的 磁 
介质 。 波 在 这 种 媒质 中 的 传播 性 质 与 在 磁 等 离子 体 中 相似 。 磁 导 率 是 一 个 张 量 。 附 录 12B 


讨论 磁 导 率 张 量 。 
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#132 
各 问 异 性 晶体 中 的 光波 


光学 晶体 是 一 种 各 向 异性 的 电介质 ， 在 坐标 轴 与 晶体 主轴 相 一致 的 坐标 系 中 ， 这 种 唱 
体 的 介 电 常数 张 量 中 的 非 对 角 线 元 素 为 零 ， 并 由 下 式 给 出 








ê 0 0 
E= 10 e O C13. 13 
0 0 E3 
晶体 的 主 折射 率 是 
m = (所 ) j=1,23 (13. 2) 
根据 主 折射 率 的 个 数 ， 可 将 晶体 分 为 双 轴 、 单 轴 和 各 向 同性 三 类 : 
nAn An, (RoE) (13. 3) 
nm, = Ne = Nos My = Mi ( 单 轴 晶体 ) (13. 4) 
m =n =n =n (各 向 同性 晶体 ) (13. 5) 


第 1 章 已 经 讨论 过 在 各 向 同性 晶体 中 波 的 传播 性 质 。 下 面 将 由 易 及 难 地 讨论 波 在 晶体 
中 的 传播 。 


13.1 双 轴 晶体 中 波 沿 主轴 的 传播 


令 唱 体 主 轴 与 直角 坐标 系 中 的 坐标 轴 相 重合 ， 则 在 空间 和 时 间 中 都 作 谐 函数 变化 的 均 
匀 平 面 波 


f(rst) = exp[j(wt 一 大 。r)] (13. 6) 
满足 下 列 方程 : 
kXE=wB (13. 7) 
k X H =— wD (13. 8) 
k-B=0 (13. 9) 
k-D=0 (13. 10) 
B= pH (13.11) 
D, = eom Ez; Dy =antE;,. D, =antE, (13. 12) 


式 (13.7) 一 式 (13. 12) 是 由 麦克 斯 韦 方 程 组 和 晶体 的 本 构 关 系 得 到 的 。 由 式 (13.9) 和 
式 (13. 10) ， 得 到 


B, = Di 三 0 (13. 13) 

又 由 式 (13.7) 和 式 (13. 8)， 得 到 
kXkXE = wlk X B) =— pow D (13. 14) 

对 于 如 下 特殊 情况 
k =Zk (13. 15) 
E=zE (13. 16) 
H=yH (13. 17) 
得 到 


(一 k? + joeow n4) E = 0 (13. 18) 
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因此 ， 在 这 种 情况 下 的 色散 关系 式 为 
K = nw’ per (13. 19) 
上 述 结果 说 明 : 在 这 种 特殊 情况 下 ， 沿 某 一 主轴 方向 作 直线 极 化 并 沿 另 一 个 主轴 方向 
传播 的 波 ， 除 了 有 效 折 射 率 由 极 化 方向 的 折射 率 给 出 之 外 ， 这 个 波 与 在 各 向 同性 介质 中 波 
的 传播 相似 。 
接 下 来 ， 讨 论 由 双 轴 晶体 引起 波 的 极 化 改变 的 例子 。 在 这 种 晶体 中 ， 令 沿 = 方向 传播 
的 波 的 电场 E 在 z 二 0 处 为 
E(0) = E, [2 cos45° + ĵ sin45°], z=0 (13. 20) 
这 个 波 是 一 个 直线 极 化 波 ， 在 zx 一 0 平面 上 ， 它 的 极 化 方向 与 工 轴 的 夹 角 为 45"。 如 果 
把 这 个 波 看 做 两 个 波 的 至 加 : 一 个 是 沿 zx 方向 的 直线 极 化 波 ， 男 一 个 是 沿 > 方向 的 直线 极 
化 波 ， 那么 可 以 写 出 这 个 波 在 z=d 处 的 电场 为 
E(d) = 2E,cos45°exp[j(wt — nkod) ] + $ Eo sin45°expLj lwt — nykod)] (13.21) 
注意 ， 因 为 n.kod 关 nykod， 所 以 波 的 相位 会 随 d 而 变化 。 因 此 ， 波 的 极 化 不 会 保持 直 
线 极 化 。 


13.2 沿 任意 方向 波 的 传播 


13. 2~13. 4 节 使 用 的 符号 和 公式 都 严格 地 与 文献 L3] 中 的 符号 与 公式 相同 。 令 波 传播 方向 

上 的 单位 矢量 记 为 6( 见 图 13.1): 人 

k = k ê; (13. 22) 

Sê 为 z-y 平面 上 的 一 个 单位 矢量 。 如 图 13. 1 所 

示 ， 将 2 在 zy 平面 上 的 投影 旋转 90 就 可 以 得 到 & 
的 方向 。 很 明显 ， 有 


kCE) 






| 2,=6, x ê, 





ê, e ê = 0 (13. 23) s 
H a, 
ê& =(ê 2) 2+ (ê 9) 
=cos(90 — $) ê + cos(180 — $) § a 4 
= sinf — J cos¢ (13. 24) 图 13.1 有 一 个 坐标 轴 沿 波 法 线 方向 的 
令 正 交 坐 标 系 
ê: = ê, X ê, = ĉ cosOcos¢+ ĵ cosOsin¢g — 2 sin (13. 25) 


单位 矢量 2 & Me, 三 者 是 相互 正 交 的 。 一 个 矢量 A 可 以 分 解 为 沿 z-y-z 坐标 轴 的 各 
个 分 量 或 者 沿 2 、2 Me, 方向 的 各 个 分 量 。 在 后 一 种 情况 中 ， 记 矢量 A RADHA, A 
H A. HAA, 的 各 个 分 量 相 联系 起 来 的 变换 可 以 写 为 
A, 一 工 . 4 (13. 26) 
A =T' .A, (13. 27) 
注意 下 式 ， 就 很 容易 确定 出 这 个 变换 
A, =A, vp2 = ZA, .8 十 》A -ê +2A, + @ = A,sin—A,cosP (13. 28) 
同样 ， 可 以 得 到 变换 矩阵 工 : 
sing — cos¢ 0 
T = |cosécos$ cosgsing — sind (13. 29) 
singcos$ sin@sin¢  cosé 
如 果 计 算出 T"!， 可 以 证 明 ， 有 
T = (T) (13. 30) 
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式 中 ， 上 标 工 表 示 转 置 运 算 。 定 义 一 个 非 介 电 常 数 张 量 区 这 里 也 不 是 特征 阻抗 )， 


1 = ep (13. 31) 
式 中 
E 一 EoEp C13. 32) 
我 们 得 到 
E=17-D (13. 33) 
Eo 
TE =+9-T -D, (13. 34) 
0 
E =T. 7+ T] D, (13. 35) 
0 
E, =L} , 志 (13. 36) 
E0 


E, 1 mı mz Ms 1 

E, |= ale m m 2 (13. 37) 
0 

E; 31 Maz Mzz 0 


由 式 (13. 7), A3. 8) M13. 37), Bl 





wB, = kE, 一 全 [7 D， + m:D:] C13. 38) 
0 
- _. & 
wB, =— kE, -Um +D] (13. 39) 
0 
wD, =— kH, —— *Bi C13. 40) 
Ho 
of, H = a (13. 41) 
Ho 
消去 其 他 变量 之 后 ， 可 以 得 到 如 下 色散 关系 式 
2 
mi M2 D, 
, | 上 0 (13. 42) 
u D, 
Yai Yez — -7 


AF, u=w/k 是 相 速度 。 


13.3 沿 任意 方向 波 的 传播 : 单 轴 晶 体 
举 进 一 步 计算 的 一 个 例子 ， 现 在 只 考虑 单 轴 晶 体 情况 。 在 这 种 情况 下 ， 


7 0 0 
je = |0 cosh + ysin? (y— 7.) sin@cosd (13. 43) 
0 (y—y-)sinécos# ysin + 7.cosé 
式 中 
1 
7 一 元 (13. 44) 
= i 
一 ne (13. 45) 
因此 ， 


nN 一 7 (13. 46) 
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mz Smi 一 0 (13. 47) 
m2 = cos’ 9+ 7. sin’ (13. 48) 
从 式 (13. 42) 和 式 (13. 46) 一 式 (13. 48) ， 得 到 如 下 结果 。 
情况 1: 
(7 一 点 ) = 0 (D, Æ 0,D, = 0) (13. 49) 
情况 2: 
he = 7cos 0 十 nesin’ 0 一 所 (D; = 0,D; 4 0) (13. 50) 
在 第 1 种 情况 中 ， 相 速度 为 
上 一 本 二 (寻常 波 ) (13. 51) 
在 第 2 种 情况 中 ， 相 速度 为 
ui fos, smd (异常 波 ) (13. 52) 
C n ns ne 
在 第 2 种 情况 ， 相 速度 依赖 于 9。 
13.4 k 曲面 
让 为 标量 波 数 ， 并 由 下 式 给 出 
k. 一 kceosé (13. 53) 
k. = ksin (13. 54) 
RP, k, 是 横向 波 数 。 
对 于 第 1 种 情况 ， 有 
= 
==} (13. 55) 
24 =i = wn (13. 56) 


如 图 13. 2a Pras, Æ kk. 平面 上 画 出 了 这 个 圆 。 
对 于 第 2 种 情况 ， 有 
v= 2 od (13. 57) 
C kc ns ne 
上 式 可 写 为 
k k 
5 ie alia 
这 样 ， 在 kk. 平面 上 的 曲线 是 一 个 椭圆 ， 如 图 13. 2b 所 示 。 
相 速 度 为 wv/k&， 对 于 寻常 波 来 说 ， 对 
所 有 的 9 值 相 速 度 都 是 相同 的 。 对 于 异常 
波 来 说 ， 因 为 曲线 是 一 个 椭圆 ， 所 以 
w/k 依 赖 于 9。 对 于 这 种 情况 ， 群 速度 可 以 
定义 为 一 个 矢量 : 


a 一 人 Ow, sow 
ly = View = hy =P +3 (13. 59) 





寻常 波 和 异常 波 
在 三 维 & 空 间 中 ， 对 于 寻常 波 ， 可 得 a) b) 
到 一 个 球面 ; 而 对 于 异常 波 ， 可 得 到 一 个 图 13.2 大 曲面 


AER EI o 
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对 于 单 轴 蝇 体 ， 沿 两 个 主轴 方向 (在 这 里 ,在 zx 和 yy 方向 记 为 n。) 的 折射 率 是 相同 的 ， 
而 沿 光 轴 方向 (n. 沿 = 轴 ) 是 不 同 的 。 注 意 ， 折 射 率 曲面 与 A- 轴 相 接触 。 


13.5 群 速度 作为 极 角 的 函数 
如 果 把 光 轴 和 波 法 线 (相位 传播 的 方向 ) 之 间 的 夹 角 叫 作 极 角 9， 那 么 由 式 (13. 58)， 得 到 


























Ee 
a ae (+) 
k? k? 1/2 
o =e( to) 
R, c 是 真空 中 的 光速 k.=keosd Mlk, =ksind: 
Ow _ c (RE ks HA aR 
Ək- =p) (2 ) (13. 60) 
aw _¢ ke ke 一 172 2k. 
Ək, = 全 (3+) E ) Sia MI 
注意 到 
k? k? —1/2 2 \ =1/2 
= 
Ow c 2k, c _ kæ? _ c*keos 
dk 2niw m wnt 
类 似 地 ， 有 
Ow _ cksing 
Əks wn? 
PREE A(S a, + 28 a.) (13. 62) 
w e o 
群 速度 |u | 的 幅 值 由 下 式 给 出 
ae 2 1/2 
lu, |=? Eso et) (13. 63) 
w e o 
如 果 w/k=u, PRADA 
A 2 1/2 
[ulu = e (S+ 2) (13. 64) 
如 果 u, 与 极 轴 的 夹 角 是 0:， 那 么 
- 2 2 
tang, = “# = BW tan ed 


如 果 a=0— 0 HBA 


=ten(@—9,) = ane a. 
tana =tan(@ — 6,) 1 + tanétané, 
— | | 
tan — no/ne) (13. 65) 


1+ (tanh) /n? 
注意 ， 如 果 0 一 0， 那么 tana 一 0， 其 中 a 二 0。 
如 果 9 二 x/2， 那 么 tana=co/co*=1/coo=—0, 其 
中 a==0( 见 图 13. 3) 。 
为 求 得 能 使 a 取 最 大 值 的 9 值 ， 令 tan6 二 +z， 必须 图 13.3 非 寻 常 波 的 各 个 不 同 极 角 
求 出 使 xz/[1 十 (nsz?)/nasj 取 最 大 值 的 x。 对 工 求 导 ， 并 令 导 数 等 于 0( 利 用 vdu—udv=0), 
得 到 
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nz 
1— +2’ =0 (13. 66) 
Ne 
ay le, 
No 
当 tanb=n. /no 时 ， a 取 最 大 值 : 
e ne/N (1 — n/n?) S he /To — No/ Ne = 722 一 n> 
Amex” T+ 2/2) Cn? / 22) 2 2non. 
(13. 67) 
_ (ne + no) (Ne = No) 


2none 


例如 ， 对 于 石英 晶体 ， 有 
_ C1. 553 +1. 544) X (1. 553 — 1. 544) 


tan(amax ) 2 X 1.553 X 1.544 = §. 812 107 
Qmax = 0. 333° 
对 于 no 之 n。 的 情况 ， 可 以 做 进一步 的 近似 。 
当 nan, 时 ，a 要 取 最 大 值 ， 则 应 有 tand~1, 
因此 ，a 要 取 最 大 值 ， 应 有 9045”。 
由 式 (13. 67) ， 得 到 
bani, 0 


2none No n 1. 544 
Qamax 一 0. 334° 与 前 面 的 答案 很 接近 。 
tan (ama) 正比 于 | No Ne | o 


13.6 各 向 异性 半空 间 的 反射 


当 透 射 媒质 是 各 向 异性 时 ， 已 经 看 到 存在 着 两 个 透射 波 ( 见 图 13. 4) 。 对 于 斜 人 射 ， 每 
一 个 透射 波 都 有 它 自己 的 透射 角 。 由 于 必须 满足 边界 条 件 ， 对 所 有 的 波 ke 仍然 保持 不 变 ， 
斯 涅 尔 定律 可 以 写 为 
k, = Rusinbi = Risingrl = kzsinĝrz (13. 68) 
A, ki Ake 分 别 是 各 个 透射 波 的 波 数 。 我 们 已 经 注意 到 ， 对 于 异常 波 来 说 , & 曲面 不 是 一 个 
球面 。 在 这 种 情况 下 , & 值 取决 于 折射 角 。 图 13. 5 给 出 了 计算 透射 角 的 一 种 图 解 方法 。 





图 13.4 各 向 异性 介质 的 反射 和 透射 图 13.5 透射 角 的 计算 
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#142 
运动 媒质 中 的 电磁 场 


14. 1 引言 


在 运动 媒质 的 电磁 场 研 究 中 ， 关 键 的 工作 是 洛 伦 兹 变换 定律 。 在 这 些 变换 定律 下 ， 麦 
克 斯 韦 方 程 组 在 两 个 以 相对 速度 w 匀速 运动 的 参考 系 中 具有 相同 的 形式 。 真 空中 的 光速 
仍然 保持 相同 的 值 c 二 3X10' m/s， 而 与 测量 它 的 观测 者 的 速度 无 关 。 在 匀速 运动 的 观测 
者 之 间 物 理 定律 形式 不 变 的 特定 速度 的 假设 与 洛 伦 兹 变换 是 一 致 的 。 有 大 量 可 供 和 参考 的 文 
献 ， 我 们 只 是 选择 了 其 中 的 一 部 分 作为 参考 文献 ”“” 。 这 一 章 研究 电磁 波 与 运动 媒质 之 间 
的 相互 作用 。 
14.2 斯 涅 尔 定律 

对 于 静止 媒质 情况 ， 考 虑 2.13 节 讨 论 过 的 一 ag enn 图 14. 1 中 示 出 了 
相同 的 几何 结构 ， 除 了 媒质 现在 是 以 速度 vo 
运动 外 。 在 讨论 这 种 情况 下 的 斯 涅 尔 定律 之 
前 ， 回 顾 静 止 媒 质 的 问题 ， 并 证 明 反 射 波 的 
频率 与 人 射 波 的 频率 是 相同 的 。 上 面 提 到 的 
这 一 性 质 以 及 斯 涅 尔 定律 & 一 4 对 所 有 的 x 
和 + 都 满足 在 一 0 处 的 边界 条 件 。 


令 


E = JE, cos( wit — z “sing, — z ‘cos; ) 
e C 


(14. 1) 





= 3 E,cos( wet 一 x “sind, + z“*cos6, ) 


(14, 2) 图 运动 平面 的 反射 
HH, 为 真空 中 的 光速 ，o 为 人 射 波 的 频 


K, o 为 反射 波 的 频率 。 
在 z=0 处 的 理想 导电 壁 上 ， 边 界 条 件 要 求 对 所 有 的 zx 和 + MBA Ea =O: 
Ewn|2-0 =0 (对 所 有 的 工 和 都 成 立 ) (14. 3) 
因为 y 分 量 是 切 向 分 量 ， 将 式 (14. 1) 和 式 (14. 2) 相 加 并 代入 z= 二 0， 可 以 得 到 式 (14. 3) 
中 的 左 端 项 : 


Eocos (wt —% ising, ) + E,cos( wt = x “sing, ) = 0 (14. 4) 
C c 
既然 式 (14. 4) 不 是 一 个 关于 z 和 上 的 方程 ， 而 是 联系 这 两 个 变量 的 一 个 恒等式 ， 那 么 
wi =w, = w (14. 5a) 
2i sing, =“ sinð, (14. 5b) 
C E 


昌 第 14 章 的 附录 参见 附录 14A~14E, 
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6; 一 0. (14. 5c) 
ME, WR w 关 0 uK 的 情况 ， 实 际 上 ， 这 是 “ 非 相 对 论 ” 速 度 。 因 此 ， 我 们 考虑 的 就 
是 所 谓 的 “伽利略 ”变换 。 假 设 在 本 0 时 边界 为 z= 二 0， 那 么 在 其 他 任何 时 刻 有 
z= Ue (14. 6) 
在 这 种 情况 下 ， 需 要 在 z= vt 处 施加 边界 条 件 巨 ,二 0。 把 这 个 值 代 入 式 (14.1) 和 
式 (14.2) 中 ， 


Eocos(wt—z “sind, — mt “cosh, ) + E,cos( at — zsing. + wt c00.) =0 (14.7) 
C C C C 
由 于 式 (14.7) 是 关于 z 和 t 的 一 个 恒等式 ， 因 此 得 到 





sinb 一 号 sing (14. 8a) 
c c 
wi — Uo cos, =w, + Up “cos, (14. 8b) 
如 果 记 
= 
p= (14. 9) 
则 方程 式 (14. 8) 可 以 写 为 
sind, _ wi _ 1 + feosé, 
sin w 1 一 pcosb (14. 10) 


MR, B=0 给 出 了 在 静止 边界 时 的 结果 式 (14. 5a) 和 式 (14. 5c), SBAOM, RANK 
的 频率 与 人 射 波 的 频率 是 不 同 的 。 这 个 频率 差 正 是 “多 普 勒 雷达 ”应 用 的 理论 基础 ,，“ 多 普 
勒 雷达 ”被 用 于 测量 运动 导电 目标 的 速度 ， 比 如 你 开车 的 速度 。 当 式 (14.7) 中 的 左边 两 项 t 
和 z 的 系数 分 别 相同 时 ， 余 弦 项 就 可 以 相互 抵消 ， 于 是 得 到 


E, +E, =0 
E, 
M= 二 一 + (14. 11) 


即使 导体 运动 ， 仍 然 可 以 得 到 理想 导电 体 (PEC) 的 全 反射 。 在 这 一 章 中 ， 可 以 证 明 斯 
涅 尔 定律 仍然 是 成 立 的 ， 只 需 通 过 在 分 界面 上 所 有 点 (例子 中 的 任意 xz) 和 所 有 时 间 (例子 
中 的 任意 四 满足 边界 条 件 。 

14.3 ”伽利略 变换 


如 图 14. 2 所 示 ， 让 为 实验 室 参 照 系 ，' 为 运动 媒质 在 其 中 是 静止 的 参照 系 。 
在 一 般 公式 中 ,，t 是 “绝对 的 ”， , 





t' =t (14. 12) 
az’ =z (14. 13) 
y =y (14. 14) 
z' =z — vt (14. 15) 
现在 ， 讨 论 运动 媒质 中 微分 形式 的 法 拉 第 定律 。 
积分 形式 的 法 拉 第 定律 通常 表示 为 
bE 。 dl =emf =— oe 
d 图 14.2 BSRALDAD’. D'E z 方向 
=— 2S (14. 16 HFE WBE w 匀速 运动 。 在 


t 一 0 时 ， 两 个 参照 系 是 重合 的 (z 一 
z’=0) 
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fE. g= {.-2 B) . ds 十 中 (vX B) «dl 


(14. 17) 


式 中 ，C 是 限定 非 闭 合 曲面 S 的 一 te 为 了 帮助 理解 式 (14.17) 中 的 每 一 项 ， 在 


图 14. 3 中 画 出 了 几何 图 形 。 

在 式 (14. 16) 中 ， 右 端 最 后 一 项 给 出 了 在 闭合 回路 C 中 感 
应 的 总 电动 势 (emf)， 它 可 能 是 随时 间 变 化 的 ， 同 时 点 函数 B 
也 可 能 随时 间 变 化 。 式 (14. 17) 将 总 电动 势 分 成 时 变 磁场 ( 称 
为 变压器 电动 势 ， 式 (14. 17) 中 右 端 第 一 项 ) 的 贡献 和 时 变 回 
路 C( 动 生 电 动 势 ， 式 (14.17) 中 右 端 第 二 项 ) 的 贡献 。 


式 (14.17) 中 右 端 最 后 一 项 可 以 改写 为 -$B 4, to iD 
vX dl 项 是 由 微 元 在 1s 时 间 内 所 扫 过 的 面积 。 由 于 运动 ， 因 此 


di v 


A 


- 图 14.3 3014.17 所 述 法 拉 第 
最 后 一 项 等 于 一 d®, /di。 pe 


应 用 斯 托 克 斯 (Stoke) 定理 ， 式 (14.17) 中 的 闭合 线 积 分 
可 以 转化 为 面积 分 : 


f, vxe. ds = J, -2 B ast f, VX (vX B) + dS 


(14. 18) 


由 于 式 (14. 18) 对 于 任意 S 是 成 立 的 ， PN 18) 中 所 有 积分 中 S 是 相同 的 ， 那 


么 式 (14. 18) 中 两 边 的 被 积 函数 一 定 是 相同 的 : 
VX E =— Æ + vx (vX B) 
4 
E' = E+ (vX B) 
可 以 证 明 ， 式 (14. 20) 是 法 拉 第 定律 伽利略 不 变性 的 结果 。 


首先 
t 3B 
VX E = a 
HRA 
B'(z',t) =B(z— vot,t) 
_93B __ ƏB ƏB 
at ar” Bz 
v (0B/dz)—W A] WGA Cv * VB. 
根据 矢量 恒等式 


VX (了 Xu) 一 BCV.。 vw) — v (V. B.) + (v » V)B— (B 。 


由 于 Uo 是 一 个 常 矢量 且 V *Bo=0, 因此 得 到 
(zz。V) 有 一 一 VX (B X v) 


因此 ， 得 到 
VX E' =- _ yx (BX w) 
VX (E' + BX v) =- Æ 
ƏB' 


VX (E' — v X B) = 


作为 法 拉 第 定律 伽利略 不 变性 的 结果 ， 有 
ƏB 


V) v 


(14. 19) 


(14. 20) 


(14. 21) 


(14. 22) 


(14. 23) 


(14. 24) 
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从 而 给 出 
E = E'—v XB (14. 25) 
AM, EMRE TF, T DA h AA a A B 之 间 的 关系 : 
B'=B—Żv, XE (14. 26) 


将 式 (14. 20) 和 式 (14. 26) 给 出 的 变换 规则 代入 麦克 斯 韦 方程 组 中 ， 如 果 和 忽略 (vo/c)* 
和 更 高 阶 项 ， 可 以 看 到 如 果 麦 克 斯 韦 方程 组 在 一 个 参照 系 中 成 立 ， 那 么 它们 在 另 一 个 参照 
系 中 几乎 也 是 成 立 的 。 

伽利略 变换 没有 改变 牛顿 力学 方程 ， 因 为 


F =4 (m) (14. 27) 
F' = Sune" (14, 28) 
dt 
由 于 

t=t' (14. 29) 
m =m" (14. 30) 

dv _dlu— v) _ dv 

dt dt ~ de” 
F=F' (14. 31) 


然而 ， 在 下 一 节 中 将 要 讨论 的 洛 伦 兹 变换 下 ， 可 以 证 明 Ac’, FAF, A fA Em 
对 非 相对 论 速度 是 有 效 的 。 对 于 参数 B= v/c 的 任意 值 ， 需 要 考虑 基于 洛 伦 兹 变换 的 相对 
论 力学 。 洛 伦 兹 变换 是 与 狭义 相对 论 和 四 维 空间 理论 相 联 系 的 。 

14.4 洛 伦 兹 变换 

在 伽利略 变换 中 ， 因 为 :=:'， 所 以 这 种 变换 使 得 两 个 物理 点 之 间 的 距离 在 所 有 坐标 系 中 
不 变 。 

如 图 14. 2 所 示 ， 一 个 在 z 轴 上 运动 的 观察 者 (在 2' 中 是 静止 的 ) 测 到 的 光速 将 为 
(c 一 wo)。 然 而 ， 实 验证 明 一 个 静止 观测 者 和 一 个 运动 观测 者 测 到 的 光速 将 是 相同 的 。 这 
很 好 地 证 实 了 狭义 相对 论 的 第 一 个 假设 。 在 四 维 空间 x, ye x, ict 中 ， 洛 伦 效 变换 将 保留 
第 一 个 假设 。 

为 了 方便 起 见 ， 把 四 维 空间 中 的 坐标 分 别 记 为 z,，p 王 1，2，3，, 4: 


h= E (14. 32) 
B= y (14. 33) 
Ta =z (14. 34) 
x, = ict (14. 35) 
在 四 维 空间 中 ,仍然 假设 两 点 之 间 的 距离 为 

4 4 
Ri = jz) = yee (14. 36) 

j=l pml 

对 于 如 图 14. 2 所 示 的 几何 构 形 ， 有 

Zz' =x (14. 37) 
y =y (14. 38) 
z' =a;z + azt (14. 39) 
i’ =bz+b:t (14. 40) 


如 果 有 
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(aiz 十 azt)2 — e (biz +b:t) = 2—ct? (14. 41) 
则 式 (14. 36) 将 成 立 。 而 且 ， 在 极限 limw。 一 0 的 情况 下 ， 有 
ay 1 
li a2) 0 
am b, | le (14. 42) 
bz 1 


"的 原点 相对 于 的 原点 以 速度 vw 运动。 因此， 可 以 得 到 忆 ' 的 原点 的 位 置 为 z= 二 wi。 
将 = =0 代入 式 (14. 39) 中 ， 








0 =a,z+art (14. 43a) 
0 =a, wt + art (14. 43b) 
az =— Way (14. 44) 
选择 与 式 (14. 42) 相 一 致 的 符号 ， 求 解 相关 的 方程 ， 得 到 
1 
1 =b, = 一 -一 -一 一 (14. 45a) 
nme fl ae 
b, 一 一 o, (14. 45b) 
因此 ， 有 
z! =y(z— fet) (14. 46) 
t' =y(:— £t) (14. 47) 
式 中 
p= (14. 48) 
1 
7 一 (14. 49) 
v1—£ 
7LRAR P, BRAD AD'S MAMMA w 而 不 是 wv。， 很 容易 将 其 推广 为 
xi 一 7XCxz1 —wt), xl =x, (14. 50) 
t' =7(:— 2 x) (14. 51) 


(14. 50) 也 可 以 写 为 
x 二 x 十 (7 一 1) 


不 难看 出 ， 式 (14. 46) 与 式 (14. 47) 会 引起 长 度 收缩 和 时 间 膨 胀 
Lo = yL (14. 53a) 
t= Kro (14. 53b) 

在 式 (14. 52) 中 中， L=z: =z, JEP z: 和 zi 是 在 同一 时 刻 t 所 观察 到 的 杆 的 两 个 端 
点 的 瞬时 坐标 ; Lo 二 x2 一 z1， 其 中 zs 和 zi 是 在 参照 系 忆 "中 两 个 端点 的 坐标 。 

式 (14. 53b) 中 可 解释 为 时 间 膨 胀 。 我 们 会 发 现 一 个 相对 于 观测 者 运动 的 时 钟 要 比 一 个 
相对 于 观测 者 静止 的 时 钟 走 得 慢 。 如 果 将 不 稳定 的 基本 粒子 看 做 时 钟 ， 我 们 就 可 以 通过 考 
察 粒子 的 寿命 来 解释 时 间 脱 胀 这 一 概念 。 在 式 (14. 53) 中 ，zo 是 在 参照 系 必 ' 中 粒子 处 于 更 
止 状态 下 的 寿命 。 粒 子 以 速度 wm 相对 于 参照 系 之 做 匀速 运动 。 当 在 参照 系 之 中 观察 时 ， 
运动 粒子 的 寿命 要 比 在 之 中 的 静止 粒子 更 长 。 我 们 观察 到 运动 中 的 时 钟 比 相同 的 静止 时 钟 
走 得 更 慢 。Schmitt 利用 大 量 图 表 与 示例 解释 了 长 度 收 缩 和 时 间 膨 胀 。 


P 2 
(x o/c I yg (14. 52) 
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14.5 洛 伦 兹 标量 、 矢 量 和 张 量 


式 (14. 36) 是 在 四 维 空间 中 进行 坐标 系 旋 转 时 需要 满足 的 一 个 约束 条 件 。 在 洛 伦 效 变换 
下 RR 是 一 个 不 变量 。 在 四 维 欧 几 里 得 空间 中 洛 伦 兹 变换 是 旋转 变换 。 这 种 正 交 变 换 可 以 写 为 
hm Sats “p= 159,344 (14. 54a) 
对 于 图 14.2 的 几何 图 形 ， 其 变换 矩阵 为 
1 Q 0 0 
OZ 0 0 
ka) = | 6 oe (14. 54b) 
9 0 =e ¥ 
如 图 14. 4a 所 示 ， 为 实现 洛 伦 兹 变换 ， 在 rre. 平面 上 须 将 坐标 轴 旋 转 一 个 角度 Vv. 
通过 改变 8 的 符号 可 以 得 到 一 个 逆 变 换 ， 从 道 变 换 得 到 cv 。 因 此 ， 有 


Tp = Day (14. 54c) 
v=1 


也 有 
Cow (— 2) ] = Lew MOT = Lay BT] (14. 55) 
式 (14. 54a) FSR 14. 54b) 表 明 洛 伦 效 变换 是 一 个 正 交 变换 。 





O X% O 
a) 正 交 变换 的 旋转 角度 b) 变换 的 时 间 膨 胀 和 长 度 收 缩 
图 14.4 洛 伦 效 变换 


由 几何 图 形 ( 图 14.4)， 有 OC 二 x;， 得 到 
x, = zi(cosV) + z, (sinV) (14. 56a) 
类 似 地 ， 有 
z, = Xxi3(— sinW) + zx, (cosW) (14. 56b) 
比较 式 (14. 56) AER (14. 54c) ， 得 到 
tanW = ig (14. 57) 
注意 到 vA, HARK cos 亚 = 二 7 宇 1。 因 此 ， 旋 转 了 一 个 角度 亚 的 洛 伦 兹 变换 仅 
是 一 个 概念 ， 而 不 是 一 个 真正 的 角 旋转 。 图 14. 4b PRT L, LL. TAT CBRMAD 
中 ， 在 某 一 恒定 时 刻 可 观测 到 参照 系 忆 "中 的 距离 Lo 为 工 。 虽 然 在 图 中 工 PAF L, 但 
由 于 的 复数 特性 ， 有 


L, =Lcos¥ (14. 58a) 
i =2<Ly (14. 58b) 

ERAD, DHAD PAM T 的 测量 值 为 工 ， 其 中 
T = T,cos¥ = YT» = To (14. 59) 


在 洛 伦 兹 变换 下 ， 存 在 着 一 个 不 会 改变 的 量 ， 称 为 洛 伦 兹 标量 ， 比 如 更 。 洛 伦 兹 标量 
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对 于 x, 的 导数 是 一 个 四 维 矢量 : 











oz), 1 OT, oz), 
oğ 5 ao 

== big of (14. 60) 
Ox, 2, ”ez 


导数 变换 就 像 一 个 四 维 矢量 。 
四 维 矢 量 的 四 维 散 度 是 洛 伦 兹 不 变 的 ， 即 








Cleat = OO ie a (14. 61) 
ot, p=1 OZ, 
如 果 A, =90/ox,, C14. 61) 表 明 四 维 拉 普 拉 斯 算 子 是 一 个 洛 伦 效 不 变 算 子 。 
I 1 á 3A! S DA 
A’ 一 一 —s 14. 62 
a Ži gat ~ 24 ee, ae 


式 中 , 口 ' 是 在 四 维 空间 中 式 (14. 61) 中 的 矢量 算 子 ， 且 在 式 (14. 62) 中 口 :== 口 ， 口 。 
两 个 四 维 矢量 的 标量 积 是 一 个 不 变 标量 
(A' + B') = (A+ B) (14. 63) 
洛 伦 效 标量 可 以 看 成 一 个 零 阶 张 量 ， 四 维 矢量 可 以 看 成 一 个 一 阶 张 量 。 一 个 二 阶 张 量 
包含 16 个 分 量 ， 可 以 表示 为 


一 (14, 64) 


A=1 o=1 
这 样 一 种 张 量 的 一 个 例子 是 场 强 四 维 张 量 F,,， 它 可 应 用 于 合并 麦克 斯 韦 方程 组 中 的 
两 个 方程 ， 下 一 节 会 证 明 这 一 点 。 


14.6 ”四维 空间 中 的 电磁 场 方 程 
在 四 维 空间 中 ， 有 


Dy = (L1 322323324) = (Z yyzyic) = Cryict) (14. 65) 
我 们 可 以 用 适当 选择 的 标量 ， 或 四 维 向 量 ， 或 二 阶 四 维 张 量 来 写 出 电磁 场 方程 。 在 四 
维 空间 中 ， 将 用 带 有 下 标 y 的 斜体 符号 来 表示 场 量 。 也 将 使 用 一 个 缩写 记号 ， 即 用 一 个 重 
复 的 希腊 字母 下 标 来 表示 当下 标 从 1 到 4 变化 时 对 其 进行 求 和 。 
让 我 们 从 连续 性 方程 式 (1. 5) 开 始 : 
Opy 
Ve J+ ra =0 
令 
Jy = igy) 
CJisJasJzs J) = JasJysJzsJia) (14. 66) 
则 方程 式 (1. 5) 的 展开 式 是 


QJ. ， ƏJy , 9J: , I Cipy) 
ae ay wT oCict ) 
ƏJı | Oe , WSs , Os 


= 0 
Oz zz O23 Oz, 





4 
Se (14. 67) 
w= OF, ox, 


由 于 /是 一 个 重复 的 希腊 符号 ， 因 此 可 以 使 用 像 式 (14. 67) 中 的 最 后 一 项 那样 的 缩写 记号 。 
此 外 ， 如 果 定 义 四 维 矢量 微分 算 子 口 为 
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那么 连续 性 方程 可 以 写 为 


AP, J, 是 一 个 四 维 矢量 电流 密度 。 


接 下 来 ,我们 考虑 洛 伦 兹 条 件 ， 当 媒质 是 自由 空间 时 ， 由 式 (1. 21) 可 得 : 


veA+4 2-0 


下 面 考虑 四 维 矢量 位 4,， 


则 式 (14. 71) 可 以 写 为 


在 自由 空间 中 ， 波 动 方程 是 





它们 可 写 为 
口 "4， =— pod, 
注意 ， 式 (14. 73b) 可 由 下 式 得 到 


[ Atlas) Ja J 


二 到 要 二 一 ile —_ Pv 


re cê ot? i y Eo 
可 以 构造 出 场 强 张 量 下,, ， 使 得 方程 
= VXA 


pols 


和 
= 一 Y5 一 人 8 
都 能 得 到 满足 。 例 如 ， 由 式 (14.75) 和 式 (14. 76) ， 可 以 写 出 


_ OA; 


其 中 ， p=3, v=2, H.F,=Fsa=>—Bi. 
可 以 证 明 ， 式 (14. 76) ASR (14. 77) 将 变 为 式 (14.78)， 前 提 条 件 是 只 
下 ,具有 下 列 用 五 AB 的 分 量 表示 的 元 素 时 : 


0 ls 

C 

-B 0 B -iÈ 

(F.) = : 
B, —B, 0 —i= 


(14. 68) 


(14. 69) 


(14. 70) 


(14. 71) 


(14. 72) 


(14. 73a) 


(14. 73b) 


(14. 74) 


(14. 75) 


(14. 76) 


(14. 77) 


(14. 78) 


要 当 4X4 和 矩阵 


(14. 79) 


147 


148 第 二 部 分 复杂 媒质 中 的 电磁 场 


虽然 我 们 仅 验证 了 元 素 Fs: 一 一 B;, ， 但 是 也 可 以 检验 其 他 元 素 的 正确 性 。 利 用 这 个 场 


强 张 量 ， 可 以 证 明 自 由 空间 中 的 两 个 麦克 斯 韦 方 程 


VE a (14. 80) 
All 
VX B = pod + pots 22 (14. 81) 
在 洛 伦 效 空间 中 具有 如 下 形式 
ae — J, (14. 82) 
Ər, 
其 他 两 个 麦克 斯 韦 方 程 
V.B=0 (14. 83) 
和 
VX E =— 98 (14. 84) 
ot 
在 洛 伦 效 空间 中 可 表示 为 
aF., , @Fy HF _ 
a = Ge (14. 85) 
由 于 上 述 原 因 ，F, 称 为 场 强 张 量 。 由 式 (14.78)， 我们 注意 到 它 是 一 个 反对 称 张 量 。 
其 他 两 个 麦克 斯 韦 方程 
=J+2D 
WH= St (14. 86a) 
和 
Vv: D=p, (14. 86b) 
可 以 合并 为 
acu ~ J, (14. 87) 
oz, 
式 中 
0 H, —H, —icD, 
E = : ne ee (14. 88) 
” | H, —H, 0 —icD, i 
—icD. —icD, —icD, 0 
因为 C. 是 一 个 二 阶 张 量 ， 可 以 简写 为 
Ge = ,anasG, (14. 89) 
它 是 一 个 反对 称 张 量 ， 可 以 称 为 激励 张 量 。 
14.7 ”电磁 场 的 洛 伦 兹 变换 
场 强 下 .是 一 个 张 量 ， 它 的 变换 可 由 式 (14. 64) 给 出 : 
Fo = apaa Fr (14. 90) 
Ei = (E, —&cB:), Bi = y| B: + (£)E:] (14. 91a) 
E; = (E, +&cB:), B, = y| B — (EF)E, | (14. 91b) 
E'=E,, B! =B; (14. 91c) 
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交换 带 撤 和 不 带 撤 的 量 且 用 (一 替代 B， 可 以 得 到 逆 变 换 。 对 于 一 般 速 度 v。， 可 以 将 
式 (14. 90) 一 式 (14. 91) 推 广 为 一 般 形式 
Ei =E, Bi = By (14. 92a) 


E =/(E,+% XB), B', = 7(B,— XE) (14. 92b) 


14.8 频率 变换 和 相位 不 变性 
可 以 通过 构造 一 个 四 维 矢量 波 数 k, 
k, = (koi 2) (14. 93a) 
来 使 得 下 式 成 立 
k, +x, =k+r—ot (14. 93b) 


因为 式 (14. 93b) 是 一 个 洛 伦 兹 标量 ， 它 是 洛 伦 兹 不 变 的 ， 所 以 给 出 了 相位 不 变性 的 概 
念 。 因 此 ， 得 到 


ny 


ker—wt=k er —w't (14. 94) 
应 用 式 (14. 94)， 可 以 得 到 如 下 结果 : 
w =Yw(1 — Bcosd) (14. 95a) 
, 2 sing 
tang y(cosd— B) (14. 95b) 


式 中 ，9 和 0 分 别 是 天 以 及 大 与 vw 方向 的 夹 角 。 如 果 认 为 坐标 系 是 沿 = 轴 方 向 运动 且 波 在 
Zz-z 平 面 中 传播 ， 就 可 以 更 容易 地 理解 式 (14. 95) 的 意义 。 


kh! =k, (14. 96a) 
k' sino’ =ksin@ (14. 96b) 
kl =y(k. — Bew) (14. 96c) 
k cos =y(kcos9— Êw) 
k'cosd’ =y(kcos6 — Bk) (14. 96d) 


& cosb = yk (cos@ — f) 
用 式 (14. 96b) 除 以 式 (14. 96d) ， 就 可 以 得 到 式 (14. 95b) 。 
由 式 (14. 94) ， 得 到 
w =y(w— Bek.) 
w =y(w — Bckcos6) 
它 与 式 (14. 95a) FATA. 


14.9 运动 平面 的 反射 


当 导 体 运动 时 ， 让 我 们 来 计算 一 个 运动 导体 的 功率 反射 系数 a。 我 们 将 使 用 洛 伦 兹 变 
换 方法 求解 这 个 问题 。 
让 自由 空间 中 的 s 波 的 电场 为 
E; = JEU 
Vv, = Eee 一 kz ke) 
k- = osinb = koS 
k. = ky cos = koC 


w 
ko = 一 
C 
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设 忆 "是 运动 导体 上 的 坐标 系 ， 运 动 导 体 以 速度 
Up = Z Vo 
FX FG ES hh A Desh. ILA ABW 14.1 所 示 。 我 们 将 人 射 波 变 换 到 坐标 系 忆 ' 
中 ， 在 该 坐标 系 中 运动 的 导体 是 静止 的 。 
(ED)' =E, Y; 
yi = ellet kak") 
ki, =kising’ = ki S' 
kL =k, cosd = k, C' 


r 


ko = 
È 
由 洛 伦 兹 变换 方程 式 (14. 96) ， 有 
kL =k, (14. 97a) 
| — 28 
kl =y(k. = ) (14. 97b) 
w =y (w — wk.) (14. 97c) 
由 此 得 到 
w! = pw (14. 98a) 
ki = kS'= kS (14. 98b) 
k, = koC' = yko (C— P) (14. 98c) 
式 中 
s' S (14. 98d) 
P, 
p: =y — C8) (14. 98e) 


利用 式 (14. 97), P DAWE I ATE ERER, AR GA AS E ER, PEA 
D 中 看 到 的 反射 波 的 相位 是 相同 的 : 


wt 一 有 十 及 sz = wt — kz kyz (14. 99) 
由 式 (14. 46) 、 式 (14. 47), R14. 50) 和 式 (14. 99), ， 可 得 
w 一 Y(o' — Bek) (14. 100) 
ka =7Ckt — Bew') (14. 101) 
Boe =R S = 2,5 (14. 102) 
将 式 (14. 97) 代 人 式 (14. 100) ERALA. 102) 中 ， 得 到 下 式 : 
w =F w1 +E — 28C) (14. 103a) 
ki =y k [1+ #)C— 2g] (14. 103b) 
cos6, Fy (14. 104a) 
sind, -2 (14. 104b) 


式 中 
fi -下 壮大 一 允 
P = IFP- CRO 
在 沿 z 轴 以 速度 v。 BOHRA, w= 2v, REITEN AFA ACRI 
这 些 公式 ): 


(14. 104c) 


Vo 


ga y(k: — oe) (14. 105a) 
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kl =k, (14. 105b) 
w = ¥(w— wk.) (14. 105c) 
w = pw (14. 105d) 
S' = = (14. 105e) 
1 Cc 
C = = (14. 105f) 
式 中 
p: = YA— Sp) (14. 105g) 
w = w (14. 105h) 
ki = k, =k S (14. 105i) 
ki = ke = koC (14. 105j) 
场 变换 : 


在 "中 媒质 是 静止 的 ， 可 以 利用 静止 媒质 中 的 相关 理论 来 计算 R, = E/E. 在 
乙 "中 媒质 2 的 电磁 性 质 决定 R; 。 例 如 ， 如 果 媒 质 2 是 理想 电导 体 ， 则 R'= 一 1。 
由 场 的 洛 伦 效 变换 式 (14. 92)， 可 以 得 到 R' ALR, 之 间 的 关系 为 


R, = 
在 w= 二 vo 的 情况 下 ， 有 
E'l = y( 
E's = 7( 


用 式 (14.107b) 除 以 式 (14. 107a), 


得 到 
/ 1+ Bc 
Ri = (eee, 
1 =e / 
i= (rpe) E: 
如 果 媒 质 2 是 理想 电导 体 ， 那 么 R = 
一 1， 且 功率 反射 系数 为 


B 2 cosd, 
ion |R, | cos6; 


(14. 108a) 


(14. 108b) 


=<7lR.l? (14. 109a) 


1/ 1— 8c \? 
a =9 (ree) (14. 109b) 
化 简 式 (14. 109b)， 对 于 s RAM 


eee 
1— BC)E;, (14. 107a) 
1 +Or)ES (14. 107b) 


10 


10' 





与 垂直 于 分 界面 运动 的 理想 导电 体 的 情 图 !4 5 功率 反射 效率 a， 在 光 PURNA, X 


况 ， 功 率 反射 系数 是 


_ A+ — 2001+ 6 — (28/07) 
E a-p’ 
(14. 110) 
图 14.5 中 画 出 了 a 随 B 的 变化 曲线 。 其 中 ， 


中 的 反射 角 9 随 8 的 变化 曲线 。 当 人 射 角 
0 二 60" 时 ，C 二 cos0 二 0.5。 纵 轴 上 的 值 是 a 
取 对 数 后 的 值 。 注 意 ， 因 为 60, a>. 
另外 ， 注 意 9, 二 90"， 因 为 8 一 (1 一 S/C)， 
其 中 S=sin9 


参数 C=0.5, MAHA 0=60. ÆR 14.5 中 也 画 出 了 在 纪 ' 中 的 反射 角 9 和 在 忆 中 的 反射 


Fi 0... 
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从 图 14. 5 中 可 以 注意 到 以 下 有 趣 的 几 点 。 当 = (1 一 S/C) 时 < 等 于 0， 因 为 在 8 取 
此 值 时 ， 在 之 中 看 到 的 反射 角 4% 90°, 4(1—S/C)<p<Cht, 6>90°, 因此 a 是 
负 值 。 

这 意味 着 在 这 个 8 值 范围 内 ， 像 在 之 中 一 样 反射 波 向 媒质 2 中 传播 。 在 C=<B=1 范围 
内 ， 对 于 图 14. 5 的 一 种 解释 可 参见 文献 [12]， 附 录 14A 也 给 出 了 这 一 解释 。 

另 一 个 令 人 惊讶 的 结果 是 ， 在 一 1 和 686<0 范围 内 a 大 于 1。 如 果 注 意 到 ， 为 了 克服 辐 
射 压 力 而 使 得 导体 做 匀速 运动 ， 需 要 给 系统 提供 机 械 功 率 ， 就 可 以 解释 这 个 现象 。 附 录 
14B55 给 出 了 电功率 Pa。、 场 中 储 能 的 减少 速度 P, 以 及 提供 给 媒质 用 于 导体 和 电介质 半空 
间 克 服 辐 射 压力 的 机 械 功 率 Pu 的 详细 计算 过 程 。 

这 个 附录 包含 更 多 关于 这 个 专题 的 参考 资料 。 


14.10 运动 电介质 的 本 构 关 系 


闵可夫 斯 基 理 论 的 建立 基础 是 
D' =e'E' (14. 111) 
B' =,'H' (14. 112) 
对 于 一 种 简单 无 损 媒质 ， 其 中 e 和 jy' 是 在 2' 中 的 测量 参数 。 应 用 场 变 换 方法 ， 可 以 
得 到 闵可夫 斯 基 理 论 的 本 构 关系 : 


D+ 0 X H =e (E +v X B) (14. 113) 


B— Lu X E =p'(H— v X D) (14. 114) 


利用 式 (14. 92) 和 式 (14. 115), ， 可 得 到 式 (14. 113) 和 式 (14. 114), 
D » Vo 





D' = (D+ 4u XH) +0 -y 22% (14. 115a) 
Ç Vo 
I 1 H * Uo 
H' = y(H +4 XD) +0- y) =" y (14, 115b) 
é Uo 
由 式 14. 850°, wy 4st (14. 115a) 和 式 (14. 115b): 
D=.ca-E+WxXH (14. 116) 
B= ,'4+H-—WXE (14. 117) 
式 中 
We fF ah (14. 118) 
(1— n'f e ' 
tot 41/2 
‘= a (14. 119) 
Ho€o 
a 0 0 
a=|0 a 0 (14. 120a) 
0 0 1 
— ic 
a 5 m (14. 120b) 


在 以 上 分 析 中 ， 假 设 w=? v. 
14.11 相对 论 粒 子 动力 学 


下 面 对 相 对 论 粒 子 动力 学 做 一 个 简要 的 回顾 。 在 文献 [3 中 可 以 找到 一 个 更 完整 的 叙 
述 。 电 子 的 电荷 量 g 是 不 变 的 。 然 而 ， 电 子 的 质量 mH FRA H 
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m = ymo (14. 121) 
AF, m 是 电子 在 静止 状态 时 的 质量 。 
以 速度 w 运动 时 ， 质量 m 的 相对 论 动量 是 
P = Mu, = YMo w (14. 122) 
在 碰撞 过 程 中 ， 正 是 这 个 相对 论 动量 保持 守 便 而 不 是 经 典 的 动量 mov。。 相 对 论 
力 是 


-dj_d 
= = 3 ts) (14. 123) 
一 个 能 量 为 e 的 粒子 的 四 维 动量 是 
P= (PiE) (14. 124) 
将 其 变换 为 一 个 四 维 矢 量 ， 得 到 

Pi=pi, pr=p: (14. 125a) 
ps = g(p: +85) : (14. 125b) 
e = y(e’ 十 pczp3) (14. 126) 


将 B 换 成 一 8 并 交换 带 扳 变 量 和 不 带 撤 变 量 ， 就 可 以 得 到 逆 变 换 。 
在 以 上 各 式 中 ，' 沿 x 二 xs 的 方向 运动 。 四 维 矢量 p, 的 长 度 是 一 个 不 变 的 标量 ， 


2 12 
Put Pu = Put Pu = pit pit pi - = pit pt + p35 — (14. 127) 
在 粒子 的 静止 参考 系 中 ，p' 二 0， 并 且 得 到 下 式 


e  —(e')? CO— (moc’)’ 


P +E +p -iade PART seatone mc? (14. 128) 
如 果 粒 子 沿 着 z 轴 运 动 ， 即 
Vo = ZVo 
那么 
Pb =b=0, p=p.=?p 
2 

p? -i =— mc? (14. 129) 
mai = € = pe + mict (14. 130) 

总 能 量 s 是 静止 能 量 moc’? 与 动能 工 之 和 ， 工 由 下 式 给 出 
T= (7— 1)me’ (14. 131) 


AZ, EBSAUP, -—TURE v 运动 的 静止 质量 为 m 的 自由 粒子 具有 的 动量 p 
和 能 量 e 分 别 为 
P = Ymovo (14. 132) 
e = ym, (14. 133) 
在 自由 空间 中 ， 光 子 的 能 量 s 为 
e = hf = k2rf = hw (14. 134) 
式 中 ，h 是 普 朗 克 常 数 ，f 是 频率 ， 其 单位 为 Hz, h=h/2n, w 是 角 频 率 ， 其 单位 为 rad, 
光子 的 速度 是 <。 光子 的 动量 是 


B= 


14.12 ”等 离子 体 的 参数 变换 
在 两 个 有 相对 运动 的 参考 系 中 ， 等 离子 体 频率 为 


a (14. 135) 
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1\2 A 
ly = (14. 136) 
Eo mMm 
2 
aj tt (14: 137) 
Eom 


式 中 ，( 一 g，m'，N') 和 (一 qg，m，N) 分 别 是 在 两 个 参考 系 中 电子 的 电荷 量 、 质 量 以 及 体 
电子 数 密度 。 


因为 
q =q (14. 138) 
m' = (14. 139) 
Y 
v' =y (14. 140) 
N' =N (14. 141) 
党 
所 以 ， 得 到 
wp = wp (14. 142) 
因此 ， 有 
12 2 
ee 一 1 一 过 一 1 一 一 (14. 143) 
Cw ) Cw ) 


14. 13 ”运动 等 离子 体 平 板 的 反射 


14. 9 节 讨 论 了 在 求解 运动 媒质 问题 中 的 两 个 关键 步骤 。 第 一 步 是 计算 在 静止 坐标 系 
中 的 反射 系数 R'。 第 二 步 是 通过 考虑 运动 平面 的 反射 性 质 来 将 反射 系数 R' 和 尺 联 系 起 来 。 
14. 9 节 已 经 证 明 ， 对 于 s 波 且 平面 的 运动 垂直 于 分 界面 情况 ， 有 





1— Bc ! 
R, = Ces sie (14. 144) 
和 运动 平面 的 功率 反射 系数 为 
_ d+ —2pC00+ # — 28/0) 
对 于 p 波 ， 可 以 证 明 
/1 C— ; 
R, = (cae) ® (14. 146a) 
式 中 
R, = E: (14. 146b) 
; _ CES 
R, = (Ely! (14. 146c) 
对 于 p 波 且 平 面 垂 直 于 界面 运动 情况 ， 运 动 平面 的 功率 反射 系数 为 
z 2 cosĝ; — wf C— g 
a, = |R, | me (era) (14. 147) 


附录 14A 通过 计算 R, 讨论 各 向 同性 等 离子 体 平板 的 运动 问题 。 附 录 14C 讨论 单 轴 
等 离子 体 问题 ， 其 中 e 由 下 式 给 出 
ce = 42 +559 +e! 22 (14. 148) 
Ap, ef 由 式 (14. 139) 给 出 。 


14. 14 
附录 14D5 讨论 了 以 相对 论 速 度 运动 的 等 离子 体 媒 质 的 布 侍 斯 特 角 。 附 录 ME” if 
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运动 等 离子 体 媒质 的 布 儒 斯 特 角 和 临界 角 


论 了 由 运动 等 离子 体 产生 的 电磁 波 全 反射 。 
14.15 ”垂直 于 入 射 面 运动 的 约束 等 离子 体 


附录 MF 讨论 垂直 于 人 射 平面 运动 的 等 离子 体 的 反射 特性 。 这 个 参考 文献 在 本 书 中 


作为 附录 14F。 
14.16 ”运动 等 离子 体 的 波导 模式 
参考 文献 [11]、[16]、[17]、[19]、[21]、[28]、[29] 讨 论 运动 等 离子 体 的 波导 
模式 。 
14.17 ”运动 等 离子 体 媒质 的 脉冲 响应 


参考 文献 [24 一 26] 讨 论 半 无 限 大 运动 等 离子 体 对 脉冲 平面 波 的 反射 。 
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第 ]9 章 
引言 和 一 维 问题 


15. 1 电磁 场 问题 : 微分 和 积分 方程 


麦克 斯 韦 方程 组 是 电场 与 磁场 相互 耦 合 的 一 组 矢量 偏 微 分 方程 (阅读 第 1 章 可 以 回顾 
麦克 斯 韦 方程 组 )。 其 中 ， 三 个 空间 坐标 和 时 间 变 量 分 别 是 独立 变量 。 对 于 时 谐 场 ， 假 设 
随时 间 以 谐 函 数 ( 余 弦 ) 形 式 变化 ， 我 们 可 以 使 用 相 量 的 概念 并 使 用 相 量 乘法 运算 ( 乘 以 jw) 
来 替代 时 域 中 的 3/3:。 因 此 ， 我 们 可 以 降低 问题 的 维 数 ,将 独立 变量 数 由 4 个 减少 为 3 
个 ， 从 而 降低 问题 的 数学 复杂 性 。 对 于 一 些 特定 问题 ， 进 一 步 降 低 维 数 也 是 可 能 的 。 从 这 
个 观点 出 发 ， 我 们 回顾 一 下 波导 问题 ( 见 第 3 章 ) 。 如 果 我 们 考虑 矩形 波导 中 的 TM 模式 
(E.40, 万 .= 二 0)， 其 纵向 分 量 满 足 标 量 交 姆 霍 兹 方程 
(总 + 部 + 可 )B.+# E, =0 (15.1) 
k? = wpe (15. 2) 
因为 对 波 的 传播 或 非 传播 感 兴趣 ， 所 以 可 以 假定 


E.(z,y,z) = (zyy)e 和 (15. 3) 
并 且 研 究 是 否 或 在 什么 条 件 下 8 是 实数 。 
将 式 (15. 3) 代 入 式 (15.1) 中 ， 可 得 下 满足 的 一 个 二 维 偏 微 分 方程 
(4+ )+ F = (15. 4) 
式 中 
ki =k- (15. 5) 
方程 式 (15. 4) 可 写 为 
— VF =+ kF = àF (15. 6) 


在 式 (15. 6) 中 ，Vt 是 在 横 截 面 上 的 拉 普 拉 斯 算 子 , 4 是 特征 值 。 波 导 问 题 是 一 个 涉及 
微分 算 子 的 特征 值 问 题 ， 当 采用 数值 方法 求解 时 ， 它 可 以 转化 为 如 下 熟悉 的 形式 
AX = 2X (15.7) 
式 中 ，A 是 一 个 方 阵 , 4 是 特征 值 ， 瑟 是 相应 的 特征 向 量 。 式 (15. 6) 是 一 个 二 阶 标量 偏 微 
分 方程 ， 其 定义 域 为 矩形 区 域 0 二 x 二 a，0 二 y 二 5。 我 们 可 以 应 用 分 离 变 量 法 解析 地 求解 
式 (15. 6)， 如 果 强 加 理想 电导 体 (PEC) 边 界 条 件 ( 见 图 15. 1) ， 得 到 


= MRE: N 
È, = Em sin Esin E ii e, m= 1,206 
a 





00, n 一 1 ,2，…yco (15. 8) 
式 中 
= (he = B+ = (BE) 十 ( 亚 ) (15. 9) 
从 式 (15. 8) 和 式 (15. 9) 中 ， 我 们 看 到 这 一 问题 具有 无 穷 个 特征 值 lw ， 并 且 相 应 的 本 
征 向 量 与 sin(mzrz/a)sin(zary/o) 成 正比 。 
许多 实际 问题 都 没有 一 个 如 此 简洁 的 解析 解 。 例 如 ， 15. 2 所 示 为 一 个 着 形 波导 ， 
在 实际 应 用 中 它 用 于 增 大 和 矩 形 波导 中 单 模 传输 的 带宽 。 数 值 方法 (有 限 差 分 法 、 有 限 元 法 、 
矩 量 法 和 其 他 方法 ?或 近似 的 解析 方法 ( 微 扰 或 变 分 技术 ) 通 常用 于 求解 这 样 一 类 问题 -2 。 
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下 面 给 出 某 一 个 电磁 场 问题 的 积分 公式 。 假 设 我 们 希望 求 出 自由 空间 中 一 个 正方 形 导电 板 
与 无 穷 远 处 一 个 球 ( 见 图 15. 3) 之 间 的 电容 。 


PEC, £=0, F=0 





图 15.1 WERF: TM 模式 图 15.2 APB WS 
求解 中 的 关键 一 步 是 确定 导电 板 上 的 表面 电荷 密度 p, (x，y)， 假 设 导 电 板 的 电压 是 
Vo 伏特。 空间 中 任意 一 点 PCs, y, DWH P(x,y, 0 
位 可 以 用 plr, y ) 表 示 为 





a a 党 |e 
Day) = | gdr dy (45, 10) 


—aJ—a 4ateR sp 
式 中 


Re = J/(a—2)? 十 (37 一 六 十 到 


一 一 一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 一 一 多 





(15. 11) j 
如 果 点 卫 在 导电 板 上 ， 即 z 二 0， 一 a<x<a， 7 E a acai ry 
一 4<y<a， 则 电位 是 一 个 由 下 式 给 出 的 常量 wo : d x 
ra 
a a dzx'dy’ PEA ae PETETA i 
yV = V, = a P 二 l wg 
i Í aie 4re /(x— 2")? + Cy—y'Y =m 
(P 点 在 导电 板 上 ) (15. 12) 图 15.3 自由 空间 中 的 导电 板 


在 方程 式 (15. 12) 中 ， 由 于 未 知 量 p 出 现在 积分 符号 后 面 ， 因 此 把 方程 式 (15. 12) 称 为 
积分 方程 。 


15.2 离散 化 和 代数 方程 组 


电磁 场 问 题 通 常 被 定义 为 在 连续 域 中 的 微分 方程 、 积 分 方程 或 微分 积分 方程 。 在 一 个 
连续 域 中 有 无 穷 多 个 点 ， 如 果 能 够 找到 解析 解 ， 解 析 解 将 给 出 场 在 连续 域 中 每 一 点 的 数学 
表达 式 。 通 常 解析 解 是 一 个 无 穷 级 数 ， 计 算 一 个 给 定点 的 场 会 遇 到 一 个 无 穷 级 数 的 求 和 ， 
且 需 要 适当 地 截断 级 数 以 保证 给 定 的 精度 。 许 多 数值 方法 的 目的 是 求 出 场 在 一 组 离散 点 上 
的 值 ， 从 而 基于 已 经 计算 出 来 的 这 一 组 离散 场 值 ， 应 用 内 插 和 外 推 方法 就 可 以 得 到 场 在 其 
他 点 处 的 值 。 这 种 方法 将 微分 方程 、 积 分 方程 或 微 积分 方程 组 转化 为 一 组 代数 方程 ， 其 未 
知 量 是 场 在 一 组 离散 点 上 的 值 。 然 后 ， 就 可 以 利用 像 代 数 方程 求解 器 一 类 数学 软件 来 进行 
求解 。 例 如 MATLAB, MATHEMATICA 和 MATHCAD。 下 面 将 以 一 维 问题 为 例 来 说 
明 这 些 方法 。 


15.3 一 维 问题 


在 本 书 所 讨论 的 范围 内 ， 一 维 电磁 场 问题 的 一 些 例子 如 下 。 
a. 静态 问题 : 
d? 


9 =e (一 维 泊 松 方程 ) (15. 13) 
= E 
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b. 时 谐 问 题 : 
9 LRV=0 (传输 线 方程) (15. 14) 
co 谐振 传输 线 ， 
TY + RV =0 (15. 15) 
d. 传输 线 上 的 暂 态 过 程 : 
Y — ne aY =o (15. 16) 








问题 (a) 和 (b) 称 为 平衡 问题 ， 在 限定 一 维 场 域 的 两 个 端点 处 ， 边 界 条 件 是 给 定 的 。 问 
题 (c) 是 一 个 特征 值 问 题 ， 其 特征 值 是 4 二 有 ， 电 位 V 在 场 域 的 两 个 端点 处 有 特定 的 边界 条 
件 。 问 题 (d) 称 为 波 传播 或 行 波 问题 ， 其 初始 条 件 和 在 端点 处 的 边界 条 件 是 给 定 的 。 
15. 3. 1 有 限 差 分 法 
将 y(z) 的 值 以 等 间隔 进行 列表 ， 可 以 得 到 x, ( 自 变量 ) 和 y, ( 因 变量 ) 的 一 系列 值 ， 其 中 
Za = Xo +H nh (15. 17) 
Yn = yarn)» n=0,1,2,°% (15. 18) 
可 以 将 某 一 个 点 处 的 一 阶 导 数 用 相 邻 点 的 y ERER. PA, WRA 1 来 近似 曲线 
YDE P AEIR: 


Sz ae D Ya + OC) (15. 19) 


这 种 近似 叫做 前 向 差分 近似 ， 可 以 证 明 它 的 无 穷 小 量 近 似 于 与 同 阶 ， 记 作 OCA). 
另 一 方面 ， 可 以 用 弦 2 来 近似 导数 ， 并 写 为 


d| Ra (15. 20) 
上 |a h 
这 种 近似 称 为 后 向 差分 近似 。 中 心 差分 近似 基于 用 弦 3 来 近似 这 条 曲线 ; 
do] ~ Pe et + OCR) (15. 21) 
Hin 2h 


注意 ， 在 式 (15. 21) 中 近似 阶 数 是 Oh). HERA SK C15. 19) ~ C15. 21) 的 近似 阶 数 并 
找到 一 种 构造 更 高 阶 近似 公式 的 系统 方法 都 是 很 有 用 的 。 应 用 “有 限 差分 学 ”上 可 以 得 到 这 
样 一 种 方法 。 y 

我 们 从 定义 一 些 算 子 开始 ， 并 希望 找到 这 些 算 子 Ye 
之 间 的 符号 关系 。 





位 移 算 子 E: 
Yen = Ey, Yn 
Ym SEC yma) = E’ yn (15.22) Yi[~ 
yi = E"y, (15. 23) 
平均 算 子 u: 
Hn = F Ora + Ie) (15. 24) 图 15.4 一 阶 导数 的 近似 
前 向 差分 算 子 A: 
An = Yeti 一 yn 
Aa = Inia — Ya = Eya ys = CE— 1) (15. 25) 
A= E-—-1 (15. 26) 


后 向 差分 算 子 V: 
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Vy = Ya — Yra (15. 27) 
“ V=1— E? 
E =(1— V)” (15. 28) 
中 心 差分 算 子 ð: 
On = Ynti? 一 Vr-1/2 (15. 29) 
ô= EP — E” (15. 30) 
注意 下 面 的 式 子 : 
A =VE = 6E” (15. 31) 
p =14+ 6 (15. 32) 
微分 算 子 D: 
= dy 
Dy de (15. 33) 


通过 考虑 如 下 泰勒 级 数 ， 可 以 得 到 DME 之 间 的 关系 
hk? dy 


= = dy een 
Ey(x) =y(x+h) Wa) 十 下 dz 十 5 da? t 
kD 
= C+ AD + +) ye) = y(x) (15. 34) 
E =e” 
hD =lnE = In(1+ A) (15. 35) 
=In(1—v)7? =— Ind — V) (15. 36) 


由 式 (15. 35), A 
hy! Dy == [Intl — V9.5, = (V+ 去 V+ = Vito) 


“pat 1 gag L gig es 
AD= g| Ha Vtg Vt ] (15. 37) 
让 我 们 截断 式 (15. 37) 中 的 级 数 ， 只 保留 一 项 : 
1 
Dy; ~ x Vy; = To; — yj) (15. 38) 


式 (15. 38) GFR C15. 20) 相 同 。 可 以 通过 在 式 (15. 37) 中 保留 前 两 项 来 提高 精度 : 
Dy; ~+ (v+ = Vv’ ə; 


h 
Vi =Y; — Ya 
V’ y; =V(Vy;) = Vly; a ym) = Cy; — yj) = (ym — yj-2) (15. 39) 


Vy; =y; — 2y + yj 
öğ pi 1 
«Dy; ~ 大 | Oy — Yj ) tao — 2y +y) | 
化 简 后 ， 得 到 : 
Dy, es Ey, — ds 4-4) 4-008) (15. 40) 


式 (15. 40) 要 比 式 (15. 38) 更 精确 ， 但 是 注意 式 (15. 40) 比 式 (15. 38) 会 涉及 更 多 相 邻 的 
可 以 证 明 ， 如 果 用 前 向 差分 公式 ， 则 有 
Dy; = xo Yitz + dy — y) + OCH?) (15. 41) 


2h 
而 用 中 心 差分 公式 ， 则 有 


点 


o 
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el a hy, E TAE E EEE; (15. 42) 
dz j Ei z = he Yj Yj Yj . 
表 15. 1 给 出 了 符号 算 子 之 间 的 关系 。 


表 15, 1 符号 算 子 之 间 的 关系 式 
E A 6 V hD 


E E 1+4 1+1 A- AD 
A E-1 A Fe +on/1++e V(G 一 V) 一 eip 一 1 


6 ERE AI 十 A) 一 1 3 va—y)- 2sinh AD 
vv 1-E A(l+A)-! —fate/i+te v 1—e-? 
hD logE log(1+ A) 2arcsinh 4s 一 log(1 一 V) hD 


p JEE) (ata) ata” J++ (1-47) a-w- cosh -AD 
资料 源 自 : Thom, A. and Apelt, C.J., Field Computations in Engineering and Physics, Van Nost, Reinhold, 1961. 
15.3.2 ”加 权 余 量 法 


加 权 余 量 法 的 基本 概念 可 以 通过 一 个 简单 的 例子 中 来 得 以 解释 。 假 如 我 们 希望 得 到 一 
阶 发 展 问 题 的 解 : 
dz 


as = 0 (15. 43a) 
初始 条 件 为 :在 时 域 0 二 t= 二 1 中 ， 满 足 
x(0) =1 (15. 43b) 
该 问题 的 精确 解 是 
arom ae ee anid 


精确 解 是 一 个 无 穷 级 数 ， 可 以 在 计算 机 上 对 该 级 数 进行 计算 直至 达到 期 望 的 精度 。 假 
设 我 们 限制 不 能 超过 三 项 ， 因 此 写 出 如 下 一 个 近似 解 


zr(t) = 1—4 (15. 45) 
我 们 将 证 明 ， 如 果 令 x(t) 近似 等 于 xz,(t)， 即 
z(t) 2.4) 一 1 十 cit 十 cs 大 (15. 46) 
就 可 以 得 到 要 比 式 (15. 45) 更 好 的 结果 。 现 在 ， 调 整 c, 和 cs 使 得 余 量 
RO = F4+2=1+qd4+D+aete) (15. 47) 


在 某 种 意义 上 是 最 小 的 。 当 然 ， 对 于 z 的 精确 解 来 说 ， 在 计算 域 中 所 有 t 值 时 ，R(z) 都 将 
为 0。 下 面 讨 论 使 得 RC(z) 最 小 化 的 几 种 可 能 方法 。 
15. 3.2.1 配点 法 (点 匹配 ) 
因为 在 式 (15. 46) 中 有 两 个 未 知 量 ， 所 以 通过 将 场 域 中 两 个 给 定点 上 的 RC(Z) 减 小 为 0 
来 确定 这 两 个 未 知 量 ， 如 在 三 1/3 和 二 2/3 处 : 
R(4) =1+a(1+4) +a[2x>+(F) | 
由 此 得 到 


7 
$a +5a=—1 (15. 48a) 
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3K sh, R(2/3)=0 给 出 第 二 个 方程 : 


Se +e ==] (15. 48b) 
联 立 求解 式 (15. 48a) 和 式 (15. 48b) ， 得 到 
cl =— 0. 9310, cs = 0. 3103 (15. 49) 
最 后 ， 由 式 (15. 46) ， 得 到 
Xslt) = x.(t) = 1— 0. 9310¢ + 0. 31032? (15. 50) 


15.3.2.2 子 域 法 
首先 ， 将 计算 域 划 分 成 与 可 调 常数 的 个 数 一 样 多 的 子 域 ， 然后 ， 在 每 个 子 域 上 使 用 余 量 
的 平均 值 为 零 的 准则 。 例 如 ， 对 于 前 面 的 问题 ， 令 两 个 子 域 分 别 为 0<t<1/2 和 1/2<i<1。 


/ 1 
| "RD L RGJdt = 0 (15. 51) 
0 2 
最 后 ， 得 到 近似 解 zs 三 zsp 为 
zs = 1—0.9474t+ 0. 31582? (15. 52) 


15.3.2.3 (mileié 

7EX 5.46), RINBAMA CL CMe PEASE BR”, ACE HB, + 
C WRA 1 以 满足 初始 条 件 ， 而 令 系 数 c 和 cs 是 可 以 调整 的 以 便 在 某 种 意义 上 使 得 余 
量 尺 最小。 俄国 工 程 师 伽 辽 金 (Galekin) 选 用 基 函 数 作为 权 函 数 ， 并 使 得 余 量 在 整个 计算 
域 中 的 加 权 平 均 为 零 : 


1 
| ROM = 05 | #R(t)dt = 0 (15. 53) 
0 0 
由 式 (15. 53)， 可 以 证 明 近 似 解 zx, 一 zc 为 
zg = 1 — 0. 9143¢-+- 0. 2857£ (15:54) 


15. 3. 2.4 ”最 小 二 乘法 
在 这 种 情况 下 ， 调 整 参数 c, 和 cs 使 得 余 量 平方 的 积分 最 小 : 


Ə (Ty = 1 OR = 
2|'R (dr = af SER()dt = 0 
于 是 ， 最 小 二 乘法 的 “加 权 余 量 ” 准 则 可 以 写 为 


[a Wi a 
f ra a a a =0 (15. 55a) 
! ƏR 4 9 38 0.08 
SRd = E+ Ža +2 
| o acz 人 
= (15. 55b) 0.06+ ”假设 对 于 式 (15.45) 
因此 ， 得 到 的 近似 解 La Ly 为 0.05 c=-l, c,=0.5 
ay, = 1—0. 9427t + 0. 311022 (15.56) % 


在 图 15.5 中 ， 比 较 了 各 种 近似 解 zx, 与 精确 S oo 
解 z(t) 二 e-' 之 间 的 误差 。 当 :>0. 4 时 ,最 差 “00， 
的 近似 解 是 截断 的 泰勒 级 数 解 ( 式 (15.45))， gg 
而 其 他 近似 解 在 整个 计算 域内 的 误差 不 超 à 
过 0.001。 方法 1~4 的 计算 工作 量 会 随 着 o0 
基 函 数 项 数 的 增加 而 迅速 增加 。 配 点 方法 

是 一 种 最 直接 的 方法 。 这 4 种 方法 可 以 统称 

为 “加 权 余 量 法 ”， 因 为 用 于 获得 代数 方程 的 准则 可 以 写 为 如 下 一 般 形 式 
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1 
| wt ity = J= (15. 57) 
0 


式 中 ，w; 是 权 函 数 。 在 图 15. 6 中 画 出 了 权 函 数 。 配 点 法 (也 称 为 点 匹配 法 ) 的 权 函 数 是 单 
位 冲 激 函数 。 这 一 点 可 以 从 下 式 很 容易 地 看 出 


1 
| t- IR = RG), j=1,2 (15. 58) 
0 


如 图 15. 6 aR, FRAR BR Be IK OP PR. FEI SAP, BE R BC RR Ay eS EE K 
数 ， 因 为 它们 定义 在 整个 计算 域内 。 





W, W, 
1 
W, W, 
‘eile ene | 0 
0 1 I™ 0 2 ~” mh 
3 配点 法 3 2 
W, W, 
1 1 i 
0 1 ; 0 T pas 
2 2 0 
F BRE 


图 15.6 各 种 近似 解法 的 权 函 数 


我 们 也 可 以 使 用 在 子 域 中 不 为 0 而 在 子 域外 为 0 的 子 域 基 函 数 。 当 讨论 "和 矩 量 法 ” 
时 ， 关 于 这 一 专题 会 讨论 得 更 多 。 前 一 节 讨论 了 有 限 差分 法 ， 现 在 让 我 们 看 一 下 是 否 也 
可 以 用 有 限 差分 法 来 求解 式 (15. 43)。 让 我 们 将 这 种 算法 推广 到 式 (15. 43) 中 更 一 般 的 
情况 : 


党 =f(,z) (15. 59a) 
x(0) =2o (15. 59b) 
在 点 7 处 ， 用 前 向 差分 来 近似 式 (15. 59a) 的 左 端 ， 
于 ,= = ya) (15. 59c) 
由 些 ， 可 以 得 到 微分 方程 初 值 问 题 的 欧 拉 算法 : 
ma Samy a P= Oke (15. 60) 


注意 ， 这 种 算法 是 一 种 自 开 始 的 方法 ， 因 为 可 以 把 式 (15. 60) 用 作 一 种 递 推 关 系 式 ， 
其 初始 值 为 x。 。 由 初始 值 ze 这 个 条 件 出 发 ， 可 以 把 全 部 解 x; 逐步 推算 出 来 。 对 于 现在 这 
个 例子 ， fat, D= 则 式 (15. 60) 变 为 


XZ =1 
‘tu, Hy -ko = Oe, 2 (15. 61) 
W h=1/3, m =2/3, m=S2,=4/9, UR x= Sa. =8/27=2(1). 
对 zs 一 zrp 来 说 ， 其 近似 答案 为 
fins = 二 = 0. 2963 (15. 62) 


在 表 15. 2 中 ， 对 各 种 近似 方法 所 得 到 的 结果 进行 了 比较 。 
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表 15.2 使 用 不 同 算法 时 ,方程 (dx/dt) 十 x= 二 0，x(0)=1 的 近似 解 与 精确 解 x(t)=e-! 在 t=1 和 
x(1) =0. 3679 的 结果 比较 
Ti + 15. 45 15. 50 15. 52 1§..53 15. 56 15. 60 
z,(1) z7(1) z.(1) zsp(1) ZG(1) ZL(C1) ZFD(1) 
值 0.5 0. 3793 0. 3684 0. 3714 0. 3683 0. 2963 
YRE 一 5 91 = —0. 14 —0. 96 =O L 19. 46 


友人 一 Tall 
a X100 


从 表 15. 2 中 ,我 们 看 到 其 他 所 有 方法 都 比 基 于 泰勒 展开 式 的 二 项 式 近 似 解 要 好 。 基 
于 三 步 (h 二 1/3) 的 前 向 差分 近似 解法 的 结果 并 不 理想 ,但 是 其 计算 时 间 远 小 于 基于 加 权 余 
量 的 方法 ， 因 为 基于 加 权 余 量 的 方法 要 求解 联 立 代数 方程 组 。 如 果 取 h=0.1， 可 以 使 FD 
迭代 计算 更 准确 ， 这 时 需要 进行 10 步 递 推 计算 ， 但 是 我 们 不 需要 解 10 个 联 立 的 代数 方 
程 。 取 /一 0.1， 将 给 出 zip 的 近似 结果 为 0. 3487， 误 差 值 为 5.2%。 可 以 尝试 用 中 心 差分 
公式 计算 一 阶 导 数 ( 式 (15. 21)) ， 因 为 误差 是 O(12 ) 的 高 阶 无 穷 小 ， 在 同样 的 迭代 步 数 时 
可 以 得 到 更 高 的 精度 。 

由 式 (15. 21)， 有 


dx _ Tm 一 Tja = 


det y ah FG; 9X;) 
zo =x(0) 
Ti =z; + 2hf (tj sx)» j = 0,1,2,-" (15: 63) 


上 式 不 能 给 出 一 种 逐步 递 推 的 过 程 ， 因 为 x-! 是 未 知 的 。 当 oS, BTL 

式 (15. 63) 重 新 写 为 
Zi = Tiz + 2hf Cti s£), i= 2,3, (15. 64) 

式 (15. 64) 需 要 的 计算 工作 量 与 式 (15. 60) 一 样 多 ， 但 它 不 是 自动 开始 的 。 为 了 启动 逐 
步 递 推 过 程 ， 就 必须 用 其 他 方法 求 得 z Mf, Sf 的 值 。 应 该 注意 到 ， 为 了 保证 中 
心 差分 方法 的 精度 ， 其 他 方法 的 精度 也 必须 是 OC(h? ) 的 高 阶 无 穷 小 。 有 关 数 值 分 析 中 的 书 
会 对 这 些 方 法 加 以 讨论 。 
15.3.3 RB 


矩 量 法 是 上 一 节 讨 论 的 加 权 余 量 法 的 另 一 种 形式 ，Harrington 将 其 推广 应 用 于 电磁 
场 问 题 中 。 通 常 都 用 线性 空间 中 的 语言 来 介绍 矩 量 法 "' ， 这 里 将 通过 一 个 例子 来 进行 说 
明 。 设 问题 用 算 子 可 以 描述 为 

Lf =g (15. 65) 
AF, 工 是 一 个 算 子 ，f 是 待 求 的 函数 ，g 是 已 知 的 源 函 数 ， 代 表 一 种 激励 。 现 在 的 问题 
就 是 给 定 L 和 g， 求 f。 算 子 可 以 是 微分 算 子 、 积 分 算 子 或 者 微 积分 算 子 。 计 算 域 和 边界 
条 件 都 是 这 个 问题 的 已 知 条 件 中 的 一 部 分 。 矩 量 法 包括 如 下 几 个 步骤 。 假 定 


N 
fœ Yaka (15. 66) 
n=1 


AP, fa PAPE HERR. RHR WAAR. PERT PE. FER RK wm 
使 得 余 量 在 某 种 意义 下 最 小 。 选 择 问题 的 内 积 。 最 好 是 通过 一 个 例子 外 来 说 明 如 何 选择 
for Wm 和 NN。 假 设 我 们 希望 求解 如 下 问题 : 


-9f= 1+42° (15. 67a) 
给 定 计 算 域 为 0 二 zx 二 1， 边 界 条 件 是 : 
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f(0)= f(1)=0 (15. 67b) 
这 个 问题 很 容易 求解 ， 只 需 对 式 (15. 67a) 进 行 两 次 积分 ， 然 后 由 边界 条 件 确定 出 积分 
常数 。 该 问题 的 精确 解 是 


Go = 5z ee (15. 670) 

“PB aA tH EF “EE” BAR AA. KRAS. 66) 代 入 式 (15. 65) 中 ， 然 后 乘 

以 ws 并 计算 两 边 的 内 积 ， 由 此 得 到 求解 a 的 第 m 个 代数 方程 。 这 一 步骤 可 以 写成 如 下 数 
学 形式 : 


人 (15. 68) 
式 中 ，() 是 一 个 内 积 符号 。 对 于 现在 的 例子 ， 两 个 函数 J。 和 ,的 内 积 是 
Sidi ae = | gapda (15. 69) 
将 式 (15. 69) 应 用 于 式 (15. 68) 中 ， 得 到 
| [ez Dafa Jaa = | wag de (15. 70) 


下 一 步 要 考虑 wm 和 fn 的 选择 问题 。 注 意 ，w Alf, 不 必 是 在 整个 计算 域内 定义 的 函 
数 ， 它 们 不 需要 在 整个 计算 域 上 是 非 零 的 。 它 们 可 以 是 分 段 函 数 ， 在 部 分 计算 域内 不 为 0， 
而 在 剩余 部 分 计算 域内 为 0。 在 许多 情况 下 ,使 用 这 种 函数 可 以 减少 在 获得 代数 方程 组 过 
程 中 的 计算 工作 量 。 下 面 定义 两 个 这 样 的 分 段 基 函数 。 











脉冲 函数 P(z); + p(x) 
1 
P(x) -{" < 和 NTD  as.71) 
0, 其 他 
在 图 15. 7 中 画 出 了 这 个 函数 。 利 用 如 下 定义 ， 可 以 
对 脉冲 函数 的 中 心 进行 位 移 x 

_ vs ae i 

Pina? |? *l<ga aE ze a 

0, 其 他 图 15.7 脉冲 函数 


男 一 个 有 用 的 函数 是 三 角形 函数 T(z 一 xz,)， 其 定义 如 下 
Al 


1— |z—2,|(N+1), |z z, |< = 
N+1 
rma =| + 


(15. 73) 


0， 


在 图 15. 8 中 画 出 了 该 函数 。 
在 选择 式 (15.70) 中 的 wm Af, 之 后 ， 就 可 以 完成 
关于 xz 的 定 积分 ， 其 结果 可 以 写 为 如 下 一 个 代数 方程 





Y Laan = Ea (15. 74) 
n=1 
式 中 
1 
bh =| war (15. 75) 
A 15.8 三 角形 函数 
Pia -| wag dz (15. 76) 
0 


如 果 选 择 N 个 权 函 数 wm，m 王 1，2，3，…，N， 由 式 (15.74) 就 可 以 得 到 求解 w 的 N 
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个 代数 方程 。 式 (15.75) 和 式 (15. 76) 给 出 了 选择 w, Ff, 的 一 些 建 议 。 对 于 手 算 来 说 ， 我 们 


更 希望 积分 尽 可 能 地 简单 一 些 。 只 要 Lf, 是 一 个 有 
明确 定义 的 可 积 函 数 ， 就 可 以 完成 积分 。 我们 知 
道 ， 当 积分 中 有 一 个 单位 冲 激 函 数 时 ， 积 分 是 
b fla) = fjs a<z <b 
fa afda E AzA 
(15. 77) 
那么 ， 选 择 fn, ELS, 是 多 个 单位 冲 激 函 数 
之 和 ,我 们 就 可 以 容易 地 进行 积分 。 如 果 fam 
T(z 一 zo) 且 工 是 一 个 二 阶 导 数 ，Lf 就 是 多 个 单 
位 冲 激 函 数 之 和 。 在 图 15.9 中 画 出 了 d’ T/dz 。 
因为 Lf 是 由 多 个 单位 冲 激 函 数 所 构成 ， 所 
以 可 以 为 wm 选择 的 最 简单 函数 就 是 脉冲 函数 。 
让 我 们 通过 选择 式 (15. 66) 中 的 N=2 来 说 明 这 一 
计算 过 程 。 在 图 15. 10 中 分 别 画 出 了 权 函 数 ww 和 
We VA Be SE wR BK Ti 与 Tr 。 
现在 ， 我 们 可 以 得 到 关于 a 和 os 的 两 个 代 
数 方程 。 得 到 第 一 个 方程 的 一 些 过 程 如 下 : 


wi fh 
1 7 一 一 


1 3/6 2 
in =| wzridz=| —3[a¢x) —2a(z — 2) 


1 3/6 n 40 
j =| nate = | piris = 2 
0 1/6 81 
第 一 个 方程 是 





-2(N+1) 


图 15.9 


liai t lza: =g: 


类 似 地 ， 可 以 得 到 第 二 个 方程 : 


Be Bay et 


81 


laai + Lzza2 = £2 


三 角形 函数 的 二 阶 导 数 





(15. 78) 
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一 3u + 6a, = (15. 79) 
求解 a: 和 cz ， 得 到 
a= Pe, ww 一 小 (15. 80) 
和 
fx 227, (2-4) + ET (2-4) (15. 81) 


选择 一 个 更 大 的 N 值 可 以 进一步 提高 计算 精度 ， 但 是 代数 方程 的 数目 也 会 相应 地 增加 。 


15.3.4 ” 有限 元 方法 
有 限 元 法 涉及 如 下 两 个 问题 : pe 
i 把 一 个 连续 的 计算 域 划分 为 有 限 数量 个 单元 。 人 
如 图 15.11 所 示 ， 把 一 个 二 维 矩 形 区 域 划分 为 一 组 三 es i 
角形 单元 (e) 。 离 散 点 是 三 角形 的 三 个 顶点 。 该 方法 的 ae 
目的 是 通过 生成 与 未 知 电 位 点 数量 相等 的 代数 方程 组 ， 图 15. 11 使 用 有 限 元 法 离散 个 连续 域 
来 找到 在 这 些 有 限 数目 的 离散 点 上 的 未 知 电位 值 。 
ii 有 限 元 法 中 的 第 二 问题 是 生成 代数 方程 组 的 方法 。 
15.3.5 BORE 
变 分 原理 回 用 于 生成 代数 方程 组 。 我 们 不 必 直 接 求解 方程 式 (15. 65) ， 而 是 试图 找到 
一 个 函数 /， 它 能 够 使 得 泛 函 I( 了 ) 取 极 值 。 对 于 泛 函 来 说 ， 自 变量 本 身 就 是 一 个 函数 。 在 
满足 边界 条 件 的 所 有 函数 中 ， 存 在 一 个 函数 使 得 泛 函 取 极 值 ， 这 个 函数 就 是 式 (15. 65) 给 
出 的 平衡 问题 的 解 。 在 使 用 这 个 原理 之 前 ， 必 须 找 出 一 种 构造 平衡 问题 ( 式 (15. 65)) 泛 函 
的 方法 。 众 所 周知 ， 在 线性 空间 中 式 (15. 65) 的 泛 函 是 : 
ICF) = «Lf. f> —2<f,2> (15. 82) 
假定 算 子 LRIREM. HEL 是 正定 的 ， 如 果 
(LX1,,X2> = (X15LX2> 
{(LX,X>>0, 对 任意 六 (15. 83) 
在 上 式 中 ，X, 、X, AX, 是 满足 相同 边界 条 件 的 任意 函数 。 表 15. 3 列 出 了 在 电磁 场 
中 常见 的 偏 微分 方程 及 它们 的 泛 函 Po9 。 借 助 一 个 一 维 例子 ( 见 图 15. 12)， 可 以 很 好 地 解释 
式 (15. 82) 的 应 用 及 其 意义 。 


表 15.3 与 电磁 场 中 常见 的 偏 微分 方程 相应 的 变 分 原理 











方程 名 称 偏 微分 方程 变 分 原理 
非 齐 次 方程 VO+RO=g I(®) = +f (| vE |?— pg + 2¢@)dv 
VO+RO = 0x ro = | ve]? -rdv 
齐 次 方程 1 i 
Vb——d = 0 1 f 1 
F ro = -+f f ve? -e dva 
1 f'o ~ 2 
扩散 方程 Vi®— kb, =0 ro = [| (| No|* — bD) dudt 
泊 松 方程 ViB=g IO) = +{ (| ve|’ +2¢@)de 
拉 普 拉 斯 方程 Vo =0 ro = + [vedav 
2 
注意 ; ®, 2, Gu or p- 2, | v@|’=voe- vo= +03 +e 
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在 两 个 都 接地 并 且 相 距 d = lm 的 平行 理想 导体 (PEC) 板 之 间 ， 分 布 着 体 电荷 密度 为 
pv(z) 的 电荷 云 。 电 介质 的 介 电 常 数 为 es。 假定 导体 板 的 尺寸 很 大 ， 那 么 泊 松 方程 : 





一 V26 一 (15. 84) 
可 以 简化 为 一 维 方程 
-p er (15. 85) 
€ 
边界 条 件 是 : 
0) = (1) 一 0 (15.86) 图 15.12 平行 导体 板 之 间 的 电荷 去 
将 问题 的 内 积 定义 为 
(ih ste? = | digede (15. 87) 
由 式 (15. 82) 可 知 ， 与 式 (15. 85) 相 应 的 泛 函 可 写 为 
I) = I. — £Podx— 2) ox) uk) a (15. 88) 
0 0 € 
求 式 (15. 88) 中 右 端的 第 一 个 积分 ， 并 应 用 边界 条 件 ( 式 (15. 86)) ， 得 到 
ro) = | ($2)'dx—2 o) Oar (15. 89) 
0 Bs of 0 € 


(EZ PH (30 (15. 89)) 取 极 小 值 的 函数 @(z) 就 是 方程 式 (15.85) 在 给 定 边界 条 件 
( 式 (15. 86)) 下 的 解 。 如 果 把 式 (15. 89) 改 写 为 如 下 形式 


LD) = Feo) = | e| E| ae f ops dz (15. 90) 

就 可 以 给 出 式 (15. 89) 的 一 个 物理 解释 。 
很 容易 看 出 ， 泛 函 ( 式 (15. 90)) 就 是 电位 能 ， 因 为 | dB/dz | 是 电场 |E | 的 大 小 ， 而 
| Qa/2eErdz 是 存储 在 电介质 中 的 电能 。 使 泛 函 Te 最 小 就 相当 于 使 得 净 电 位 最 小 。 在 力 


学 中 ， 一 个 类 似 的 原理 是 : 应 用 牛顿 动力 学 方程 或 者 使 泛 函 ( 泛 函 是 重力 势能 ) 最 小 ， 我 们 
都 可 以 求解 一 个 引力 问题 。 i Ce) j 

最 后 一 步 是 如 何 获得 代数 方程 组 。 在 每 个 单元 
中 ， 电 位 函数 @(Cz) 可 以 用 该 单元 两 个 顶点 的 电位 值 图 15.13 单元 (e) 和 顶点 i 和 j 
来 表示 ( 见 图 15. 13) 。 Bx) 

如 果 用 线性 插值 ( 见 图 15. 14) ， 将 有 D (x) 


p= pt iea A59 
ty — a; 


式 (15. 91) 也 可 以 写成 男 一 种 形式 
Bz) = Ni(x)G, +N; 8; (15.92) SH 


J 












人 


! 
1 
i 
| 
\ 
| 
| 
x 





其 中 | 
N, = == (15. 93a) x x, 
sen 图 15.14 线性 插值 
N; = —— (15. 93b) 
Tj 2 
式 中 ，NiCz) 和 NiCz) 都 称 为 形状 函数 ， 如 图 15. 15 Bra. 
注意 
N = Ls 2 = T; N; = ly T= Tj 


= p= 
0, TSZ 0, 工 一 Li 
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把 单元 的 顶点 叫 作 节 点 ， 形 状 函数 Ni 在 节点 i 的 值 是 1， 而 在 其 他 节点 的 值 则 为 0。 
在 两 个 节点 之 间 ， 它 是 线性 变化 的 。 对 于 形状 函数 Ni 也 有 类 似 的 结论 ， 在 它 自己 的 节点 
上 为 1， 在 其 他 节点 上 则 为 0。 事实 上 ， 不 用 改写 式 (15. 91), 
也 可 以 得 到 式 (15. 93a) 和 式 (15. 93b) 。 对 于 线性 变化 ， 可 以 K a 
写 出 


Ni(z) = a; + bix (15. 94) 
因为 Ni(Czi) 王 1，Ni(Czi) 王 0， 所 以 有 
1 = a; + br: (15. 95) x 
0 = a; + biz; (15. 96) ‘i 4 


























Tj 
ti Ti 一 x 
f i "i 4 
b; == 2! e (15. 97) 图 15.15 形状 函数 
Tj Zz; Tj — Ti 
N:(x) Zj g 
a T, 
类 似 地 ， 可 得 式 (15. 93b) 。 由 式 (15. 92) MA5. 93), A 
dö = 1 . . :二 一 1 ; ą— p 
TS i a 1 。G， 二 ®,) (15. 98) 
现在 ， 单 元 (e) 上 的 泛 函 IOAR B; AD; 计算 出 来 。 由 式 (15. 90)， 有 
x 3 1 
To =f Eres aa A p)? dz — i [Ni(2)®, +N; (x) Jpv(x)de (15. 99) 
IR (15. 99) 可 进一步 简化 : 
ro = 1, BOP a nce) (Ddz—®| Nz) (z)dz (15.100) 
2 (3, — 2) i 五 py ? x, pr ` 


总 泛 函 可 以 通过 对 所 有 单元 上 的 泛 函 进行 求 和 得 到 : 





Te(G) = 2i. A (15. 101) 
此 时 ， 式 (15. 101) 对 每 一 一 个 未 知 电位 值 取 最 小 值 ， 就 可 以 得 到 如 下 代数 方程 组 : 
a =o, ©, (KH A AE) (15. 102) 
让 我 们 举 一 个 简单 的 例子 来 说 明 有 限 元 法 的 计算 过 程 。 加 a 
在 图 15.11 中 , $ d=1, pv=1, e=1, 并且 把 计算 域 划 分 。 > 
为 如 图 15. 16 所 示 的 两 个 单元 。 i 
对 单元 1: 2,=2, 2,=1/2 图 15.16 计算 域 划 分 成 两 个 单元 
_ Wee ag E ama 
Nia) 一 172 一 0 一 1 2T, Ni) = 772 —0 2x 
D: =O) =0; OB = Oy 


2 x 
1 =5° -of (1 一 2z)dz 一 Daf 2zdz = h — 0—2 7|" = af — Sa 


4 
对 单元 2: z; =1/2, 4;=1 
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io EE a _z—1/2 
Ne= = 20-2), Ni) = Fay 


: =a; 0 = Oy = 0 
a 2 1 1 

po =le C opf 20—z)dr—of (2z— Dar 
L= 1/2 1/2 


= 2xz— 1 








1 





A 
=h — 20a (z -Z ) |! —0 =o — 2 


1/2 


Ts =] 十 I = 205; Es 2- 
为 了 使 Te 最 小 化 ， 应 取 l/daa =0, 4a 一 1/2 二 0， 最 后 得 到 
1 


y= = (15. 103) 
让 我 们 把 这 个 结果 与 这 个 简单 问题 的 精确 解 作 一 个 对 比 : 
oo G6(0) = 0 
dz’ ” 611) =0 
oie piai 
x 
一 =z tarte (15. 104) 
由 边界 条 件 可 得 ， 
一 0 = 二 0 十 0 十 cs， cz 一 0 
2 
一 0 一 地 二 a+1 Cl =—+ 
2 
-0 =% -Ja = $2(2-1) 
p=4 2—2) (15. 105) 
by Sloet At oY 
alz) =7*7*7= S (15. 106) 


可 以 看 到 ， 由 式 (15. 105) 给 出 的 精确 解 与 由 式 (15. 103) 给 出 的 有 限 元 法 的 近似 解 相 
同 ; 然 而， 应 该 注意 到 在 整个 计算 域内 却 不 是 这 样 的 。 例 如 ， 由 精确 解 式 (15. 105) 得 到 的 
B(1/4) 是 
1 i oo 1 3 
o(+)=5%xqx(1-4) = (15. 107) 

由 有 限 元 法 ， 我 们 注意 到 z= 二 1/4 不 是 一 个 单元 的 顶点 ， 但 是 它 在 单元 (1) 中 。 在 这 个 
单元 中 ， 有 

NiCz) 一 1 一 2z， NiGCz) = 2z 
Bz) =N,(x)G, + N,(x)O, 一 (1 一 2z)Go 十 2zGm 


(4) =(1-4)xo+2x+4x 1 = 4 (15. 108) 


引起 误差 的 原因 很 清楚 : 精确 解 表明 电位 的 变化 是 二 次 函数 ， 而 我 们 采用 的 有 限 元 法 
却 假定 了 线性 插值 。 把 基于 式 (15. 94) 所 得 到 的 形状 函数 称 gy a p 
为 一 阶 形状 函数 。 我 们 可 以 基于 二 次 插值 来 定义 二 阶 形状 | 
函数 。 在 结束 这 个 专题 的 讨论 之 前 ， 让 我 们 看 看 如 果 用 有 TIO 
限 差分 法 解 这 个 问题 ， 会 得 到 什么 样 的 结果 。 应 用 中 心 差 图 15.17 有 限 差分 法 解 的 网 格 
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分 (图 15.17) ， 有 





dD — Pn + On — 20m _1 
mn (3) 
2 


由 边界 条 件 ， 可 得 Bj 二 Bg 一 0，8Bg =1 和 Ga 王 1/8。 

在 一 维 问题 中 ， 一 阶 有 限 元 法 与 有 限 差分 法 相等 价 。 

在 结束 本 章 之 前 ， 让 我 们 来 证 明 算 子 L== 一 /dzx? 是 正定 的 中 。 令 @ AS, 是 两 个 函 
数 ， 它 们 满足 原来 问题 的 边界 条 件 ， 即 





























@® (0) =0, @ (1) = 0 (15. 109) 
®,(0) =0, @(1) =0 (15. 110) 
pt dð =f d6 __ /„ d|! [' d&, de, 
(LX, ,X2) =| — dz? z dx ®©, d ees: — (® dæ x wy se ar a z) 
1 
(LX, X) =| S21 Peay (15.111) 
o dx dz 
fot ia dð: |! _ [' d®, dd, 4) _ [ dy do 
(hi LK.) =| a (— FS) de = (o S| — J, Ge EAT 
因此 ， 有 
(LX1,X,) = (X,,LX,2) 
而 且 
op o ‘db do, 
(LO ,) | .=—9 加 “Pedy ae 
(L® ,@) -| To 
GR, 它 是 正 的 ， 这 样 我 们 证 明了 工 二 一 d/dzx? 是 正定 的 。 
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二 维 问题 


波导 问题 是 一 个 经 典 的 二 维 问题 。15. 1 节 已 经 讨论 过 有 关 波 导 的 公式 ， 这 一 节 仍 然 从 这 个 
问题 开始 。 为 了 方便 起 见 ， 这 里 重新 写 出 TM 模式 的 方程 式 (15. 6) : 
一 ViF =F, 在 闭合 边界 上 下 一 0 (16. 1) 
其 中 ， 在 横 截面 上 的 拉 普 拉 斯 算 子 是 


(16. 2) 


16. 1 有 限 差分 方法 
可 以 用 如 下 中 心 差分 公式 来 近似 二 阶 偏 导数 : 








oF Pn t Fae —2F yi 2 
Sa loa i h? + OCh*) 
oF paeran F; + Fes — 2F i 2 
ay loa ‘cer semaine + OCh*) 
现在 ， 式 (16. 1) 可 以 写 为 
ROAF; — Fitia Pje — Fyn — Fy) = AF je (16. 3) 
在 矩形 方 格 的 每 一 个 场 点 上 应 用 这 个 “计算 格式 ?将 得 到 如 下 代数 方程 组 
AX = 1X (16. 4) 


求解 方程 式 (16. 4) ， 就 可 以 得 到 特征 值 和 相应 的 特征 向 量 。 下 面 通过 一 个 矩形 波导 的 
例子 来 说 明 这 个 求解 过 程 。 我 们 希望 应 用 FD 方 | 3 
法 计算 截止 波 数 和 截止 频率 。 = 
由 于 在 PEC 表面 上 F=0, WA Fay Fa 和 


Fo 是 未 知 量 。 分 别 选择 图 16.1 中 的 A、B 和 C 





为 中 心 节点 ， 可 以 得 到 这 三 个 未 知 量 所 满足 的 三 ”三 1* ik jek 
@- A 一 一 全 
个 方程 。 i C a R 
Bie h=+, HAA h 
16(4F, Fa 0 Fe 0) = AF's p 
16(4Fo — Fg — 0—0 — 0) = AF¢ 图 16.1 在 直角 坐标 系 的 网 格 中 ， 一 个 中 心 
将 上 面 三 个 代数 方程 写成 矩阵 的 形式 ， 可 得 人 
AX = \X 
式 中 


64 一 16 0 
A= |—16 64 —16 (16. 5) 
9 —16 64 


O 第 16 章 的 附录 参见 附录 16A 一 16E。 
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和 
F, 
= 加 (16. 6) 
Fe 
现在 ， 可 以 用 任何 一 种 标准 的 数学 软件 求 出 4 与 相应 的 特征 向 量 。 表 16. 1 比较 了 
式 (16. 5) 的 特征 值 与 由 矩形 波导 CTM 模式 ) 理 论 得 KRT mee, tes 
到 的 精确 解 : — ansa ”精确 值 
m =E = (T) +) u mw. ere OTN 


m= 1,2,00, n= l,2,,œ0 (16.7) As 86. 63 


如 果 减 小 hh， 就 可 以 得 到 更 精确 的 解 。 然 而 矩阵 4 的 阶 数 会 增 大 。 如 果 我 们 想 讨 论 
TE 模式 ， 其 纵向 场 为 百 . HA 
,= Gla, ye” (16. 8) 
—V?G= 1G (16. 9) 
上 面 的 方程 与 方程 式 (16.1) 相 同 ， 但 在 PEC RL, WHA RAK S (Neumann) 
型 的 : 
ee -0 (16. 10) 
sth, ESSARY E. ABH 16.3, ERS., 例如 ， HED, GAO, 但 在 
D 点 有 3G/3zx 二 0。 如 果 用 后 向 差分 公式 来 近似 一 阶 导 数 ， 就 可 以 实现 这 个 边界 条 件 ， 可 写 为 
_ Go 一 Ge 
- 一 9 





oS |e Gp = Ge (16. 11) 


然而 ， 后 向 差分 公式 的 精度 只 能 达到 OC(h)。 那 么 ， 如 果 使 用 式 (16. 11)， 即 使 采用 精 
度 为 OC) 的 中 心 差分 来 近似 代替 拉 普 拉 斯 算 子 ， 其 精度 会 被 降低 为 O(h)。 如 果 采 用 中 
心 差分 公式 代替 偏 导 数 9G/3x， 就 需要 考虑 场 域 外 的 一 个 镜像 点 E, A 


= GT Ge Ge 十 OP) (16. 12) 











Ox 
为 了 实现 诺 依 曼 边界 条 件 ， on 
= Ge (16.513) 
其 优点 是 边界 条 件 和 拉 普 拉 斯 方程 的 近似 都 是 天 阶 的 ， 只 不 过 所 付出 的 代价 是 增加 了 一 个 
未 知 量 ， 即 是 需要 计算 Co。 在 图 16.2 中 ty 
的 DD 点 处 ,应 用 计算 格式 就 可 以 得 到 所 0 


需 的 额外 方程 : 
VIG» = EPt — Ahr 
(16. 14) 
VG] = Pet t (16, 15) 


我 们 已 经 利用 式 (16. 13) 消去 了 Oe. 
如 果 为 了 得 到 更 高 的 精度 而 减 小 h， 方 
程 的 数量 将 会 增加 。 然 而 ， 在 任 一 个 方 
EP, 未知 量 的 数目 不 会 超过 5 个 ( 见 图 16. 3)。 





图 16.2 TM 模式 波导 的 矩形 网 格 


图 16.3 在 区 域外 的 一 个 镜像 点 E 
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如 果 将 这 些 方 程 写成 矩阵 形式 ， 则 在 每 一 行 中 的 非 零 元 素 将 不 会 不 超过 5 个 。 现 在 ， 
在 图 16. 2 中 取 /一 0. 01， 让 我 们 来 求解 TE 模 问 题 。 未 知 量 的 数目 是 100 50=5000, 4 
阵 A 的 大 小 是 50005000, RABE A 中 的 任何 一 行 仅 有 5 个 非 零 元 素 。 应 用 像 高 斯 消去 法 
这 一 类 方法 求解 这 些 方 程 ， 效 率 会 非常 低 ， 因 为 它们 都 没有 利用 矩阵 A 是 稀疏 和 矩阵 这 一 特 
性 。 有 关 数 值 分 析 的 书 讨 论 了 求 稀 朴 矩阵 的 道 的 一 些 特殊 方法 。 像 “高 斯 消去 法 ?这 类 一 味 
凭借 蛮 力 的 方法 需要 完成 大 量 的 算术 运算 ,在 这 一 过 程 中 会 引起 “ 舍 人 误差 ”%， 舍 人 误差 是 
由 于 浮 点 运算 会 去 有 效 数字 而 产生 的 。 一 种 值得 选择 的 方法 是 下 一 节 将 要 介绍 的 迭代 
方法 。 


16.2 REE 


为 了 得 到 代数 方程 ， 我 们 必须 对 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 进行 差分 离散 ( 见 图 16. 4) 
2 _ DL + Dr + Be + Op + ++ —4Be 
如 果 我 们 求解 拉 普 拉 斯 方程 ， 则 式 (16. 16) 就 可 以 写成 T 
Pe = 1 (D, + Os + Dr + Br) (16. 17) 


方程 式 (16. 17) 说 明 ， 在 中 心 节点 的 电位 可 以 近似 地 

取 为 其 周围 相 邻 四 个 等 距离 节点 的 电位 的 平均 值 ( 左 、 右 、 

上 和 下 )。 在 迭代 解法 中 ， 先 给 每 一 个 未 知 量 选取 一 个 和 迭 OC a” eS 
h 


(16. 16) 


代 初 值 ， 称 为 零 次 迭代 值 。 然 后 ， 应 用 式 (16. 17) 计 算出 新 


a? = FOP +O" HOP +OP) (16. 18) B 


当 在 一 个 网 格 节点 上 应 用 式 (16.18) 以 后 ， 我 们 再 移 图 16.4 拉 普 拉 斯 算 子 的 计算 格式 
到 下 一 个 网 格 节点 按 式 (16. 18) 进行 第 一 次 运算 ， 反 复 进 行 这 个 步骤 ， 生 成 第 一 次 的 迭代 
值 。 如 果 在 每 一 个 电位 是 未 知 的 网 格 节 点 上 都 按 式 (16. 18) 进 行 第 一 次 运算 ， 当 完成 第 一 
次 迭代 循环 过 程 后 ， 就 可 以 得 到 一 组 第 一 次 迭代 值 。 此 后 用 得 到 的 第 一 次 迭代 值 作为 迁 代 
初 值 重复 这 一 迭代 过 程 ， 当 完成 第 二 次 迭代 循环 过 程 后， 就 可 以 生成 第 二 次 迭代 值 。 重 复 
这 一 过 程 一 直到 这 组 方程 的 解 达 到 期 望 的 精度 ， 然 后 终止 这 一 过 程 ， 并 将 最 后 的 一 次 迭代 
值 看 做 问题 的 近似 解 : 


ot 一 +o +O + 6 +o) (16. 19) 


Se AG BL we TK (Ris A AR A E F PP ee ok. BRCM EBA, PRP EO 
HITER, DONTE RBI AEA A C 进行 第 ntl 次 近似 的 迭代 循环 中 ， 已 经 得 到 了 节点 
LAI BASS nti 次 迭代 值 与 第 nn 次 迭代 值 。 此 时 ， 就 可 以 立即 使 用 这 个 新 值 ， 而 不 必 
等 到 计算 出 全 部 节点 上 的 新 值 才 使 用 它 。 换 句 话 说， 按照 规定 的 运算 顺序 ， 式 (16. 19) 
将 修正 为 : 


ory = For + of? + be + db” ) (16. 20) 


式 (16. 19) 描 述 了 一 种 瞬时 替代 方法 ， 也 被 称 为 Richardson Fr, ， 而 式 (16. 20) 则 描 
述 了 一 种 逐次 替代 方法 ， 也 被 称 为 Liebman 方法 '。 从 直 关 上 看 来 ,似乎 Liebman 方法 
H Richardson 需要 的 迭代 次 数 更 少 。 对 线性 问题 来 说 ， 这 是 正确 的 。 

对 椭圆 形 偏 微分 方程 ， 例 如 ， 拉 普 拉 斯 和 交 姆 霍 兹 方程 ， 用 有 限 差分 方法 求 出 的 解 是 
收敛 的 ， 但 困难 是 其 解 收敛 得 很 缓慢 。 可 以 采用 附加 的 加 速 技术 来 加 速 迭 代 收 化 过 程 。 其 
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中 的 一 种 方法 叫做 外 推 Liebman 方法 ， 这 种 方法 很 容易 用 于 计算 机 编程 : 


(tl) rH) Cn) Cn) 
BD 一 pP +a |S + By 7 +r 上 ge | (16. 21) 


注意 ， 括 号 口中 的 值 是 假如 采用 Liebman 方法 时 所 得 到 的 值 ， 即 把 由 式 (16. 20) 所 算得 的 结 
果 不 作为 第 n+1 次 迭代 值 ， 而 把 它 视 为 一 中 间 结 果 。 系 数 w 称 为 松弛 因子 。 如 果 记 括号 口中 的 
值 为 DY, WRG 21) 可 以 写 为 : 





GED = OF 十 oo — a) (16. 22) 
or? = BD 十 wa(G — pL) (16. 23) 

式 中 ， 
amai (16. 24) 


这 个 公式 的 含义 可 以 表述 为 : PO EARE. BY 是 采用 Liebman 
方法 得 到 的 值 。@8 —OY 是 在 不 考虑 松弛 因子 的 情况 下 ， 两 次 连续 迭代 值 之 间 的 差 值 。 
将 这 个 差 值 的 一 部 分 加 到 SP 上 就 得 到 了 用 于 进行 下 一 次 迭代 所 需 的 初 值 ， 这 意味 着 试图 
通过 由 前 面 的 经 验 来 预测 下 一 次 的 值 以 减少 至 少 一 次 迭代 。 因 此， 从 理论 上 来 说 ， 引 入 这 
个 松弛 因子 可 以 加 速 收 敛 速度 。 当 w 取 最 优 值 时 ， 收 敛 速度 最 快 ， 同 时 它 取 值 的 范围 是 
l<w<2. MA, o 的 值 取得 大 比 取 得 小 要 好 。 这 是 一 个 非常 有 用 的 结果 ， 因 为 虽然 最 优 
松弛 因子 的 估计 在 一 些 情 况 中 (比如 和 撼 形 边界 5 ) 是 非常 简单 的 ， 但 在 更 一 般 的 情况 下 却 是 
非常 困难 的 ， 只 能 凭借 经 验 取 值 。 例 如 ， 在 实际 中 ， 可 以 对 一 个 粗糙 网 格 的 w 与 迭代 次 数 
的 关系 进行 实验 研究 ， 在 获得 一 个 最 优 的 w 值 后 ， 再 对 网 格 间距 疡 更 小 的 精细 网 格 也 使 用 
这 个 最 优 w 值 。Kallurit 给 出 了 有 关 这 一 专题 更 多 的 信息 、 例 子 和 相关 的 参考 文献 ， 其 要 
点 见 附录 16E. 


16.3 REHA" 


将 通过 应 用 使 泛 函 取 最 小 值 的 方法 求解 拉 普 拉 斯 方程 ， 来 介绍 二 维 问题 的 有 限 元 方法 
(FEM)。 拉 普 拉 斯 方程 为 y 
Vb =0 (16. 25) 
相应 的 泛 函 为 : 


ID) = || 4elVølas (16. 26) 


如 图 16.5 所 示 ， 用 一 个 三 角形 作为 有 限 
元 法 中 的 一 个 单元 。 

在 三 角形 单元 内 ， 电 位 函数 可 以 用 该 三 
角形 单元 的 三 个 顶点 1、2、3 上 的 电位 值 来 表 
示 成 : 





3 
D(z,y) = J OM: (16. 27) 图 16.5 三 角形 有 限 单元 
k=1 


式 中 ，& 是 二 维 一 阶 形状 函数 。 这 些 函 数 与 15. 3. 5 节 讨 论 过 的 一 维 一 阶 形状 函数 具有 相 

同 的 特性 。 形 状 函 数 & 的 性 质 可 用 xz 和 yy 表示 为 
trey) =a, thx tery (16. 28) 

mA, 4 

fl 在 节点 外 上 
lo 在 其 他 节点 上 
5 也 称 为 面积 坐标 ， 因 为 它们 的 物理 意义 是 面积 比 ， 而 且 在 由 其 顶点 的 直角 坐标 所 确 
定 的 任意 面积 上 ， 对 一 个 任意 函数 f(x，y) 进 行 积分 时 是 很 有 用 的 。 图 16. 6 解释 了 这 些 


(16. 29) 
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坐标 。 
令 


(16. 30) 


图 16.6 RH, Ay 和 hi 分 别 是 节 
点 1 和 三 角形 内 任 一 点 P 相对 于 底 边 


123| 的 高 度 。 因 此 ，A, 是 子 三 角形 
P23 的 面积 ， 其 值 等 于 (1/2)h|23|。 


三 角形 123 的 面积 是 (1/2) | 23 | 。 

因此 ， 是 子 三 角形 P23 与 三 角 
形 123 的 面积 之 比 。 很 显然 ， 有 

各 十 名 十 名 王 1 (16.31) 图 16.6 BURR 

节点 1 的 直角 坐标 是 (x!，y1)， 但 
是 它 的 8 坐标 是 (1，0，0)， 因 为 节点 1 的 & 是 1( 如 果 P 点 是 节点 1， 则 如 = 二 Hi) 且 5 二 
名 二 0。 在 图 16.6 中 ， 把 每 一 个 节点 的 8 坐标 写 为 三 个 数 (&，&。，&s) 一 组 的 形式 。 从 那 
些 数 字 中 看 出 ， 显 然 由 式 (16. 29) 所 要 求 的 形状 函数 的 条 件 得 到 了 满足 。 确 定形 状 函 数 的 
下 一 步骤 是 根据 三 角形 的 节点 坐标 来 求 出 式 (16. 28) 中 的 ak 。 首 先 ， 使 用 面积 坐标 OL G 





x = dil+t db + dst (16. 32) 
WRH P ARAHAL, W z 一 zi， H &=1, &=0, &=0, 因此 ， 有 
Zi 一 Gd。1 十 dz。0 十 da。0 


m=d, (16. 33) 
同 理 ， 可 得 zz 一 心 ，zs 一 da 。 式 (16. 32) 变 为 : 
x = tiẸ H Zz bs +2363 (16. 34) 
同样 ， 
y = yl 二 yb yb (16. 35) 


式 (16. 31)、 式 (16. 34) 和 式 (16. 35) 可 以 写成 如 下 矩阵 形式 


1 1 1) [5 1 
k Tz T3 j = p (16. 36) 
1 Ya3 3 Cs 


应 用 克 莱 默 法 求解 式 (16. 36) ， 得 到 
各 = Pe (16. 37) 




















M. J2 Ja 
可 以 看 到 ， 行 列 式 的 分 母 是 三 角形 面积 A 的 两 倍 。 
因此 ， 得 到 


a> yl (aaa: — 2392) + (ys — ys) a+ Crs — 22) 9] (16. 38) 
与 式 (16. 28) 对 比 ， 并 且 记 a,=a,/2A; bi =b,/2A, c =c /2A, 得 到 
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ai = 23 — T3 y2 
b= yz — Vs 
Ci = T3 — T? 


而 且 


同样 地 ， 得 到 
g= PO 二 baz 十 cry) 
42 一 T3 Yı L143 
bs= y; — yı 
CoS i ~ Ts 
g= O bz 二 cy) 
ds— ZIyz H2 MN 
bs = yi 一 yz 
Cg = Ze mMm By 
可 以 证 明 ， 面 积 A 也 可 以 写 为 (参见 附录 16B): 
A = Pace — b3c2) 


(16. 39a) 
(16. 39b) 
(16. 39c) 


(16. 40) 


(16. 41) 


(16, 42a) 
(16. 42b) 
(16. 42c) 


(16. 43) 


(16. 44a) 
(16. 44b) 
(16. 44c) 


(16. 45) 


既然 已 经 求 出 了 & 关于 节点 坐标 的 表达 式 ， 我们 就 可 以 用 &(zx，y) 的 梯度 来 表示 


VG(Cz，y) 。 由 式 (16. 27) 可 知 
3 


VG(Czyy) 一 Dh Ve Cx, y) 
k=1 


3 3 
|V|’ = V8. Vd = 2 2 BB Vg Ey) + Vo lr,y) 


j=] k=1 


由 式 (16. 26) ， 单 元 Ce) 对 泛 函 的 贡献 可 以 写 为 ， 


$ 8 
p’ = | = | V6| 2 dS 一 FA Yee] VG > Vg adS 


j=1 k=] 


(16. 46) 


(16. 47) 


(16. 48) 


若 记 最 后 一 个 积分 为 SP, EAE ME Er EB — PR. HSK 


Sf =|. ‘ VG < VdS 
现在 ， 单 元 (e) 对 泛 函 的 贡献 可 以 写 为 ， 


3 3 
T(e) — J Di Dye 2 


ik 
Ox Oy 2A 


Te 2 5h = Gb t5e) 


1 


Vo; » Vi = Jaz bibs 十 ic) 
E 1 
Sy = qaz Fi + cjc, off dS 


(26; +e) 


(16. 49) 


(16. 50) 


(16. 51) 
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Ss? = ROT ta (16. 52) 


如 果 假 定 三 角形 5 的 顶点 的 坐标 和 三 角形 c 的 坐标 可 以 由 式 (16. 39) 一 式 (16. 44) 计 算 
BHX, CS ] 就 可 以 由 式 (16. 52) 计 算出 来 。 

如 图 16. 5 所 示 ，[LS ”也 可 以 用 三 角形 的 三 个 顶 角 名 、 3 
Q 和 来 表示 ( 见 附录 16B) : 


cot#, + cot; — coté; — cot, 
[s? | = 了 | — coth, cotb + cotô; — coth, | 
— cot, — cotd; cotO + coté, 
(16. 53) 


下 面 通过 一 个 简单 的 例子 来 说 明 这 种 方法 。 如 图 16.7 
所 示 ， 在 等 腰 直角 三 角形 中 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 给 定 D =10, 
B= 二 一 5, KO. 

应 用 式 (16. 53) ， 得 到 和 矩阵 $: 





16.7 等 腰 直 角 三 角形 


[s]= + 





2 —1 —1 
-i a4 j (16. 54) 
=}. © 1 
ZK I ARRA: 


3 3 


I= £5) 5) @G,S, 


j=l k=1 


fo 


= 5 [Sud + S128, B, + Su B + SDD + Sz + S23 B, B, + S: B,D, + SDD, + SB ] 


HTL IZ PAT FRA ee, ET AE A TERR TF, D 是 未 
知 量 ， 所 生成 的 代数 方程 是 


SL = 0 = F Suh + Sa PD, + SD + S32, 十 25833; ) (16. 55) 
3 
注意 
Sa = Sy (16. 56) 
S31 9， + SazG: + Sa Ọs = 0 (16. 57) 


对 于 手头 的 例子 ， 因 为 Sa =—1/2, S2=0, S3=—1/2, $ =10, &=—5, 
(一 去 )x10+ox 5) +t, 一 0 
ð, = 10 

在 这 个 例子 中 ,节点 1 和 2 具有 给 定 的 电位 值 ， 称 为 强加 电位 值 的 节点 ， 或 强加 节 
点 。 称 节点 3 为 自由 节点 。 如 果 所 有 节点 都 是 自由 节点 ， 得 到 和 矩阵 方程 
u Si Sis] [G， 
Sa Saz Sz 2 
a Saz Sa 3 

基于 泛 函 最 小 化 的 有 限 元 方法 的 一 个 重要 优点 是 ， 诺 依 曼 型 边界 条 件 能 够 被 自然 地 
得 到 满足 (参见 附录 16C) ， 称 其 为 自然 边界 条 件 。 因 此 ， 在 这 些 边界 上 的 节点 都 是 自由 
节点 。 狄 利 赫 里 型 (给 定 电 位 ) 边 界 条 件 是 基本 的 边界 条 件 ， 其 边界 上 的 节点 是 强加 
节点 。 
16.3.1 两 个 单元 


为 了 推广 上 述 过 程 ， 让 我 们 来 考虑 把 问题 的 区 域 划分 为 两 个 单元 ( 见 图 16. 8) 的 情况 。 


=0 (16. 58) 
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令 每 一 个 单元 的 刚度 矩阵 分 别 记 为 LS JAILS ]， 则 问题 的 泛 函 ICD) 
ID= I? +I” = SLSP Gi + SPO, + SP DD + SP HB, + SY Hi 
+ Si? OD, + Sati + SY B,D, + SY G5] 
+ ESP Oi + SPD, + SPH, + SP DD + SY os 


in @, D, + Si? BD + Si? B,D, + S{P GJ (16. 59) 
1 4 


3 
16.8 两 个 单元 


求 KG) 关 于 D 的 偏 导数 ， 并 令 其 等 于 零 ， 得 到 代数 方程 
ol _ o= 2 SSP o + SYP o, + SY O, + SYS, +SP a] 


30, 
+s [25 ©, + SP, + S$? D, + SPO, +S? H,] (16. 60) 
利用 如 下 关系 
Sf = SP (16. 61) 
上 面 的 方程 式 可 以 写 为 


Ce SP +e SI? )G +e S ®, + (ei BY + 2S? OB, +e, Si? H, = 0 (16. 62) 
写 为 矩阵 的 形式 ， 有 
D, 


È. 
fer SP Hes asp asp Hes? es] i =i (16. 63) 
3 


当 考 虑 所 有 的 方程 时 ， 并 写成 矩阵 形式 ， 得 到 
e SÍP 十 es P e Si? El fy Hesi? ez Si? ®D, 


as? eS a SẸ 0 ®, 
D (1) a) (2) D =0 (16. 64) 
er Ss? + e2S5 61532, Sx’ 十 ez9353 €z ®; 
aS? 0 a as? lla 
[s][e] = 0 (16. 65) 


让 我 们 看 一 看 ， 是 否 可 以 根据 各 个 S® 甜 阵 来 构造 出 “总 体 S 矩阵 "中 各 个 元 素 的 计算 
公式 。 让 我 们 考虑 节点 1。 这 个 节点 是 两 个 单元 所 共有 的 节点 。 刚 度 系数 SIP 和 SIP 都 将 
会 有 贡献 。 乘 以 单元 中 介质 的 介 电 常数 ， 并 将 它们 相 加 ， 得 到 


Su =e SY? 十 ez Si? (16. 66) 
让 我 们 考虑 总 体 S 矩阵 中 的 元 素 S13。 线 段 13 是 两 个 单元 的 共同 边 ; 
Si = a SIP +e. Si? (16. 67) 


按照 这 一 规则 ， 有 
Su = e2 Si? (16. 68) 
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也 注意 
Sun = 0 (16. 69) 
这 是 因为 在 节点 2 和 节点 4 之 间 没 有 直接 的 
联系 。 bs 
如 图 16.9 ras. (BBE TES Sah h i 
足 拉 普 拉 斯 方程 ， 且 给 定 边界 条 件 ， 试 求 点 
P(1,，1/3) 的 电位 。 由 于 对 称 性 ， 可 以 只 考虑 
二 分 之 一 场 域 , 在 二 分 之 一 场 域 中 有 3 个 单元 
和 5 个 节点 。 节 点 2、3、4 和 5 都 是 强加 节点 。 
®, = = 0; © =100 (16.70) 
因为 存在 一 个 无 限 小 的 间隙 ， 所 以 节点 4 
的 电位 是 有 一 些 不 明确 。 出 于 计算 的 目的 ， 假 
定 节 点 4 在 100V 的 电极 上 : 
本 G6 TD 图 16.9 具有 不 同 电介质 的 场 域 中 拉 普 拉 斯 广 
假定 已 经 根据 给 定 节 点 的 坐标 计算 出 了 总 . 
tk $ 矩阵 中 的 各 个 元 素 ， 有 方程 人 
SD, + SizG: + Si ®; + Su Dy + Sis Ø; = 0 
代入 强加 节点 的 电位 值 ， 得 到 
SnD +S: ¢ 0+ Si ° 100+ Su 。1l00 十 S5。0 王 0 





一 一 
(0,0) 0 (1,0) (2,0) 


ð, = 一 一 (16. 72) 
注意 ， 线 段 213 是 一 条 对 称 线 ， 在 这 条 线 上 的 边界 条 件 是 
i g (16. 73) 
Ox r=] 





诺 依 曼 型 边界 条 件 自然 得 到 满足 ， 且 节点 1 是 自由 节点 。 参 见 附录 16C。 因 为 在 式 (16. 65) 
中 国 是 由 自由 节点 电位 和 强加 节点 电位 组 成 的 一 个 列 和 矩阵， 所 以 将 矩阵 方程 写成 如 下 分 块 形 
式 ， 可 以 得 到 方程 式 的 一 个 通 解 : 
Sir Sip Dr 
a «16.74 


Sor So ®, 
BF UALS« ]L@] + CS, JC, ]= 0 
L J=— [Se] CS, IL®, J (16. 75) 
< 
16.3.2 ”总体 和 局 部 节点 

在 前 面 通过 直观 地 观察 各 个 节点 之 间 的 连接 情况 ， 我们 生成 了 总 体 S 矩阵 。 在 实际 的 
问题 中 ， 可 能 会 有 数 百 上 千 个 单元 ， 有 必要 生成 一 个 方案 (一 个 计算 机 程序 ) 用 于 根据 输入 
数据 来 描述 各 个 节点 之 间 的 互 连 关系 ， 以 及 得 到 作为 输出 量 的 合成 总 体 矩 阵 。 通 过 考虑 局 
部 和 总 体 节点 的 编号 ， 就 可 以 以 一 种 精确 的 方式 来 完成 这 一 任务 。 以 图 16. 8 中 的 单元 (2) 
为 例 来 说 明 这 一 方法 。 参 见 图 6.10. 

将 局 部 节点 编号 标记 在 三 角形 内 部 ， 而 将 总 体 节点 编号 标记 在 三 角形 外 面 并 用 一 个 方 
框 口 括 起 来 。 局 部 节点 编号 是 任意 的 ， 只 要 节点 编号 的 顺序 指明 前 进 方向 ， 比 如 逆 时 针 方 
向 。 然 后 建立 一 个 表格 ， 来 描述 每 一 个 单元 的 局 部 节点 编号 与 总 体 节点 编号 之 间 的 对 应 关 
系 。 图 16. 10 和 图 16. 11 分 别 给 出 了 图 16.8 中 的 两 个 单元 。 其 中 局 部 节点 排列 表 如 
K 16. 2 所 示 。 
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a a 
3 
(1) 
& 
Z i 2 
B a a 
Æ 16.10 局 部 和 总 体 节点 编号 16.11 有 两 个 单元 时 的 局 部 和 总 体 节点 编号 
表 16.2 局 部 节点 序列 表 
单元 亲 (e) Ee n1L n2L n3L 
a) a [2| 
(2) Ez [4] 


然后 ， 我 们 编写 一 个 函数 程序 ， 将 描述 各 个 节点 之 间 连 接 关 系 的 相关 数据 作为 输入 ， 
并 将 所 得 到 的 总 体 矩 阵 S 作为 输出 量 。 函 数 语句 可 以 是 函数 [LS] 二 GLANT(Nn, Ne,， 
nlL，n2L，n3L，X,，Y,)。 以 图 16.11 所 示 为 例 ， 其 输入 量 的 含义 和 它们 的 值 是 : 

Nn: 总 体 节点 数 : 4。 

Ne: 单元 数 ; Ba 

nlL: 与 局 部 节点 编号 1 对 应 的 总 体 节点 编号 序列 : [2], B] 

n2L: 与 局 部 节点 编号 2 对 应 的 总 体 节点 编号 序列 : B) E 


n3L: 与 局 部 节点 编号 3 对 应 的 总 体 节点 编号 序列 : [1], [1]. 
我 们 将 写 出 函数 程序 使 得 其 输出 为 S AE 
一 个 主 程序 的 例子 
稍 后 将 解释 函数 程序 的 细节 ， 这 里 先 以 
16A. 1 节 中 给 出 的 例子 来 说 明 数 据 的 输入 ， 这 个 
例子 要 求解 图 16. 12 所 示 的 静电 问题 ( 拉 普 拉 斯 
FE. SE O=V,=10, & =V,=—10, R 
D 和 B;。 大 部 分 的 语句 都 是 很 明确 的 。 在 得 到 
S 矩阵 后 ， 着 手 描 述 自由 节点 和 强加 节点 : 
frn = [1,3] 
prn = [2,4] 
然后 ， 给 定 强加 节点 的 电位 : 
Vprn = [10, —10] 图 16. 12 两 个 单元 的 例子 
其 他 计算 机 输入 数据 将 是 总 体 节 点 的 x 和 yy 


坐标 ， 其 排列 如 表 16. 3 一 表 16.5 所 示 。 
表 16.3 总 体 节 点 坐标 的 表格 





总 体 节 点 x y 总 体 节点 x y 
La] [3] 
[2| 
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表 16.5 图 16.12 中 例子 的 局 部 节点 序列 表格 


单元 #e n(1, e) n(2, e) n(3, e) 


nlL n2L n3L 
(1) 1 2 4 
(2) 2 3 4 


此 时 ， 得 到 和 矩阵 LSj 的 子 和 矩阵 LSs ] 和 [Ss J: 
Ss = S(frn,frn), So = S(frn,prn) 


由 此 计算 出 自由 节点 的 电位 : 
V; =— inv( Sg) * Sp * (Vprn)’ (16. 76) 
得 到 的 解 为 
Bn = 2.6012 
Ga 一 一 1.0983 


利用 MATLAB 语句 ( 式 (16.76)) 可 以 实现 式 (16.75) 的 计算 。 注 意 ，(Vprn) 中 上 标 
() 将 行 矩阵 变 成 列 和 矩阵 。 值 得 注意 的 是 式 (16. 76) 中 矩阵 的 大 小 为 : 
Sie feas fy Verkfall) 
SC 太太 Vem) slal) 


合成 总 体 S 矩阵 的 一 个 函数 程序 (GLANT) 的 例子 

GLANT 是 函数 程序 的 名 字 ， 它 是 Global Assembly of Node-based Triangular 
elements 的 一 个 缩写 。 其 输出 S 是 总 体 S 和 矩阵。 在 写 这 个 程序 时 假定 所 有 单元 中 二 1。 如 
果 各 个 单元 具有 不 同 的 介 电 常数 或 者 用 它 求 解 泊 松 方程 ， 就 需要 对 程序 稍微 做 一 些 修改 。 
写 这 个 程序 的 目的 是 得 到 另 一 个 叫做 工 和 矩阵 的 总 体 矩 阵 作 为 其 输出 量 。 在 研究 波导 问题 时 
开 和 矩阵 是 很 有 用 的 ， 稍 后 将 解释 它 。 其 主要 步骤 如 下 : 

1) 将 矩阵 LSj 中 的 所 有 元 素 都 初始 化 为 零 。 

2) 对 每 一 个 单元 ， 计 算出 局 部 LSj 和 矩阵 二 [LS'® ] 。 

3) 对 每 一 个 元 素 ， 确 定局 部 节点 1、2、3 的 总 体 节点 编号 ， 然 后 根据 总 体 节点 下 标 
将 S@ 元 素 转化 为 相应 的 S 元素。 将 这 个 值 加 到 总 体 S 矩阵 中 的 对 应 元 素 上 。 为 了 说 明 起 


见 ， 假 设 对 于 单元 (2) ， 局 部 节点 编号 对 应 于 总 体 节 点 编号 | 引 ， 局 部 节点 编号 | 引 对 应 于 
总 体 节点 编号 | 外。 那么 SPH RMA MATER S 回 加 上 。 
4) 当 对 于 所 有 单元 都 执行 完 步骤 3) 后 ， 就 得 了 到 总 体 矩 阵 [S]。 


各 个 单元 的 局 部 节点 编号 的 对 应 表格 存储 在 一 个 二 维 数组 中 ，n(l1，e)，n(2，e) 和 
n(3，e)。 在 MATLAB 中 完成 这 一 步骤 的 for 循环 语句 是 : 


for e=1: Ne; 
n(1,e) =n1L(e); 
n(2,e) =n2L(e) ; 
n(3,e) =n3L(e); 
end 


WESERI A HE). AAH AL mB LA ELE 16.12), 
以 总 体 元 素 Sis 二 0。 利 用 步骤 3) 永 远 不 会 得 到 SH, TA Reetia ERE 
为 零 。 

sgg = 0+ Si? + Si? CEE. 77) 

等 式 右 端的 第 一 个 数值 是 因为 初始 化 而 得 到 的 ， 第 二 个 值 来 自 单元 (1) 的 贡献 ， 第 三 

个 值 来 自 单元 (2) 的 贡献 。16A. 1 节 给 出 了 GLANT 函数 的 主 程序 和 MATLAB 代码 。 
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16.3.3 ”标准 面积 积分 
我 们 暂时 不 讨论 二 维 FEM， 而 是 讨论 一 个 标准 的 积分 ， 它 在 完成 一 个 如 图 16. 6 所 示 
的 任意 三 角形 区 域 上 的 积分 时 是 非常 有 用 的 。 利 用 分 步 积 分 (参见 附录 16D) 得 到 的 标准 面 
积 积 分 是 : 
| Or "dedy = teat 2a (16. 78) 
KH, G. b Al; 分 别 是 面积 坐标 ， 而 i、m 和 分别 是 这 些 坐 标的 寡 次 。 如 果 f(x，y) 
是 定义 在 一 个 任意 三 角形 区 域 上 关于 zx Ay 的 多 项 式 函 数 ， 我 们 将 要 说 明 式 (16.78) 在 对 
函数 f(z，y) 进 行 积 分 时 是 多 么 有 用 。 令 
fizy) = z? (16. 79) 
由 于 
= (210, +222 Frb) = cig +236 +236 + 2x, 2201 62 + 202230203 + 273216163 
首先 ， 必 须 研究 如 下 形式 的 积分 


| .gazay (16. 80) 
A 


RC) &ı 如 dzdy (16. 81) 


利用 标准 积分 式 (16.78) 并 注意 到 /二 2，m 二 0，n 二 0， 就 可 以 通过 观察 直接 写 出 
式 (16. 80) 的 积分 结果 。 因 此 ， 得 到 








= 21010! TRE: 
„o Stdedy = OF +04 DIA (16.82) 
为 了 计算 式 (16. 81) ， 注 意 ， 在 标准 积分 中 /二 1，m 二 1，n 二 0， 可 以 写 出 
“3 11110! wo AS 
ao bbz dzxdy = Litora A = 12 (16. 83) 
当然 ， 可 以 做 进一步 的 推广 ， 并 写 出 : 
Ce) 
w kdzdy= 1 (16. 84) 
à 
A® 
yo bibedady= o> JR (16. 85) 
A® 





(e) 
+ (22,22 + 22223 + 22321) Aa” (16. 86) 


q dy= Gi +2) p 
a 12 


6 


16.4 二 维 泊 松 方程 的 有 限 元 方法 


对 于 泊 松 方程 
Vid = (16. 87) 
来 说 ， 其 相应 的 泛 函 为 
ro) = Hf «| V.0|*4s— |] aas (16. 88) 
对 一 个 给 定 的 单元 ， 有 
1°) = FI] ee [Val dS — || o Boas (16. 89) 


我 们 已 经 看 到 了 式 (16. 89) 右 端 第 一 项 对 代数 方程 的 贡献 。 第 二 项 是 
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3 
a WaS a~ [| Puigpipds (16. 90) 
k=1 
3 
yo 09S ~ Se? D jo GdS (16. 91) 
k=1 
由 式 (16. 78) 可 知 ， 





11010! gnaw _ A® 


wo dedy = GTO TOLD] 3 


(16. 92) 
因此 ， 有 
[oo as = Am (P +D: +D) (16. 93) 
取 式 (16. 93) 右 端 关 于 $1 的 极 小 值 ， 得 到 
A~ (1) 


ANZ pH SL (16. 89) 求 极 小 值 ， 得 到 的 代数 方程 是 


ea g 
= jg 
式 中 ， g=(A® /3)p : 


®, 
G， 
这 个 例子 是 在 石油 工业 中 感 兴趣 的 一 个 问题 。 考 虑 一 个 典型 的 容器 ， 其 中 部 
分 填充 了 带电 液体 ， 其 介 电 常数 为 二 2. 5ee ， 密 度 为 p=10c/m., RKA PO. 5, DARK 
电位 。 
将 这 一 区 域 分 成 6 个子 区 域 ， 其 局 部 和 总 体 节点 标记 在 图 16. 13 与 图 16. 14 中 。 


Br Ss] (16. 94) 











m 





图 16.13 ”部 分 填充 带电 液体 的 容器 图 16.14 有 6 个 单元 时 的 局 部 和 总 体 节点 


185 


186 第 三 部 分 电磁 计算 


由 于 该 容器 是 一 个 理想 电导 体 (接地 的 ) 容 器 ， 除 了 节点 四 外 ， 所 有 其 他 节点 都 是 电压 


为 零 的 强加 节点 。 因 此 ， 将 要 求解 的 方程 是 Su@ 一 8 ， 其 中 Sa 和 8& 都 是 总 体 值 。 需 要 计 
算出 如 图 16. 15 所 示 各 单元 的 Si? ; 以 第 一 个 单元 为 例 : 





SY = as +) 
a — 1 =o 
A 广义 0.5 义 1 4 


b= ye —y3 = 1—-0=1 
= 23 — zt: = 0-0 = 0 
D 1 

i 1 


XT 


注意 ， 单 元 (3)、(4) 和 (6) 都 是 相似 的 。 因 此 ， 有 
S = SIP = SI? = Sip 
对 于 单元 (2)( 见 图 16. 16) ， 有 
b= y — y, = O 


(1 十 02) 一 1 











2 
1 1 1 
Ee jens ta pee Pe 
S -m 
2 
(0,1) (0.5,1) (0.5,1) 
(0,0) (0,0) (1,0) 
图 16.15 图 16.14 中 的 一 个 典型 单元 图 16.16 图 16.14 中 的 第 二 种 典型 单元 
由 于 单元 (5) 与 单元 (2) 相 似 ， 有 
s? = 4 
下 面 计算 g”: 
A _ 10° 
,7 > pea (1) =— = (3) 
E 3 1 
A? 10% 
CB) (2) 一 
81 3 6 
因为 
p= pe” = p'® —0 
gi = gO = gP 一 0 
总 体 变量 


6 
= (k) 
Su = Dash 
k=1 


Sn=e(2.5X1+2.5X $ +2.5X1+1X1+1X $ +1X1)= 8. 75e 
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0 
m= [ot 


5 it F 
3 X a 75 x8. 752 x10 = 4, 3026 X 10° V = 43. 026kV 
为 了 求解 泊 松 方程 ， 函 数 GLANT 需要 修改 为 PGLANT2。 
function[S,T,g] = PGLANT2(Nn,Ne,nlL,n2L,n3L, Rho,Epr,xn,yn) (16. 95) 
这 个 函数 需要 额外 输入 电荷 密度 p(Rho) 和 相对 介 电 常数 e,(Epr) 数 组 。 令 Rho 数 
组 中 的 输入 值 为 零 ， 但 在 Epr 数组 中 输入 值 为 给 定 值 ， 这 个 函数 子 程 序 也 可 以 用 于 求 
解 场 域 中 含有 多 种 不 同 电 介质 的 拉 普 拉 斯 方程 问题 。 上 述 例 子 是 用 这 个 函数 程序 来 求 
解 的 。 
本 章 给 出 了 预备 的 工作 ( 见 表 16. 6a 和 表 16. 6b) ， 然 而 ， 主 程序 和 函数 PGLANT2 的 
程序 请 参见 16A. 2 节 。 


表 16. 6A 16. 14 中 例子 的 坐标 表 





表 16.6B 图 16. 14 中 例子 的 单元 参数 和 关联 表 





单元 站 niL n2L n3L P EPR 
a) [2] 107 2.5 
(2) [E] [4] 1075 2.5 
(3) fa] 四 1075 2.5 
w 口 [5] 四 0 1 
(5) [6] 0 1 
(6) 0 1 


16.5 均匀 波导 问题 的 有 限 元 方法 


波导 问题 是 一 个 由 微分 方程 式 (16. 1) 所 描述 的 特征 值 问 题 ， 为 方便 起 见 ， 在 这 里 重新 
写 出 来 ， 有 


ViO+KO = 0 (16. 96) 
Shh, ki =A 是 特征 值 。&, 是 截止 波 数 
ki =k —p (16. 97) 
AH, F 是 x 方向 的 传播 常数 。 该 问题 的 泛 函 是 
I) = + _|¥.®|?45—|] kgds (16. 98) 


对 于 一 个 给 定 的 单元 ， 在 前 面 我 们 已 经 看 到 了 式 (16. 98) 右 端 第 一 项 对 代数 方程 的 贡 
献 。 因 此 ， 现 在 讨论 第 二 项 : 


[o as =Í o DEP: >) 508dS = >， Yee,|] w $6) 4S (16. 99) 
4 4 i=l j=1 i=] j=1 = 
应 用 标准 积分 ， 已 经 证 明 
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A® 





Ao 各 多 dzdy = EI (16. 
sO 各 dzdy = aT (16. 
求 泛 函 的 最 小 值 ， 所 得 到 的 代数 方程 的 形式 是 
®, QD, 
tsena -arrena =o (16. 
®, ®; 
其 中 ， 在 前 面 已 经 讨论 过 了 Se, TOX 
= 4 ï 
LT®] = ah 2 l (16. 
112 
当 考 虑 所 有 单元 的 贡献 时 ， 得 到 总 体 方程 
[S]L@]—kLT]Le] = 0 (16. 
特征 值 问题 的 标准 形式 是 
LAJ[®] = ki CS] (16. 
式 中 
[A] = [T]"[S] (16. 


GED 求 如 图 16. 17 所 示 正 方形 波导 的 截止 波 数 。 仅 考虑 TM 模式 。 


100) 


101) 


102) 


103) 


104) 


105) 


106) 


解 : 对 于 TM 模式 ， 在 波导 边界 上 E.-0 的 边界 条 件 可 以 转化 成 D=. WA [1] Fee 


一 的 自由 节点 。 考 虑 单元 (1)。 局 部 节点 y 








的 坐标 是 : a 
局 部 节点 坐标 | 
1 (aef 
2 (0, 0) | 
3 (+: °) z 
bi y2 Y3 = 0 | 
a | 
Cy = Bs ~ Bs = | 
oli @, 2. 
A 2 2 8 fi 
aol 2 ay’ as 
Sii 4a? [o +42) | 
8 图 16.17 正方 形 波导 
(1) 2 
Tp =4 i 
注意 ， 所 有 SP 都 是 相同 的 ， 所 有 Ti 也 是 相同 的 : 
Su— Distt =i xs=4 
a’ 
Tu= >a = xst 


6 
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因此 ， 一 个 特征 值 所 满足 的 方程 是 


(ega =o 
4X 
2 











截止 波 数 是 
p — M24 _ 4.899 
t A = 
准确 答案 是 
0 +E) ~ 
误差 大 约 是 10% 。 


我 们 实际 写 出 了 求解 均匀 波导 问题 的 函数 GLANT， 将 要 尝试 计算 一 个 消 形 波导 问 
题 。 在 准备 求解 这 个 问题 之 前 ， 首 先 求 解 16A. 3 节 中 的 规则 矩形 波导 问题 。 可 以 求 得 准确 
答案 是 


dom, = [E] + (BYP mane tte 
EBUE TE., 4 a>b 时 ， 
(ke, =(T)= mn, 当 a 一 1 时 
让 我 们 用 GLANT 来 求解 TE 和 TM 模式 。 在 图 16. 18 中 有 18 个 单元 和 16 个 节点 。 
表 16.7 列 出 了 总 体 节点 坐标 ， 表 16. 8 给 出 了 连接 和 矩阵。 注意 ， 对 于 TE 模式 ， 由 于 边界 


条 件 是 诺 伊 曼 型 ， 因 此 所 有 节点 都 是 自由 节点 ; 但 是 对 于 TM 模式 ， 边 界 条 件 是 齐 次 狄 利 
赫 里 型 ， 因 此 边界 上 的 节点 都 是 具有 零 电位 的 强加 节点 。 





3 
的 


图 16. 18 ”一 个 标准 矩形 波导 的 单元 
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表 16.7 和 矩形 波导 问题 的 华 标 表 





表 16.8 和 矩形 波导 的 连接 表 


Ait (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) 
nlL 2 2 2 2 3 3 5 5 9 
n2L 5 6 3 7 4 8 6 13 13 
n3L 5 7 6 8 7 13 9 15 
BIH (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16) (17) (18) 
niL 9 7 8 14 ll 6 6 13 13 
n2L 15 8 ll 11 12 7 14 14 16 
n3L 10 14 14 16 16 14 13 16 15 
对 于 TM 模式 ， 有 


prn= [1,2,3,4,5,8,9,10,11,12,15,16 | 
frn= [6,7,13,14] 
对 于 TE 模式， 所 有 模式 都 是 自由 模式 。 
作为 示例 ， 这 里 给 出 了 有 助 于 计算 TE 模式 的 特征 值 和 截止 波 数 &. 的 MATTLAB iff 
句 。 在 得 到 S 矩阵 和 了 和 矩阵 以 后 ， 由 于 所 有 节点 都 是 自由 节点 ， 因 此 可 以 在 主 程 序 中 增 
加 下 面 的 语句 : 


ATE=inv(T) * S; 

[EVTE, kcsqTE] =eig (ATE) ; 
ke TE=sqrt (diag(kcsqTE) ) ; 
kcTES= sort (KcTE) ; 


第 一 条 语句 给 出 A 矩阵 。 第 二 个 语句 使 用 MATLAB 中 自 带 的 函数 语句 eig， 它 的 输 
人 是 方 阵 ， 而 输出 是 特征 向 量 (EVTE) 和 特征 值 (kcsqTE)。 如 果 仅 保留 A 矩阵 中 相应 于 
自由 节点 的 行 和 列 ， 类 似 的 步骤 也 可 用 于 求解 TM 模式 问题 。 

16A.4 节 详细 地 给 出 MATLAB 程序 ， 可 以 看 到 我 们 所 使 用 的 一 阶 有 限 元 方法 给 出 了 
最 小 的 截止 波 数值 

Ch, Dre = 3.2795 

然而 ， 准 确 答案 是 CR.)reo 一 r 一 3. 14。 在 TM 模式 中 ， 涉 及 4 个 自由 模式 的 最 低 截止 

波 数 是 8. 2014， 然 而 TMi 模式 的 准确 答案 是 
(Re)rw， 一 区 V5 = 7. 0248 
用 Q 矩阵 表示 刚度 矩阵 
另 一 种 用 项 角 角 度 表示 刚度 矩阵 LS ] 的 公式 是 中 


3 
[S$®] = >)cotbQ， (16. 107) 
i=} 


0 0 0 
@.==|0 y 34 (16. 108) 


式 中 
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io =i 
E 0 j (16. 109) 
Jo l 
b=? 6 
a= 4 -: 1 j (16. 110) 
0 0 10 


16.5.1 基于 节点 的 二 阶 单元 方法 
到 目前 为 止 ， 使 用 的 是 一 阶 三 角形 单元 ， 其 形状 函数 为 
a(x,y) = 5Czy) =at+br+cy (16. 111) 
在 二 维 坐 标 中 ， 这 是 一 种 线性 插值 。 图 16. 19 给 出 了 使 用 一 阶 三 角形 单元 的 一 个 典型 
解 。 从 图 16. 19 中 可 以 清楚 地 看 出 等 位 线 的 分 段 线性 行为 。 如 果 使 用 二 次 插值 ， 就 会 得 到 
更 好 的 近似 结果 。 将 形状 函数 写 为 
alz,y) =atber+cy +d’ +ery+ fy’ 
(16. 112) 
注意 ， 我 们 使 用 了 从 一 阶 到 二 阶 的 所 有 项 。 因 为 有 
6 个 未 知 数 ， 所 以 需要 6 个 节点 (它们 的 坐标 均 已 知 ) 来 
用 于 求 出 这 6 个 常数 a、b、c、d、e 和 了 。 
除了 三 角形 单元 三 个 顶点 上 的 节点 1、4 和 6 之 外 ， 
下 面 引入 另外 3 个 中 间 节 点 2、3 和 5， 如 图 16. 20c 所 
示 。 可 以 证 明 ， 二 阶 形状 函数 可 以 用 一 阶 形状 函数 to、 
Co 和 Ls 来 表示 ; 如 图 16. 20a 所 示 ， 以 带 圈 的 数字 来 标 
记 用 于 确定 一 阶 形状 函数 (面积 坐标 ) 的 顶 角 上 的 节点 : ”图 16-19 二 维 空间 中 线性 插值 的 解 


m= (2f — 1) Eo (16. 113) 
a: = 4to te (16. 114) 
as = 4tg lo (16. 115) 
a= (2 — 1) {o (16. 116) 
as = 4te to (16. 117) 
as = (2 —1)fq (16. 118) 


6 
m 
oft ? A 
l 
O 1 2 
a) b) c) 
图 16.20 用 一 阶 形状 函数 来 表示 二 阶 形状 函数 


注意 ， 三 角形 单元 三 个 顶点 上 的 节点 (ca ，wm ，us) 的 计算 公式 由 如 下 的 式 (16. 119) 给 
出 ， 而 中 间 节 点 则 由 如 下 的 式 (16. 120) 给 出 ( 见 图 16. 20b) : 
a= (26 —1)to (16. 119) 
a= 4 Co (16. 120) 
由 于 在 一 阶 和 二 阶 方法 中 使 用 了 不 同 的 数字 来 标记 同一 个 节点 ， 这 种 记 法 乍 看 起 来 似 
乎 是 不 方便 的 。 然 而 ， 在 文献 L4]j 中 所 导出 的 公式 却 采用 了 这 种 记 法 ， 我 们 将 采用 同样 的 
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记 法 。 值 得 注意 的 是 ， 如 果 需 要 的 话 ，& 可 根据 图 16. 20a 中 点 四 、@ 和 图 的 坐标 由 
式 (16. 38) ~ R16. 44) 计 算出 来 。 二 阶 形状 函数 a: 必须 满足 如 下 一 般 要 求 : 
_1 在 节点 i 
0 在 其 他 节点 上 
对 于 wm ， 让 我 们 验证 这 一 点 : 在 节点 1 上， 
在 节点 1,0 =1 
a= (20 — 1k 
= (2—-1)X1=1 


Qi 


在 节点 4 上 ， 
在 节点 4.0 =0 
a: l¢as= (20 一 1)5o 
= (0O—1) Xx0=0 
在 节点 2 上， 


在 节点 2, = 0.5 
al |a= (2f — 1) to 
= (2X0.5—1) X¥0.5=0 
在 节点 5 和 6 E, a 等 于 零 ， 这 是 因为 在 节点 5 和 6 上 to 二 0。 因 此 ,在 节点 1 上 形 
状 函 数 a 等 于 1， 而 在 其 他 节点 上 它 都 为 零 。 而 且 ， 形 状 函 数 a BOHN. ANE bo 
和 (2&o 一 1) 的 乘积 ， 而 tbo 和 (2&o 一 1) 均 是 一 阶 的 。 
下 面 验证 a: 由 式 (16. 114)， 有 
a=—4folo, 因为 在 节点 2 fo =0.5, te =0.5 


所 以 oz 一 4X0.5X0.5 一 1 
为 了 更 好 地 理解 在 各 个 节点 上 to 的 值 ， 请 看 图 16.21。 在 与 线段 BC 相 平行 的 虚线 上 ， 
bo 二 常数 。 如 果 这 条 虚线 穿 过 线段 AB 的 中 点 ， 那 么 在 中 点 处 to 将 等 于 0.5。 在 图 16. 22 p m 
出 了 a 和 随 (rx+，y) 变 化 而 变化 的 草图 。 可 以 证 明 ，S” 和 矩阵 由 式 (16. 107) 给 出 ,但 在 这 种 情况 
下 的 @ 矩阵 是 6X6 和 矩阵， 并 且 它 由 式 (16. 121) 至 式 (16. 123) 给 出 。T2 矩阵 由 式 (16. 124) 给 出 : 
0 0 0 0 0 


0 8 =8 0 0 0 
o= A : ; 7 ` p (16. 121) 

0 0 0 —4 8 —4 

0 0 0 1 =4 3 

3 0 一 4 0 0 1 

0 8 0 0 =$ 0 
o=4 : A 1 (16. 122) 

0 —8 0 0 8 0 

1 0 —4 0 0 3 

3 =4 0 1 0 0 

—4 8 0 —4 0 0 
a ee aes 46.125) 

0 0 —8 0 8 0 

0 0 0 0 0 0 
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6 0 0 —1 —4 -1 
0 32 16 0 16 一 4 
A®| 0 16 32 —4 16 0 
e) 
cd pog e p (16. 124) 





(1,0,0) i 
图 16. 21 


(0,1,0) 
在 各 个 节点 上 to 的 值 


2 
a, (x,y) 
二 阶 形状 函数 的 草图 


2 
a, (x,y) 
图 16. 22 


根据 定义 进行 计算 ， 可 以 证 明 由 式 (16. 107) 和 式 (16. 121)~ HR (16. 124) 给 出 的 Se 和 
T° 是 正确 的 。 因 为 





SP = [| o Ca: + Ta) drdy (16. 125) 
SP -{ (= a a S \dzdy (16. 126) 
计算 S: 
Sa Ru- Dto] 
= (fy = 1) SO + to ae te =) 
= (Zp —1) Po + to na ETA 一 D Se 
= Xo fo 一 1 十 2 细 ) 
“saith 
a JAS la~ 
= saw (Ato = 
=" aa TUI (4fq 一 
Si? = || „Tato — Dt 一 D] Leute ta eldrdy 
= ett etote — Abo — tto + Ddzdy 
= Masela- at) (16. 127) 
1? 一 一 ae oa aw (bibs 十 cicz) (16. 128) 


可 以 证 明 ( 参 见 附录 16B)， 有 下 列 结果 
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bib; +ec;=— 2A coth, ij (16. 129) 
b + 2 = 2A (coth; + cot, ) (16. 130) 
因此 ， 由 式 (16. 128) ， 得 到 


Key = 


(9 = = cotds (16. 131) 


根据 式 (16. 107) MsK(16. 121) ~ (16. 123)， 也 能 得 到 相同 的 SIP. Hie T E 
阵 元 素 中 的 一 个 元 素 ( 比 如 TE), KHE TEEGA: 


Ti? =|| waidzrdy (16. 132) 
a 
at = [(2f —1) to? = 4H +1-—4f) 
ai = 4&% + bo — 4% (16. 133) 
利用 标准 积分 公式 (16. 78)， 有 

A® 
wwdrdy = 5 
Ce) 
(e) go dzdy = 10. 


y (e) — (e) 4 由 从 _ a 
MA Ti = A (s+ 16 )= 30 


(16. 134) 
16A.4 节 包含 一 个 利用 基于 节点 的 二 阶 
方法 的 例子 。 这 个 例子 的 目的 就 是 求 出 图 
16. 23 所 示 等 腰 直 角 三 角形 波导 的 最 低 截 止 波 
数 。 把 这 个 波导 分 成 两 个 单元 ， 这 会 产生 9 个 
总 体 节点 。 
我 们 给 出 了 函数 程序 GLAN2T 及 主 程 
序 。 表 16. 9 给 出 了 局 部 节点 数组 nlL 至 n6L, 
K 16. 10 给 出 了 两 个 单元 的 总 体 节点 1、4、6 


和 9( 顶 点 上 的 节点 ) 的 坐标 。 计 算得 到 的 &. 的 最 小 值 是 3. 25， 而 准确 答案 是 3. 14。 
表 16.9 两 个 单元 的 连接 表 





图 16. 23 等 采 直 角 三 角形 波导 的 横 截 面 


niL n2L n3L n4L n5L n6L 

Sit n(1, e) n(2, e) n(3, e) n(4, e) n(5, e) n(6, e) 
1 2 3 4 5 6 
2 1 3 7 6 8 9 


表 16. 10 ”两 个 单元 的 总 体 节点 的 坐标 
z([1, 4, 6, 9])=[010. 50] 
y([1, 4, 6, 9])=[000. 51] 


16. 5.2 ”矢量 有 限 元 


让 我 们 简要 地 回顾 在 前 面 我 们 用 有 限 元 方法 求解 过 的 问题 的 类 型 。 它 们 都 是 标量 问题 。 
a. 拉 普 拉 斯 方程 式 (16. 25): 

=0 
对 泛 函 ( 式 (16. 26)) 求 极 值 ， 可 以 解 出 D: 


1(@)= || Sel¥.ol*ds 
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将 有 限 元 方法 用 于 求 式 (16. 26) 的 最 小 值 就 能 够 得 到 代数 方程 ， 代 数 方程 的 解 是 式 (16. 75): 
L®,] =— [Se] LS, IL, | 
在 对 [S® ] 单 元 矩阵 进行 合成 后 ， 就 可 以 得 到 LS] 总 体 矩 阵 。[LS'2 ] 单 元 矩阵 由 
式 (16. 125) H: 


SY =Í w (Va; e Va;)dS 
A 


AP, a 是 形状 函数 。 
b. 在 均匀 波导 问题 中 ， 纵 向 电场 (TM 模式 ) 或 纵向 磁场 (TE 模式 ) 可 以 看 做 待 求解 的 
位 函数 ， 与 之 相关 的 问题 是 一 个 特征 值 问 题 。 对 于 TM 模式 问题 ， 式 (15. 3) 可 以 写 为 
EC(z,y,z) = F(x, ye 
且 F(x，y) 二 @ 满 足 方程 式 (16. 96) 和 式 (16. 97): 
V+ kb = 
k=k- E 
与 其 相应 的 泛 函 是 式 (16. 98): 
Ko) = + [V.a ds — [| :gas 


基于 有 限 元 方法 进行 离散 得 到 代数 方程 式 (16. 102): 
[s][o]—#(T][e] = 0 


在 对 基本 的 [To WET A MUG» RIMANERE], Jo TIP = f o eads. 


对 于 基于 节点 的 一 阶 方法 ,形状 函数 a; 与 面积 坐标 相同 。 对 于 二 阶 方法 ， 可 根据 
式 (16. 119) 和 式 (16. 120) 用 面积 坐标 来 定义 a。 在 这 两 种 方法 中 ， 标 量 位 函数 OS 的 连续 性 
在 有 限 单 元 的 公共 节点 及 公共 边 ( 三 角形 单元 的 边 ) 上 都 能 够 自然 地 得 到 满足 。 

对 于 波导 问题 ， 如 果 在 波导 内 媒质 是 不 均匀 的 ， 我 们 将 会 遇 到 一 个 困难 。 假 设 在 波导 
中 部 分 填充 有 电介质 ， 那 ee eh TE: 或 TM 模式 。 一些 模式 是 混合 的 
(EE. 关 0， 瑟 .了 0)， 因 此 我 们 找 不 到 一 个 合适 的 标量 位 函数 来 描述 这 类 问题 。 在 这 种 情况 
下 ， enna e ey ERR | 然而 ， 出 发 点 就 是 对 于 无 源 的 非 均 匀 媒 
质 区 域 写 出 麦克 斯 韦 方程 ， 即 : 





e= e, (P) (16. 135) 
p= m (F) (16. 136) 
VX E=— jwp: MA (16. 137) 
VX A= jweve ME (16. 138) 
WAH, BAMA 
vx [PRE | tte. B= 0 (16. 139) 
pr) 


与 式 (16. 139) 相 应 的 泛 函 为 


T(EE)== 方 Bg, | Jas (16. 140) 


在 无 源 的 场 域 中 ， 散 度 方程 是 
Ve [e E]=0 (16. 141) 
Ve [a A]=0 (16. 142) 
为 了 求解 矢量 方程 ， 可 以 使 用 矢量 形状 函数 上 和 标量 场 分 量 : 
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3 
EM = Dame, (16. 143) 
或 者 也 可 以 使 用 标量 形状 函数 和 矢量 场 量 : 
EG) = Yar (16. 144) 


在 有 限 元 单元 相连 接 的 地 方 ， 由 于 它 要 求 矢量 场 量 连续 ， 因此 式 (16. 144) 不 是 解决 问 
题 的 途径 。 当 在 问题 的 区 域 中 材料 性 质 不 连续 时 ， 比 如 说 ， 在 两 种 介质 分 界面 上 的 法 向 
分 量 是 不 连续 的 ， 应 用 式 (16. 144) 这 种 表示 方法 是 不 合适 的 。 如 果 E 是 切 向 分 量 ， 对 于 
有 限 元 方法 的 解 来 说 ， 应 用 式 (16. 143) 的 表示 方法 是 合适 的 。 当 有 两 个 单元 是 通过 一 个 公 
共 边 连接 在 一 起 时 ， 切 向 分 量 玉 连续 的 边界 条 件 自然 地 得 到 满足 。 

在 任意 一 个 给 定 的 单元 内 ， 如 果 e. 是 常数 ， 通 过 强加 矢量 形状 函数 a 的 散 度 为 零 这 
一 条 件 ， 它 就 可 以 满足 方程 式 (16. 141): 


V .zi 一 0 (16. 145) 
注意 ， 当 使 用 基于 变 分 原理 的 有 限 元 方法 时 ， 边 界 条件 
Dy = De (16. 146) 
也 自然 地 得 到 了 满足 。 此 外 ， 边 界 条 件 
eu En = e2 En (16. 147) 


变 为 一 个 自然 边界 条 件 ， 因 此 不 需要 专门 强加 这 个 边界 条 件 。 矢 量 形状 泛 函 必须 满足 下 列 
一 般 要 求 条 件 : 
Ti e ê len =0 i 天 了 (16. 148) 
T obla =la @=j (16. 149) 
式 中 ，é; 是 表示 第 j 条 边 方向 的 一 个 单位 矢量 。 这 种 矢量 形状 函数 可 以 由 标量 形状 函数 a 
来 构造 。 对 于 一 阶 形状 函数 ， 有 


a= l(a Vaz 一 as Var) (16. 150) 
a= la tartay) (16. 151) 
ae zala + hee +029) (16. 152) 


AR h 是 边 1 的 长 度 。 图 16. 24 表明 一 个 三 角形 单元 的 节点 和 边 。 边 7 wA H WDK 
起 始 节 点 是 节点 1， 井 1 的 终止 节点 是 节点 2。 
我 们 推导 出 了 矢量 形状 函数 的 几 个 性 质 ， 有 一 
些 性 质 仅 仅 是 做 了 一 点 介绍 ， 留 做 作业 。 
性 质 1 
a =0 (16. 153) 
根据 式 (16. 150) ， 有 1 2 
Vom= Ll V- Cai Vaz — a: Va ) (16. 154) 16.24 一 个 三 角形 单元 的 节点 和 楼 边 
Ve (a Var) = a V'a: + Vai * Vaz 


Ve 





Va (六 上- 六) 全 二 名 + — 9 
所 以 V = (a: Vaz) = Vai * Vaz (16. 155) 
同样 地 ， = 
V © (az Vai) = Vaz * Var = Vai * Vaz 
所 以 Vem=h (Vai * Vaz — Vai * Var) = 0 (16. 156) 
性 质 2 


VX 一 2 Va * Væ (16. 157) 
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性 质 3 
ace =l (16. 158) 
性 质 4 
ze 一 al 一 0 (16. 159) 
可 以 将 这 些 性 质 归纳 为 : 
Vea =0 (16. 160) 
mee =0, ifxj (16. 161) 
&«e=1, i=j (16. 162) 


其 中 ，8 是 沿边 7 方向 上 的 单位 矢量 。 式 (16. 161) 和 式 (16. 162) 可 以 解释 为 : 在 第 i 条 边 
上 形状 函数 的 切 向 分 量 ai 二 1， 而 在 所 有 其 他 边 上 则 为 零 。 除 了 第 i 条 边 之 外 ， 形 状 函数 a 
与 其 他 边 相 垂直 。 在 边 ; 上， a 既 有 切 向 分 量 又 有 法 向 分 量 ， 并 且 它 的 切 向 分 量 等 于 1。 

图 16. 25a 中 画 出 了 在 三 角形 内 a HARAN., WIE 的 点 乘 ， 可 以 证 明 式 (16. 143 ) 中 
的 标量 电场 E 是 电场 沿边 i 方向 的 切 向 分 量 。 例 如 ， 


#3 
s ê, = Dial, y) a ê JE; = La (x,y) @ 2, JE; | sma 





E 
i= #1 
Bsa = Eq (16. 163) 
3 3 3 
1 “2 i 
a) a wee b) a 的 草图 1 c) 书 的 草图 


图 16.25 矢量 形状 函数 的 草图 
如 果 边 i 是 两 个 三 角形 单元 的 一 个 公共 边 ， 上 述 性 质保 证 了 Es 沿 这 个 公共 边 的 连续 
性 ( 见 图 6. 26) 。 
16.5.3 夭 量 有 限 元 的 基本 矩阵 


对 于 标量 问题 ， 根 据 式 (16. 125) 得 到 了 刚度 矩 
MCS? ]。 对 于 矢量 问题 ， 对 应 的 单元 矩阵 是 
LE'”]， 它 的 元 素 是 


Ey = 下 < (V Xa). (V Xa,)dS 
A 





(16. 164) 
Kea: Mla; 代入 上 式 并 进行 积分 ， 得 到 
E 一 Lil; (16.165) 图 16. 26 在 公共 边 上 切 向 分 量 的 连续 性 


A® 
在 式 (16. 164) 中 ，i; 是 第 i 条 边 的 长 度 。 对 于 均匀 波导 问题 ， 由 式 (16. 132) 可 以 得 到 
[TY]。 对 于 矢量 问题 ， 对 应 的 单元 矩阵 ， 记 作 [F* ]， 可 以 由 下 式 计 算出 它 的 地 元 素 
F? = [| oa -zas (16. 166) 
为 了 编写 计算 机 程序 方便 起 见 ， 将 上 式 的 计算 结果 写成 如 下 形式 呈 : 
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Ll; 








FP = os (16. 167) 
式 中 ，G 矩阵 为 
2(fzzt fu — fiz) (fos — fz — 2fis + fiz) (fa —2fes — fu + fis) 
[G] = Giz 2( foe + fa — fz) (far — fa — fat fa) 
Gis Gos 2( fas + fu — fis) 
(16. 168) 
且 
fs = bb; tcc; (16. 169) 
WA 16.27 MR. HFS RAAB. HA E AF BK. 
由 式 (16. 165) 及 式 (16. 167) 一 式 (16. 169), BAF MMAR: 
2 —1) 1 y 
C] = - 1 0 (0,1) 
= 0 1 
8 0 一 
[G] = | 0 4 | 
一 4 0 8 
2.0000 2.8284 2.0000 
LE] = 2 8284 4.0000 2. ea (16. 170a) 
2.0000 2.8284 2.0000 C005 人 x 
0. 3333 0 — 0. 1667 i : 
[F]=| 0 0.3333 0 (16.170b) a ”图 16.27 ”计算 一 个 等 腰 直 角 三 角形 单元 
1.667 0 0. a RAE eee 


我 们 没有 证 明 由 式 (16. 166) 可 以 得 到 式 (16. 167) ， 也 没有 证 明 由 式 (16. 164) 可 以 得 到 
式 (16.165) 。 我 们 将 检验 这 些 矩 阵 中 某 几 个 元 素 的 计算 结果 ， 而 其 他 的 则 留 给 读者 自己 去 
检验 。 计算 FN? 和 FY è 
a — l (a, Var — a: Van ) 
a2 = lz (asVas n a: Vaz > 


a3 = ls (aaVaa ai Vas 3 


a PO tiz tery) 
Vai = 二 (二 c3) 
Yas= za (bet +c:9) 


Aa Lay (b2 +25) — a: (2 +459) ] 
al 一 Sl (abs — arb, z+ (ai Ce Tac )3] 
a= sil Canby — azb: )ĉ + (a2c3 — ascs )5] 


P= q te a, °adS = ZT... [lab — abı )? 十 (aacs — Qc1)’ dS 
A 
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被 积 函数 是 (63 tci Yai + (b+c? ai —2 (bib: +1 C2 )aias 。 
由 标准 积分 (对 于 一 阶 形状 函数 ， 有 wm 一品，o 二 to， 等 等 )， 得 到 
| .aas= | w dS = 4, js aaazdS = 4 
所 以 e= let+m4+ @+p4—-26% +004 d 
E 
= ggal bi + ch + 20bi +ch )— 2 (bibs + cics)] 
W fa =bb;+cic;, 上 式 可 以 写 为 
2 2 
FP = Ofa H2fa— fu) = PEG 
r=| wa XadS 
a 
= EE Ko [up — arb; ) (azps — azb: + (arc, 一 azcl) (aacs —ascz ) JdS 
被 积 函 数 是 80 十 czcs ara + Cb, b2 Hcicz)azas — (63 +3 )aaas — (biba +0103) ab 。 
由 标准 积分 ， 可 得 
hs aia: dS 一 La aza; dS = | aiaz; dS = a 
A 
[| ,4s= 6 
因此 ， 
F = ae | bibs + ccs V + hibe Hac) + ddA bib teres 5] 
= Pa Ga + fo — fa—2fo) = Ei 
48A 23 12 22 13 48A 12 
现在 计算 EP = [ao |VXa |*dS, 
由 式 (16. 157) 的 性 质 2， 可 得 
VxXa= 21, Va X Va: = — 21, qh ta5x t 1 (全 十 9) 一 ZL Cie 一 bec, ) 2] 
= 21, \* 
l\Vxa|?7= (sar) Chica — boc; )? 
21, \* 
Ei? = fry (by ce -ac 。 dS 
因为 bics 一 bsci 二 2A( 参 见 附录 16B), 所 以 有 
w — 4i 2 G 
a =i ea 
16.5.4 ”矢量 有 限 元 应 用 于 解 均匀 波导 问题 
现在 ， 让 我 们 考虑 棱 单 元 在 均匀 波导 问题 中 的 应 用 。 令 .二 .二 1。 对 于 横 电 场 模式 ， 
由 于 纵向 分 量 E.= 二 0， 那 么 根据 定义 ,方程 式 (16. 139) 变 为 
VXVXE,—-HE, =0 (16. 171) 
sth, E, 是 横向 电磁 场 。 
令 
v= V, +22 (16. 172) 
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Tx (Tx (9 +22 V.+22)\x z 
VX (VXE)= (Vi +22 )x L(V. +225) EJ 
_ ke 20 == a sO ye 
= (+£ )x (Vi XB, +22 xB) (16. 173) 
令 
六 (zyy,z) = E, (x,y) (16. 174) 
将 式 (16. 174) 代 人 式 (16. 173) 中 ， 得 到 
v. XILV, XE, (x,y)]— kE, 一 0 (16. 175) 
AF, 
k= k-e 
ko = w oes = "m (16. 176) 
现在 ， 泛 函 就 是 式 (16. 140) ， 其 中 口 被 口 ,替换 。 对 于 每 一 个 单元 ， 可 以 写 出 
3 
EP @ = Mame, (16. 177) 
i=1 
KP, Eon EV i DARADE, “OR STA CHET AA Ua. 148 
CE; JC En] = ke CFy ICE] (16. 178) 


式 中 ，Eu 是 由 沿 所 有 边 的 切 向 分 量 构成 的 一 个 列 向 量 。 对 于 TE 模式 ， 在 PEC 边界 上 ， 
有 Ew 二 0， 所 以 波导 的 理想 导体 边界 面 上 的 所 有 边 都 满足 齐 次 犹 利 赫 里 边界 条 件 ， 这 样 
它们 都 是 给 定 零 值 的 强加 棱 边 。 其 他 边 ( 不 在 理想 导体 边界 面 上 ) 都 是 自由 楼 边 。 类 似 地 ， 
对 于 TM 模式 ， 可 以 得 到 下 面 的 方程 : 


Vv, X (V. X A(z, y)]—# A, = 0 (16. 179) 
3 

Be m= > 而 各) 五 四， (16. 180) 
i=] 

LE; JLH an] = k LP; JL Han] (16. 181) 


在 理想 导体 边界 面 上 ，E,, 的 边界 条 件 是 诺 仇 曼 型 的 ，3H',/3n 二 0， 在 有 限 元 方法 
中 ， 这 个 边界 条 件 是 一 种 自然 边界 条 件 ， 因 此 理想 导体 边界 面 上 的 边 都 是 自由 棱 边 。 通 过 
下 面 两 个 例子 来 加 以 说 明 。 

GREED 如 图 16. 27 所 示 ， 计 算 理想 导体 波导 中 TM 主 模 的 截止 波 数 。 将 整个 三 角 
形 看 做 一 个 单元 。 

对 于 这 个 波导 ,我们 已 经 得 到 由 式 (16. 170) 和 式 (16. 171) 分 别 给 出 的 LE] 与 [Fj 矩阵。 
对 于 TM 模式 ， 三 条 边 均 是 自由 棱 边 。 因 此 ， 有 

LE ]( Hs ]= ACF] Ain ] 
CF]? CE] (An |= ki [Han] 
PA, kt =A 是 下 列 和 矩阵 的 特征 值 : 
[A] = [F] > LE] 
对 于 这 个 问题 ， 有 
12.0000 16.9706 12.0000 
[A] = | 8.4853 12.0000 8.4853 
12.0000 16.9706 12.0000 


ARS RE R= 36, PTA &. 一 6。 最 小 ke 的 准确 值 是 TM, 模式 的 k 值 ， 它 等 于 V5r 一 
7.02。 对 于 TIE 模式， 我 们 不 能 够 找到 任何 有 意义 的 答案 ， 因 为 所 有 棱 边 都 是 强加 棱 边 。 < 
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现在 ， 考 虑 将 例 16. 5 中 的 波导 分 成 两 个 单元 ( 见 图 16. 28), 

此 时 ， 总 共有 5 个 总 体 棱 边 ，4 个 总 体 节点 ， 以 及 两 个 单元 。 对 于 TM 模式 ，5 个 总 
体 棱 边 都 是 自由 边 ， 所 以 得 到 5 个 特征 值 。 对 
于 TE 模式， 总体 棱 边 四 是 唯一 一 条 自由 楼 
边 。 因 此 我 们 仅 能 得 到 一 个 特征 值 。 在 单元 内 
部 是 局 部 编号 ， 使 用 了 没有 方 框 包围 的 数字 。 
总 体 编号 是 任意 的 。 除 了 在 编号 时 需要 保持 逆 
时 针 方 向 增加 以 外 ， 局 部 节点 编号 也 是 任意 
的 。 一 旦 局 部 节点 的 编号 1、2、3 确定 以 后 ， 
边 1(#1) 的 起 始 节 点 就 是 1， 终止 节 点 是 2， 
这 条 边 的 方向 用 由 1 到 2 的 箭头 来 表示 。 总 体 
棱 边 的 方向 也 是 任意 指定 的 。 对 于 每 一 个 单 
元 ， 局 部 棱 边 编号 与 总 体 棱 边 编 号 之 间 的 对 应 
关系 是 需要 指定 的 。 因 为 局 部 棱 边 与 相对 应 的 
总 体 楼 边 的 方向 很 可 能 具有 相反 的 意义 。 当 它 16.28 图 16.27 中 的 而 个 单元 
们 意义 相反 时 ， 我 们 将 会 给 总 体 棱 边 的 编号 添 
加 一 个 负 号 。 这 些 想法 可 以 通过 一 段 MATLAB 代码 完成 一 个 例子 很 好 地 得 到 说 明 。 这 个 
函数 叫做 GLAET( 基 于 棱 边 的 二 维 三 角形 单元 的 总 体 合 成 )。 主 程序 以 及 函数 程序 包含 很 
多 解释 代码 的 注释 语句 ， 请 参见 附录 16. 5。 

注释 语句 会 帮助 读者 将 算法 与 MATLAB 代码 联系 起 来 。 

表 16. 11 是 基于 图 16. 29 所 示 的 两 个 单元 所 生成 的 。 

边 数 Ne= 5; 

节点 数 : N, =4; 

单元 数 : N.=2;3 

元 ,一 [0 1, 0.5, 0]; 

ye=LO, 0, 0.5, 1]. 





(0,1) 
表 16.11 图 16.29 Prati mx Ad AE 





局 部 节点 数组 1 a 
ATH n(1, e) n(2, e) n(3, e) 
1 2 3 
© 1 3 4 
局 部 棱 边 数组 
ATH ne(1, e) ne(2, e) ne(3, e) 
® 1 2 3 
© —3 4 5 





m 2 \ Z 
(0,0) i (1,0) 
图 16.29 ”两 个 单元 的 细节 

16.6 传输 线 的 特性 阻抗 ， 有 限 元 方法 


传输 线 是 一 个 由 两 个 导体 所 组 成 的 波导 系统 ， 在 传输 线 上 电磁 波 是 以 TEM 波形 式 传 
播 的 。TEM 波 既 没有 纵向 电场 也 没有 纵向 磁场 (E. 二 所 .二 0)。 传 输 线 模 式 是 波导 模式 在 
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零 截止 波 数 (k.= 二 0) 时 的 一 个 特例 。 因 此 
k= (16. 182) 
横向 分 量 EE, 满足 亥 姆 霍 效 方程 
V'È. +k, = 
vie. +5; a -E þe =O 


E 


vE, + eae 十 RE,= 0 
VIE. + (2? —#) E,=0 
ViE,=0 (16. 183) 
Vid= 0 (16. 184) 


尽管 场 随时 间 做 正弦 变化 ， 但 是 场 量 和 位 函数 都 满足 二 维 拉 普 拉 斯 方程 。 因 此 ， 可 以 
将 传输 线 问 题 定义 为 求 横 截 面 上 的 拉 普 拉 斯 方程 问题 。 可 以 用 有 限 元 方法 通过 使 泛 函 取 极 
值 来 求解 这 个 问题 ， 泛 函 就 是 电场 能 量 : 


=i, =f Fel vol’ds (16. 185) 


在 前 面 我 们 已 经 求解 了 拉 普 拉 斯 方程 ， 现 在 我 们 知道 如 何 求解 它 (通过 刚度 矩阵 的 概 
念 ) 及 如 何 得 到 电位 。 在 得 到 节点 的 电位 后 ， 通 过 计算 每 一 个 单元 对 泛 函 的 贡献 ， 可 以 得 
到 电场 能 量 。 之 前 已 经 证 明 过 ， 每 一 pi 


We = Der 9 > Zso, ®, (16. 186) 
而 总 能 量 为 
W. = Swe (16. 187) 
3 (16. 187) 给 出 了 一 种 计算 电容 C 的 方法 ， 因为 

tov? =W, (16. 188a) 
c= T (16. 188b) 

AP, V 是 两 个 导体 之 间 的 电位 差 。 无 损耗 传输 线 的 特性 阻抗 是 

_ JL 

Z= Jc (16. 189) 


AF, 工 是 单位 长 度 的 电感 ，C 是 单位 长 度 的 电容 。 电 感 与 媒质 的 介 电 常 数 无 关 。 因 此 ， 
如 果 媒 质 (即使 是 非 均匀 的 ?被 空气 替代 ， 电 感 却 是 不 变 的 。 对 于 一 个 媒质 为 空气 的 传输 
线 ， 波 传播 速度 是 c 二 3X10 m/s， 而 传播 速度 由 下 式 给 出 








1 
c= > (16. 190) 
[LC 
根据 式 (16. 189) 和 式 (16. 190) ， 消 去 式 (16. 189) 中 的 电感 : 
1 
Z = (16. 191) 
六 CC 


通过 计算 Ch 和 C， 就 可 以 计算 出 填充 多 种 媒质 传输 线 的 特性 阻抗 。 根 据 式 (16. 188b), 
有 限 元 方法 可 用 于 计算 Ch 和 C。 由 式 (16. 192) 可 计算 出 波 数 =k: 


p= VLC = 2% = (16. 192) 
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16.7 EŻ: 二 维 问题 ” 


第 1 章 应 用 矩 量 法 求解 过 一 个 常 微分 方程 。 这 一 节 将 说 明和 抢 量 法 在 二 维 问题 中 的 应 
用 5 ， 第 一 个 问题 是 考虑 边缘 效应 时 平行 板 电容 器 电容 的 计算 。 首 先 考虑 一 个 尺寸 为 
(2aX 2a) 的 平板 。 假 设 这 个 平板 是 一 个 电压 为 V。 的 理想 导体 ， 我 们 已 经 证 明了 ， 静 电场 
问题 可 以 表示 成 式 (15. 12) 所 给 出 的 积分 方程 问题 。 图 15. 3 给 出 了 在 式 (15. 12) 中 各 项 的 
定义 。 这 里 重新 给 出 了 图 形 和 方程 ， 分 别 如 图 16. 30 和 式 (16. 193) 所 示 : 


= Ca an i osdzr dy 

Ta '= Y E -a 4nel (z — x) + (y— y PT” CHEM PR) (16. 193) 
在 方程 式 (16. 193) 中 ， 未 知 量 是 po BEV 是 一 个 已 知 的 常数 ， 这 是 因为 平板 是 一 个 

理想 导体 板 。 用 15. 3. 1 节 ( 工 一 g) 中 所 建立 的 抢 量 法 的 语言 来 说 ， 算 子 工 是 一 个 积分 算 子 : 





~ a Ife dy’ 
k | dz E Amel (a —2')? + Cy — y T” CDA TA 
并 且 
f(x,y) = p (z,y) (16. 195) 
对 于 这 个 问题 ， 必 须 定 义 一 个 内 积 : 
(gas) = | | pagrdzdy (16. 197) 
ARA KARIRA 
plazy) = > au (16. 198) 
其 中 ， 基 函数 f, 可 以 选 成 一 个 二 维 脉冲 函数 
1 #AS, E 
fa (0 在 所 有 其 他 AS。 上 aes 


FE EAH, AS, MAS, 是 平板 中 的 两 个 子 域 。 如 图 16.31 所 示 ， 让 这 些 子 域 都 是 尺寸 
为 (26X25) 的 正方 形 。 





图 16. 30 一 个 正方 形 理想 导体 平板 图 16. 31 正方 形 平板 中 的 正方 形 子 域 
选择 权 函 数 ww 是 二 维 冲击 函 数 : 
On = OCT — Ra OCF — Ym) (16. 200) 


由 式 (15.75) 可 得 ， 
fin = Sms? = | | Veale — and8 — yn)dzrdy = Vo (16. 201) 
注意 
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a a 
Lf, = fae ces POT diia 
根据 式 (15. 74) A 
Low = (Wm wef x? 
= i D= 24)8(y— Im) dzdy| dy 《6 08) 
—ay—a —a —a Ane (a — x y + (y= a 


利用 冲击 函数 的 采样 性 质 ， 有 


a i g fa I t 
lm = LI Anel (zn — x’)? + Cyn — y PT” Baay CLG. RRE 
像 每 个 式 (16. 204) 一 样 ， 把 积分 都 扩展 至 整个 平板 上 。 然 而 ， 除 了 在 AS, 上 之 外 ， 因 为 fa 
在 所 有 其 他 子 域 上 都 为 零 ， 所 以 它 在 AS, 上 是 一 个 脉冲 函数 (万 =1) ， 这 样式 (16. 204) 简 化 为 


dz'dy' 
lm = [ia re EE me Rae. 2052 
让 我 们 来 解释 一 下 式 (16. 205). 
根据 式 (16. 205) 和 图 16. 32， 可 以 给 出 下 面 有 关 1 的 物理 解释 。1;, 是 由 第 个 子 域 上 
的 单位 面 电荷 激励 在 第 m 个 子 域 中 心 所 产生 的 电压 。 在 式 (16. 205) 中 ， 被 积 函 数 分 母 中 方 
括号 内 一 项 的 平方 根 是 Rss， 它 是 源 点 与 场 点 之 间 的 距离 。 对 于 mAn, AAEN E AEA 
为 两 个 子 域 中心 的 距离 ， 可 以 看 做 一 个 常数 ， 从 而 提 到 积分 之 外 。 这 样 就 有 





Re= (a, = (16. 206) 
AS 
la TR men (16. 207) 





图 16.32 子 域 m AIF i n 


式 中 ， AS, =40’ 。 

然而 ， 如 果 mx 二 n， 这 个 近似 就 不 再 成 立 了 。 在 
这 种 情况 下 ，P 点 在 具有 单位 电荷 密度 的 同一 个 子 
域 上 ， 且 是 该 子 域 的 中 心 。 现 在 ， 图 16. 32 将 变 为 
图 16. 33， 式 (16. 205) 简 化 为 


b taf 

Zh (16. 208) 中 的 积分 有 一 个 可 积 的 奇 点 ( 当 S 与 书 
重合 时 ， 因 为 z'=0, y 一 0， 所 以 分 母 无 穷 大 ) 。 但 
是 ， 利 用 下 面 的 已 知 积分 ， 就 可 以 完成 上 式 中 的 积分 : 图 16.33 计算 1 的 示意 图 
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b d ; b 
W Gay = 2ln(y 十 Vx +57) |p = 2arcsinh Tz] (16:209) 
因此 ， 得 到 
2 > ; b 
Im = E ,dz[arcsinh oy |= 2 na +2) = 220. 8814 (16. 210) 


因为 24 一 看， 所 以 可 以 将 Ln FRR ALTA 
lm = sig, 8814 = 0. 2806 yi 


因此 ， 可 以 通过 计算 得 到 [Lj 的 元 素 。 求 解 代数 方程 


(16. 211) 


Lim JjLa,] = [go] (16. 212) 
就 可 以 得 到 每 一 个 子 域 上 的 面 电荷 密度 c N 个 子 域 上 的 总 电荷 Q 为 
Q= (16. 213) 
相对 于 一 个 电压 为 零 半 径 为 无 穷 大 的 球 ， 这 个 理想 导体 的 电容 C 为 
-Š (16. 214) 


A, Q 由 式 (16. 213) 给 出 。 

我 们 已 经 利用 正方 形 子 域 和 正方 形 理想 导体 平板 说 明了 和 矩 量 方法 的 应 一 个 实际 问 
题 可 能 具有 复杂 形状 的 平板 ， 并 且 一 些 子 域 可 能 不 是 正方 形 。 rare 就 需要 修改 式 
(16. 207) 和 式 (16. 211) 吗 ? 由 式 (16. 207) 知 道 ， 因 为 i 取决 于 两 个 子 域 中 心 之 间 的 距离 
以 及 子 域 的 面积 AS,， 所 以 子 域 AS, 的 形状 是 无 关 紧要 的 。 因 为 式 (16. 211) 是 通过 对 z 和 
y 进行 积分 得 到 的 ， 它 对 子 域 AS, 的 形状 的 依赖 程度 不 明显 。 为 了 回答 这 个 问题 ， 计 算 如 
图 16. 34 所 示 圆 形 子 域 的 L。。 

心 是 由 圆 形 区 域 上 的 单位 面 电荷 密度 激励 在 己 点 产生 的 电位 : 

5 RS y gàs 


p=0 4neR sp 
A p=l, Rsp=p + ds' oe 





Cdg do! _ ox 1|° = 
m = Pr = k E ee =0 4nep aad Ane i 2e 
因为 xc 一 A,， 所 以 可 以 用 A, 将 /表示 为 : 
Mk — VA, a s 
e= 3, Pa 0. 2821 r (对 一 个 圆 形 子 域 ) (16. 215) 


式 (16.215) 与 式 (16.211) 几 乎 是 相同 的 ， 由 此 我 们 断定 i 对 子 域 形状 的 依赖 程度 不 
大 。 只 要 子 域 不 是 长 方形 或 椭圆 形状 ， 就 可 以 用 式 (16. 215) 来 计算 i, 。 出 现 这 种 现象 的 原 
因 是 因为 Rse 出 现在 分 母 中 ， 所 以 对 1 的 贡献 大 部 分 来 自 点 P 邻近 的 电荷 。 另 一 种 说 法 是 
贡献 大 部 分 来 自在 原点 处 的 可 积 奇 点 。 

现在 ， 将 这 一 方法 推广 到 如 图 16. 35 所 示 的 平板 电容 器 中 。 


上 平板 Z PEC 
0 
z d 
2a 
-V, 
下 平板 


图 16. 34 计算 一 个 圆 形 子 域 的 i 的 示意 图 图 16. 35 平行 板 电容 器 
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令 
etary) = Dafa OtFL EM (16. 216) 
etary) = Diath, APTP (16. 217) 
将 代数 方程 可 以 写成 分 块 矩 阵 的 形式 ， 其 矩阵 元 素 是 
Ce] Lea fet Te 
hs ts = Le pe eae 


[5 和 [2 中 的 元 素 可 以 用 前 面 的 方法 计算 得 到 。/ 是 由 上 平板 中 一 个 单元 上 的 单位 
面 电荷 密度 激励 在 下 平板 中 一 个 单元 的 中 心 处 所 产生 的 电位 。 相 似 的 解释 也 适用 于 [4] 的 
TOR. Al 16. 36 描述 了 几何 形状 。 

即使 m 二 xn， 在 被 积 函 数 中 也 没有 奇 
点 问题 。 如 果 m= 二 nxn， 两 个 单元 相互 对 
齐 ， 它们 的 中 心 距离 是 ka 因此 ， 可 以 
写 出 


1 
Ame s/ (Em — En) F (Yn — W FE 





(16. 219) 
然而 ， 可 以 对 各 的 公式 做 一 些 改进 。 
如 果 d 很 小 ， 这 样 做 就 是 很 有 必要 的 。 图 16. 36 下 平板 和 上 平板 中 的 子 域 
考虑 如 图 16. 37 所 示 的 几何 形状 : 
l ia p dp d¢’ _ 2n i p' do" ; 
aia m ia =0 4re(p 2 + d?)¥? =. (p? +d?) CRA SS 
下 = ;60,0,4) = 282X 2e] fy Hale) de | 


P (0,0,d) 





图 16.37 当 平 板 间 距离 很 小 时 ， 对 于 相互 对 齐 的 下 平板 和 上 平板 子 域 的 改进 计算 


如 果 再 一 次 注意 到 c 二 VA,/*， 上 面 的 公式 可 转化 为 只 涉及 面积 而 不 涉及 半径 。 因 
此 ， 得 到 如 的 一 个 改进 公式 : 


pa aae 
E € 


A, + =f — x4) (16. 221) 
对 于 两 个 平板 相互 对 齐 的 平行 板 电 容器 ， 可 以 利用 对 称 性 ， 以 减少 联 立 方程 的 数目 。 


注意 
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Ce" J= E>] (16. 222) 
[2*]= ("J (16. 223) 
如 果 上 平板 的 电压 是 Vo 9 下 平板 的 电压 是 一 V。 , 那么 ’ 
gm 一 一 Bm (16. 224) 
根据 式 (16. 218), A 
Ce" lai] + Cl" Jlar] = gn (16. 225) 
R Loi] + La | =— gi, (16. 226) 
根据 式 (16. 222) ~ (16. 226) ， 显 然 可 以 得 到 
Cai] =— Lar] (16. 227) 
将 式 (16. 227) 代 入 式 (16. 225) 中 ， 并 求 出 [es] ， 得 到 
Lat] = (L 1= Le M ied (16. 228) 
上 平板 上 的 总 电荷 为 
Q= Sa, AS, 
而 两 个 平板 之 间 的 电位 差 为 2V。。 因 此 ， 
c= Oa (16. 229) 


16.8 Bk: RHA” 


16.8.1 公式 
7. 6 节 研 究 了 导电 目标 对 电磁 波 的 散射 问题 。 特 别 地 ， 我 们 考虑 了 沿 工 方向 传播 的 人 
射 平 面 波 ， 它 的 电场 为 
E = 2E,e* (16. 230) 
一 半径 为 a， 轴 线 沿 = 轴 的 无 限 长 导电 圆柱 体会 对 人 射 平面 波 产 生 一 个 散射 波 。 利 用 
求解 边 值 问题 的 方法 ， 我 们 已 经 解析 地 证 明了 在 工 轴 上 总 电场 的 z 分 量 为 
Ei= E +E? 
= E 2 GU (pe) — Be Gl =a 
awe (16. 231) 
如 果 Ba 的 值 较 大 ， 这 个 级 数 收敛 得 十 分 缓慢 所 。 另 一 种 可 供 选 择 的 分 析 方 法 是 基于 
矩 量 法 中 的 数值 方法 。 本 节 将 介绍 这 种 方法 在 散射 问题 中 的 应 用 。 
在 2. 15 节 中 已 经 证 明了 ， 自 由 空间 中 沿 = 轴 的 无 限 长 细 线 正弦 电流 le 所 产生 的 矢 
量 位 去 一 2A(p) 为 


eee 2 MO (2) 
A(p) 一 一 j HI, HP (Bp) (16. 232) 
且 
E, =— ÊE LHP (Bo) (16. 233) 
假设 细 线 与 = 轴 不 重合 ， 而 是 与 = 轴 平 行 ， 且 通过 (z，>y ) 点 ， 或 者 通过 圆柱 坐标 系 
中 的 (o ， $) io 


将 式 (16. 233) 中 的 p 用 |5 一 5' | 来 替换 ， 就 可 以 得 到 在 这 种 情况 下 的 电场 : 
E.(p,$) —— O21, HY? (pl —7'|) (16. 234) 


208 第 三 部 分 电磁 计算 


lp—p |= [e* +p? — 2pp'cos(¢— $') ]”” (16. 235) 
如 果 导 体 是 理想 导体 ， 那 么 电流 只 能 存在 
于 导体 表面 上 ， 如 图 16. 38 所 示 。 
让 面 电流 密度 为 K.(A/m)。 由 于 曲线 c 上 微 
元 d/' 的 电流 为 1 二 RR.d/'， 因 此 由 式 (16. 234) 可 
给 出 总 电场 E. 为 


E, (p) =— EES R.G HP lpp | Dal! 
(16. 236) 
在 式 (16. 236), K. 是 人 射 平面 波 电场 E. 
在 导体 表面 上 所 感应 出 的 电流 面 密 度 。 由 于 K. 
是 未 知 的 ， 因 此 式 (16. 236) 称 为 积分 方程 。 我 们 知道 EE. 是 总 电场 启 ， 它 是 人 射 波 电场 与 
散射 波 电 场 之 和 ， 我 们 也 知道 边界 条 件 是 






p-p'| 


图 16.38 ”理想 导体 圆柱 表面 上 的 面 电流 


E.o =0 (对 于 点 C) (16. 237) 
因此 ， 对 于 点 C， 得 到 如 下 形式 的 积分 方程 
Enf RG HE (alp—p DAU = EL (对 于 C 上 的 一 点 ) (16. 238) 


求解 这 个 积分 方程 ， 就 可 以 得 到 并 .。 由 开 . 所 产生 的 场 又 可 以 得 到 散射 场 E。 因 此 ， 
散射 场 可 由 下 式 来 计算 

ES (p) =- 一 台中 K.@') HS (BI5 一 5 |) dl’ ETA p (16. 239) 

因此 ， 用 和 矩 量 法 求解 散射 问题 包含 两 个 步骤 。 第 一 步 是 给 定 下. ， 用 和 矩 量 法 求解 积分 方 


程式 (16. 238) ， 得 到 并 . (7 ) 。 第 二 步 是 求 积 分 ( 式 (16. 239)) ， 得 到 瑚 * 。 方 程式 (16. 238) 
称 为 电场 积分 方程 (Electric Field Integral Equation, EFIE). 


16.8.2 解 
参考 图 16. 38。 将 曲线 C 分 成 N 个 直线 段 Ac,。 令 
R.@= Ded, (16. 240) 
r n=l 
1 在 Ac, 上 
fD = (, acacia put (16. 241) 
也 就 是 说 ， 利 用 脉冲 函数 进行 展开 。 
选择 冲击 函数 作为 测试 函数 (点 匹配 ) 
wn = 1G — Fa) (16. 242) 
定义 如 下 内 积 
(fog) = | feai (16. 243) 
注意 ， 这 个 问题 的 算 子 工 是 下 式 的 积分 算 子 
i = 8%! He (ala—p' | au (16. 244) 
未 知 函数 是 f 二 KK.， 激 励 函 数 是 8 一下. 。 
得 到 方程 


[lim Lan] = Lg] (16. 245) 


式 中 


Ln = | 8@— PL) EL HP (plp— | fa 
lm = erf H? (B\ Pn —P' |) fade’ 


Im = |S lap DA 


Im = EP] HPR — za) + 6" ynd TA 
Acn 
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(16. 246) 


(16. 247) 


(16. 248) 


很 显然 ，im 是 由 Ac, 上 的 单位 面 电流 密度 在 (za，y) 点 所 产生 的 散射 场 的 负 值 ( 见 


图 16. 39)。 


如 果 双关 2z， 可 将 式 (16. 248) 近 似 为 : 
Om ) 
~ ÈR Ac, HP (Cas — tm)? + (yh — ym)? T”), mÆn 六 Noo 


(16. 249) 


当 m=n 时， 在 式 (16. 248) 的 被 积 函数 中 有 一 个 奇 点 。 利 用 图 16.39 式 (16.248) 的 解释 


HP 的 如 下 小 宗 量 近似 公式 ， 可 以 计算 出 这 个 积分 : 
HP (2) 一 1 一 j 二 mn( 痉 ) 
me 


y= 1.781 
叫做 欧 拉 常数 。 
因此 
lm = 一 Z n(%) Ja’, m=n 
式 中 
Z = pilar — Tr)? H y — yN A 
计算 得 到 中 
a Ac, 
bm = Ppde,(1—j Fin) ] 
式 中 
e = 2.718 
由 于 


gn = (wm +8? = [3(B— pn) E. = Es Gn) 


(16. 250) 


(16. 251) 


(16. 252a) 


(16. 252b) 


(16. 253a) 


(16. 253b) 


(16. 254) 


解 方程 式 (16. 245)， 得 到 a ， 因 此 已 经 用 数值 方法 求 出 了 K 。 应 用 数值 方法 计算 式 


(16. 239)， 可 以 很 容易 得 到 散射 场 : 
r= | R.G He Telp- la 


= | Sanf. HP telp- IA 


=| Od +f Od t+) Oar 


= | a Pca’ +] a PE 十 … 十 | anH{ (+)dl' 
Ac acz dey 


对 于 轴线 上 的 场 ，(。) 可 以 看 做 常数 : 
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C= Plan — 2)? + ym]? 
s 1 Acadia HY {BL (am — x)? + yT} 
因此 ， 
—— ÊL D acan Hi? (Alta, —2)* HAT] (16. 255) 
= 


如 图 16. 40 所 示 ， 将 圆周 分 为 4 条 线段 来 说 明 这 一 算法 。 
这 4 条 线段 的 中 心 的 坐标 分 别 为 


(tiy) 一 ‘pu a 
(x2 ， yz ) 一 (f 


) 
z) 


(235393) = T , 





2 
2 
(a sy) 一 一 一 > | 
2 2 
图 16.40 用 4 条 线段 来 近似 半 
— ja /2 ， g =e, pg, = de, g 一 eipa/2 径 为 a 的 圆 


c= T p2aH {[ pla, — tn + Cy. — ud?) mn 


利用 
[Lo = Cem J 


现在 就 可 以 求 出 ga、az、as Flas. 
fe x Hh, 散射 场 为 


4 
EF (2) | pao =— EL Yan Acn HP (pL (zs — 2)? + 9817] 
m=1 


习题 16.15 要 求 画 出 | CEL (2) + ES C))/E | Biz 变化 的 曲线 。 在 区 间 一 20 二 Bx 二 60 
A, Ma=1, B=3.1. 在 (a) 部 分 中 ， 选 取 N= 二 4， 在 (b) 部 分 中 选取 N=72, 
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第 ] 了 章 
有 限 元 方法 的 高 级 专题 ” 


17.1 基于 节点 和 棱 边 的 有 限 元 方法 


我 们 考虑 一 个 准 形 波导 的 例子 。A 点 在 内 角 为 90 "的 导体 角 的 顶点 上 。 波 导 中 的 任意 
一 个 场 点 都 可 以 应 用 圆柱 坐标 系 来 描述 ， 如 图 17. 1 
所 示 。 

在 一 个 点 如 A 点 的 邻近 区 域内 ， 可 以 证 明 纵向 分 
Ht E., 和 日. 随 p“ 变 化， 而 横向 分 量 E, Es H, 和 
H, 在 A 点 有 奇异 性 (参见 附录 17A), ABH o 变化。 
如 果 点 A 在 某 一 条 棱 边 上 ,在 A 点 处 五 或 互 的 横向 分 
量 将 变 为 无 穷 大 。 如 果 用 标量 形状 函数 对 纵向 分 量 进 
行 展 开 ， 并 用 矢量 形状 函数 展开 横向 分 量 ， 伪 模 问 题 图 17.1 一 个 尖锐 的 导体 角 
和 奇异 性 问题 就 可 以 得 到 避免 。 对 于 矢量 问题 来 说 ， 
有 限 元 方法 的 出 发 点 是 微分 方程 式 (16. 139) 及 其 相应 的 泛 函 ( 式 (16. 140) ) 。 

对 于 波导 问题 ， 假 设 

E(z,y,z) = E(z,ybe” 一 [ECzyy) 十 人 已.]e CEARA 
三 维 (3D) 算 子 V 可 以 表示 为 





V=V.-yz (17. 2) 
式 中 ，V, 是 横向 算 子 ， 如 下 式 所 示 
_[s0429 
总 二 [| (17. 3) 
那么 
VX E= [V,— y 2 X [E, +2E.Je*=([V.XE,—viXb£,+V,.X2ZE.Je" (17.4) 
注意 


VX 2E, =V.E.X2+E.V.X ĉ = V,E, X ĉ (17.5) 
FV, X 2=[2(0/axr) +5(0/ay) ]X12, Ə(1)/Ər=0, H. Ə(1)/Əy=0 
因此 ， 有 
VX E = [V.X E+ (V.E, + yE.) X ZJe” (17. 6) 
第 二 项 
注意 ， 第 一 项 仅 有 z 分 量 ,， 第 二 项 位 于 横 截面 上 。 因 此 ， 对 于 一 个 无 损耗 系统 ， 可 以 
写 出 
|\vx E|? = |v.xE.|?’+|V.E.+7E, |? 
或 者 可 以 写 出 另 一 种 形式 
[vx E|? = (VXE). (V.XE,)° + (V.E.+ 7B.) e (VE+7E) (17.7) 
将 式 (17.7) 代 入 式 (16. 140) 中 ， 得 到 


O 第 17 章 的 附录 参见 附录 17A。 
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Ie = + [ix BD * (VXE)" — ke E+ E* HEE, +Æ . (V.E. + YE,)* Jas 


(17. 8) 
将 泛 函 ( 式 (17. DDAR EHRE., HEISER A R EE wR 
7 是 给 定 的 ， 可 以 计算 出 特征 值 4 二 有 &。 不 过 ， 通常 我 们 希望 反 过 来 计算 ， 即 已 知 工作 频 
率 ， 相 当 于 在 给 定 & 条件 下 ,希望 求 出 传播 常数 。 截 止 频 率 等 于 使 y==0 的 频率 ， 在 截止 
频率 处 y 从 a FEA jp. 
应 用 如 下 变换 
et = YE, 
和 
e = E 
可 以 将 式 (17. 8) 转 化 为 


YI(e)= 5 (vx zje CWI EN ee wi 


+ [Cv +e) + (Vies te)" — kieres: ]jas (17.9) 

对 每 一 个 单元 采用 如 下 展开 形式 ， 就 可 以 将 式 (17. 9 进行 离散 化 
ef 一 Yael (17. 10) 
= Dya? (17. 11) 


将 上 面 两 式 代 人 式 (17. 9) 中 ， 对 每 个 单元 来 说 ， 等 式 右 端的 泛 函 可 以 写 为 如 下 形式 
Ho fe (VX e,) Redt — Bee, es Jas = Ce TUAL Je ]* 17.12) 
式 中 
[AS I=[],., (EX [VX oPT ea + a )dS= [LE] — Le? LF?) 
A Hr 
(17. 13) 


式 (17. 9) 右 端 第 二 项 需要 更 加 仔细 地 处 理 。 注 意 
(Vie. Xe.) * (View Xe)” =e» e te 。(Vie-) (Vies)” ee + (Vier) * (Vie) * 


(17. 14) 
因此 ， 
trf [二 (ve. Xe) e (Vie. Xe)" — kie.e.* el Jas 
2 ae Hr 
可 以 写 为 
e(e) 时 LBS] BY e2 * 
(2) SIE inio 
式 中 
Be— ff, [me ) + (af? * Jas 一 = (17. 16) 
ap=| [ae {af} + {Via}? } Jas (17. 17) 


Be = || k [r ‘ (aj } Jas (17. 18) 
A r 
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Be = | [sort Veal?) (va) — Abel (a yap?) Jas 
4 r 








ro ke [TĦ] (17. 19) 


由 式 (17. 13) 给 出 的 A 矩阵 元 素 很 容易 计算 出 来 ， 因 为 LE'* JCF? ] 分 别 由 式 (16. 165) 
和 式 (16. 167) 给 出 。 同 样 地 ， 由 式 (17. 19) 给 出 的 BS 和 矩阵 元 素 也 很 容易 计算 ， 因 为 LS'*] 
与 [T® ] 分 别 由 式 (16. 52) 和 式 (16. 103) 给 出 。 可 以 证 明 ， 有 





[BP] = [B®] = ol He (17. 20) 
式 中 
Hi? =— Ki[b (bi — 62) + cı Ce: — c2) ] (17. 21a) 
HS = K, [bz (b — b1) 十 cz(cs — 01) (17. 21b) 
Hip 一 一 Kı [— yibs — yzbı — ysb 十 zics + 220, + zscsj (17. 21c) 
Hi? =— K2[— ybi — yobs — ysb + x161 + z263 十 zacz] (17. 21d) 
9 =— K: [b (b: — bs) 十 cz(cs — c4) ] (17. 21e) 
9 = Ka [bs (bs — bz) + ca Cca — cz) ] (17. 216) 
P = Ky[b Cbi — bs) + ci Cei — ca) ] (17. 21g) 
HS 三 一 K; [— 9163 — yzbz — ysb) +H zics + 2c, +230; | (17. 21h) 
{9 =— Ks[bs (bs — b1) + cs Ces — 1) ] (17. 21i) 
H. 
i= =a (17. 22) 
在 对 所 有 单元 进行 总 体 合成 后 ,方程 组 可 以 写 为 
Aun 0]fewn# Be Bes Vl enag 
ie oll ez- J- q | é; ] pene 


式 (17. 23) 中 的 第 二 个 方程 是 
LB. ]* Les 了] 十 LB-j]Le-] 王 0 
[e] =— [Ba (Be J" Leung J (17. 24) 
式 (17. 23) 中 的 第 一 个 方程 是 
[ALes#*] = 7 {LBu ]Leun¢ ] + CBr ]Le.]} 
代入 [e:]， 以 及 根据 式 (17. 24) ， 可 以 将 上 式 表示 成 如 下 的 特征 值 问题 
CC] Leuny 了] = y Ceng ] (17. 25) 
式 中 
CC] = (CB. J] = LBR JLB J CB. J" } Aal 
在 结束 这 一 节 之 前 ， 我 们 要 说 明 的 是 式 (17. 21a) 一 式 (17. 21i) 是 通过 使 用 式 (17. 18) 得 到 
的 。 这 里 只 说 明 HO 的 两 个 元 素 : 


HY? | 9 a Vial? dS 
前 面 已 经 证 明 过 ， 
Vial? = ma 二 一 [LO 这 F c9] 
ai? = aa ey ee abı) + lac: — aci) | 


af? © Vial? = = n Lb: Caib: — azb) +) Care, — azc) | 


ma~ F 
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Ze 
= TAT ele bb 十 cicz) + a2(— bf — ci) J 
(e) 
J a;jdrdy= a 
Ll 
HET AOG AK + eye, — bi — cf] =— K, [b (b — b) + cile — cc))] 


Hi? =f oai? * Vas? dS 
4 


Ce) 
a= aie bis — on: + Mares — ead] 


al? 。 Vas? = ia syle (ai bz — azb) 十 cz(aics 一 azcl)] 
= TATL (65 +e) +a:(— bib: — cic) | 
Hi? = ao Llb: (b: — bi) + c2 (c2 — c1) ] = Kı [b (bg — b1) + cz lca — 1) ] 


a 


17.2 弱 形 式 和 加 权 余 量 法 


15. 3. 2 节 已 经 讨论 过 加 权 余 量 法 (Weighted Residual Method，WRM) 。 让 我 们 通过 
求解 一 维 交 姆 霍 兹 方程 来 重新 回顾 这 种 方法 ， 一 维 交 姆 霍 兹 方程 是 





cv +v = Fes) (17. 26) 
在 加 权 余 量 方法 中 ， 定 义 余 量 函 数 R(z) 为 
Rind — ov EV fle) (17. 27) 


将 问题 的 求解 域 Q 划分 为 多 个 子 域 AQ,，m 二 1，2，…，N， 对 每 一 个 子 域 定义 一 
权 函 数 W,,， 在 每 一 个 子 域内 强制 加 权 后 的 余 量 是 零 : 


| W,,(2)R(z)dz = 0 (17. 28) 
AD。 
将 式 (17. 27) 代 入 式 (17. 28) 中 ， 可 以 得 到 

E W, | Hev- fw Jae =0 (17. 29) 


在 15.3.2 $H, SE FE AL BR KW (z) 二 6(z 一 zn)， 我 们 称 这 种 方法 为 点 匹配 法 ， 
如 果 选 择 权 函数 W n (z) 与 基 范 数 相同 ， 就 称 这 种 方法 为 伽 辽 金 方法 。 


17.2.1 微分 方程 的 弱 形 式 
利用 分 部 积分 方法 ， 可 以 得 到 如 下 方程 











dV av _ dW, dV 
fwn (2) Yde = w,, K | Wa Wa (17. 30) 
将 式 (17. 29) 代 人 式 (17. 30) 中 ， 可 得 
2T7 _ dW, dV = dV = 
la [Wak V—W.f — X ja Wae lana =。 (17. 31) 





方程 式 (17. 3 RAMA BN BIRO, AE EEF E TF R h Ay E C h 
于 积分 的 缘故 ?成 立 ， 而 不 是 在 每 一 个 点 都 使 微分 方程 成 立 。 


17.2.2 加 权 余 量 法 的 伽 辽 金 公式 : 均匀 波导 问题 
在 14.4 节 中 ,在 给 定 边界 条 件 下 ， 利 用 有 限 元 法 求解 了 均匀 波导 问题 中 的 位 函数 @。 
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均匀 波导 问题 的 方程 为 
Vib+khidb=0 C1732) 

主要 步骤 就 是 使 泛 函 取 极 值 。 对 于 含有 有 损耗 和 复杂 材料 的 实际 问题 ， 推 导出 合适 的 
泛 函 通常 是 很 困难 的 。 加 权 余 量 法 中 的 伽 辽 金 公式 是 一 种 更 灵活 的 工具 ， 它 不 需要 推导 所 
求解 问题 的 泛 函 中 。 

我 们 在 闭合 曲线 C 所 限定 的 二 维 区 域 S 上 用 公式 来 表达 这 个 问题 。 假 定 曲 线 C 由 Cw 
和 Co 两 段 组 成 ， 在 Cr 上 给 定 诺 伊 曼 边界 条 件 3B/3n 二 0， 在 Co 上 给 定 犹 利 赫 里 边界 条 
ff D=®, (如 图 17. 2 所 示 ) 。 D-9, C, 

SW, Wo 和 Wy SSE MES. Co Cy 上 的 权 函 “ 


to] 
数 。 此 时 ， 可 以 写 出 on 
[.wovie+ Rods +|_ Wp(®—®)dl 
+] W,(V.0 + n)di = 0 (17. 33) 
o} 图 17.2 由 闭合 曲线 C 构 
等 式 左 端的 最 后 两 项 都 是 零 ， 因 为 在 Co 上 B= 二 Bo， FE Cy 成 二 维 边 界 中 的 
上 sg/an 一 0。 MHI 


ER. Voen ED Hn 方向 的 方向 导数 ， 等 于 6B/9On。 
对 于 一 个 曲面 ， 格 林 第 一 定理 (附录 16C. 5) 为 


es 
fw Vibds => w Pde Í, V.W + V,6dS (17. 34) 
由 式 (17. 33) 和 式 (17. 44) ， 得 到 
ad N 2 OP 55 一 
上 V veds 一 | wads 一 中 eae —| Woe ®,) dl f ws Pa = 0 
(17. 35) 
可 以 将 式 (17. 35) 化 简 为 式 (17. 36) 
vw. vads 一 | k?WodS = 0 (17. 36) 
S Ss 
通过 选择 下 列 权 函数 ; 
1) 在 Cn 上 选择 权 函 数 为 O=—O,. Hi Wp 取 什 么 值 ， 式 (17. 35) 左 端的 第 四 项 都 


为 零 。 
2) 式 (17. 35) 左 端的 第 三 项 是 


一 | w 2a —— (J. wat, w Bac) (17. 37) 
c on on 
在 Co 上 选择 权 函 数 WW 二 0， 则 式 (17. 37) 变 为 
-| w 224 = 一 | w Pac (17. 38) 
c on Cy an 


3) 式 (17. 35) 中 的 三 个 线 积分 之 和 为 
a a Ww 32dc 


如 果 选 择 在 Cy 上 的 权 函 数 为 We=—W, gad Esa, 

在 Cn 上， 第 一 种 选择 O—O 事实 上 就 是 边界 条 件 。 

式 (17. 36) 是 式 (16. 96) 的 弱 形式 ， 它 是 基于 泛 函 的 变 分 公式 的 另 一 种 形式 。 在 加 权 余 
量 法 中 ， 应 用 有 限 元 法 的 步骤 如 下 : 

步骤 1) 将 S 划分 为 多 个 不 重 秋 的 单元 。 

步骤 2) 根据 选择 1) ， 对 每 个 单元 上 的 未 知 函 数 进行 近似 。 
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步骤 3) 根据 选择 2) 和 3)， 在 每 个 单元 上 定义 权 函 数 。 求 出 每 个 单元 中 的 余 量 。 
步骤 4) 对 所 有 单元 的 贡献 求 和 得 到 在 整个 区 域 上 的 余 量 。 

步骤 5) 求解 所 形成 的 广义 特征 值 问 题 ， 以 便 消去 余 量 。 

在 步 又 2) 中 ， 可 以 表示 


D (x,y) = J PPa (x,y) (17. 
j 


H ajh FETE RAE RK. 


在 步骤 3) 中 ， 如 果 选 择 形状 函数 作为 权 函 数 ( 伽 辽 金 公式 )， 那 么 式 (17. 36) 将 变 为 
[po Vea? e vads- f|  aP@Pds= RP, i=1,2,3 a7. 


将 式 (17. 39) 代 入 式 (17. 40) 中 ， 使 它 转变 为 


ES J[e° ] —RT®? [oH] ae CRS] CT 


A, [SP ]5[T° ] 分 别 由 式 (16. 125) 和 式 (16. 132) 给 出 。LRI2 ] 近 似 为 零 。 


39) 


40) 


41) 


这 些 公式 与 用 变 分 方法 得 到 的 结果 是 完全 相同 的 。 注 意 ， 如 果 单 元 (e) 的 顶点 j 位 于 
Co 上 ， 那 么 [B,”] 就 等 于 给 定 的 B。， 且 在 Co LW=0. 一旦 得 到 特征 值 尽 ， 就 很 容易 计 


算出 B 和 4a， 因为 
(B—ja)? = k = kè — k 


对 于 有 损耗 媒质 , kb =w'pe, HP py Me 可 能 是 复数 。 对 于 有 损 煤 质 来 说 ， 很 难得 到 


一 个 准确 的 泛 函 ， 但 是 加 权 余 量 法 克服 了 这 个 困难 。 
17.3 ” 非 均 匀 波 导 问 题 * 


式 (16. 139) 是 非 均匀 波导 中 电场 的 矢量 微分 方程 。 如 果 电 介质 是 有 损耗 的 ， 相 对 介 电 


常数 是 复数 : 
PE 3 o 
ays (e+ 2) liv 
以 及 电场 方程 为 
9x (7 Vx E)= xi zE (17. 
为 了 求解 这 个 波导 问题 ， 我 们 像 以 前 一 样 假设 
E(z,y,z) = E(z,ye" = ([E(z,y) +E, (x,y) Je” CUT. 
将 式 (17. 44) 代 人 式 (17. 43) 中 ， 可 以 将 式 (17. 43) 分 离 为 如 下 两 个 方程 : 
7. x (+ V.x E )— Z (V.E. +7 ĒD) = k 2, Ë, a7. 
Pr Lr 
Fx [5E +y E) X2]= 288 QE, (17. 
Ar 


式 (17.45) 中 同时 包含 y Aly’. 
采用 如 下 变换 ， 可 以 方便 地 将 式 (17. 45) 和 式 (17. 46) 写 成 更 简单 的 形式 


e= YE, CT? 
&= E, (17. 
其 结果 是 
v.x (+ VX e )— É (Vue, +e.) = bere a7. 
Br Ar 
y V.X [vie Ap 2]= V2 kié.e. (17. 


在 理想 导体 壁 上 ， 边 界 条 件 是 


42) 


45) 
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有 Xe=0 (17.51) 
e-= 0 (17. 52) 
式 中 ，j 是 垂直 于 理想 导体 壁 的 单位 矢量 。 
用 棱 边 单元 (矢量 单元 ) 近 似 et* Ca, y) 是 有 用 的 : 


ef? (x,y) = Daje, (17. 53) 
j=1 
我 们 将 用 节点 和 标量 形状 函数 来 近似 e Cz, y): 
3 
(x,y) = Dae? (17. 54) 


使 用 伽 辽 金 公式 中 的 加 权 余 量 法 ， 由 式 (17. 49) 和 式 (17. 50) 可 以 得 到 式 (17. 25) ， 求 
解 式 (17. 25) 给 出 传播 常数 y=at jp. 
非 均匀 波导 问题 的 例子 

如 图 17. 3 所 示 ， 在 一 个 由 理想 导体 壁 构成 的 正方 形 波导 中 ， 两 个 单元 内 的 电介质 不 
le). AA ko =o V fof = 5, TAR ye 

18C.4 节 中 的 函数 程序 INH WGD 实现 了 式 (17. 25) 的 算法 。 

我 们 鼓励 学 生 基 于 图 17. 4 中 给 出 的 局 部 和 总 体 节 点 及 棱 边 编号 ， 写 出 主 程序 。y 的 期 
望 答案 是 0 十 j6. 5192。 主 程序 见 附录 16A. 6( 参 见 图 17. 4) 。 





图 17.3 填充 非 均匀 媒质 的 正方 形 波导 的 横 截 面 。 图 17.4 加 载波 导 的 两 个 单元 的 总 体 和 局 
一 个 说 明 算法 式 (17. 25) 应 用 的 简单 例子 部 节点 以 及 棱 边 


第 18 章 给 出 了 使 用 大 量 单元 的 例子 。 
17.4 开放 边界 、 有 吸收 边界 、 条 件 和 散射 问题 一 ” 


到 目前 为 止 , 我 们 已 经 在 狄 利 赫 里 或 诺 依 曼 边 界 条 件 下 ， 讨 论 了 拉 普 拉 斯 方程 、 泊 松 
方程 和 交 姆 霍 兹 方程 的 求解 。 更 一 般 的 边界 条 件 称 为 位 函数 的 混合 边界 条 件 ， 在 一 维 情况 
中 ， 它 的 一 般 形式 是 


(a C+) =x (17. 55) 


AP, a, Yo 都 是 已 知 参 数 。 如 果 y=0, MARI. 55) 化 为 诺 依 曼 边界 条 件 ， 如 果 a =0, 
则 化 为 狄 利 赫 里 边界 条 件 ; 式 (17. 55) 给 出 的 边界 条 件 也 称 为 第 三 类 边界 条 件 。 而 且 ， 上 面 
提 到 的 方程 ( 拉 普 拉 斯 方程 、 泊 松 方程 及 亥 姆 霍 效 方程 ) 的 一 般 形 式 也 可 以 统一 写成 一 个 方 
程 。 对 于 一 维 情况 ( 称 为 斯 特 姆 - 刘 维 尔 方程 )， 可 以 统一 写 为 

—4(aS?)\+ po = fO), 0=z<=L (17. 56) 
DCO) Al B(L) 是 确定 的 第 一 类 ( 狄 利 赫 里 )、 第 二 类 ( 诺 依 曼 ) 或 第 三 类 (混合 ) 边 界 条 件 。 
式 (17. 56) 将 变 为 一 维 泊 松 方程 ， 如 果 
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=1,p=0,H f(z) =e 


一 ve = & (17. 57) 
Zz è 
式 (17. 56) 将 变 为 一 维 齐 次 交 姆 霍 兹 方程 (适用 于 传输 线 )， 如 果 
= 1,B(z) =— k’, H f(z) =0 


oP o=o (17. 58) 
现在 ， 让 我 们 来 推导 方程 式 (17. 56) 的 有 限 元 解 ， 在 =L 处 给 定 边界 条 件 ( 式 (17. 55))， 在 
2=0 处 为 狄 利 赫 里 边界 条 件 ， 
=p, z=0 (17. 59) 
方程 式 (17. 56) 的 泛 函 为 
KO) = + ‘[a($2) +o? |dz— | fede + Ex —@| ， (17. 60) 
请 注意 式 (17. 60) 右 端的 最 后 一 项 。 它 仅 由 =L 处 的 混合 边界 条 件 所 产生 。 
利用 式 (15. 92) 和 式 (15. 93), ， 可 实现 基于 变 分 公式 的 有 限 元 方法 的 离散 : 


Din z B— zi 
一 J i 
Ni= S, = 二 一 一 
Si Si 5; 


B® (z)= Ni(z) GB + Nj (2H? 
于 是 ， Pe PRD RS 


a 2 ao) 
Tc e) (Pp) = $f [ee 人 Ce) (E) +E” [oy] |de—[", FOO? de (17. 61) 


a z(e) 
ae Sel ete DP a ge ew Jae- [ni pode ar 四 


将 式 (17. pe Mie 
ol 











Sage Lek a (17. 63) 
式 中 
pe . 
(0°) = a (17. 64) 
且 
fe) Ce) (e) 
K = | (e) (ae aN; ) + 8° NoNP |dz 
z z 
第 一 项 =a 


Ce) 
z: 
j 
bs = f im Nie FS dz 
z <r’ 


计算 第 一 项 、 第 二 项 和 第 三 项 。 
dN‘? dfz—z 1 
~ d [ IE 


dz zLz;— zi is 








式 中 
[P= z,—xz, 
dNP _ ij] 1 


dz dzLz; — zi p? 








因此 ， 得 到 
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s= ja SE gee CECE). = 


sr- CE) =A 


第 一 项 给 出 了 我 们 在 一 维 情况 中 已 经 熟悉 的 S EE 





1 1 
S = 17. 65 
[S Jw BE 1 ( ) 


很 明显 ， 第 二 项 给 出 了 我 们 在 一 维 情况 中 所 熟悉 的 工 和 矩阵 : 


(e) (e) (e) 
€ <j ğ "e 1 本 1 5 
The = P [N ] dz = TaN (z;= z)2dz = ra (2+2? — 2zjz)dz 
或 者 
Ce) ) 


z: mn —— 3 |z e T E] (e) 73 
i Cw —2)*de= |", ds a „korar E] 























z; 3 3 
因此 ， 有 
Ti? eta ge 
1 一 -了 
类 似 地 ， 可 以 证 明 Ti? = /6。 
因此 ， 可 以 得 到 
ad Lo 
6 
LT“ m= jo eo (17. 66) 
6 3 
HE, KERELS. ]ip 和 [LT jn 的 线性 组 合 ， 
[LK®]= a [S° jivt+pB° CT” Jiv (17. 67) 
Ce) e) z9 Ce) e) [@ 
(e) — os a EE aj Ta + LES 
[KeJo= |? s~ 7i 3 
Ce) (e) 
21 22 
式 中 
Ki? 一 Ki. KP 一 Ki 
因为 
z< 1 oO 1 we) =i ee )2 
fie dz= a] (zj —z)dz = i] a — (gz; —z)d(z; -—z) = a 
— (z; — z)? zj Fe 12 
Ce) __ e) 了 = 
mere [i] . 2 
当 进 行 总 体 合 成 时 ， 可 以 得 到 
[KJLG] = {6} (17. 68) 


如 果 我 们 需要 处 理 第 一 类 和 第 二 类 边界 条 件 ， 式 (17. 68) 就 足够 了 。 第 一 类 边界 条 件 
给 出 的 是 一 个 指定 节点 ， 第 二 类 边界 条 件 是 一 个 自由 节点 。 


17.4.1 第 三 类 边界 条 件 


现在 讨论 如 何 将 第 三 类 边界 条 件 结合 在 有 限 元 公式 中 。 式 (17. 60) 的 泛 函 有 额外 的 
一 项 器 
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Ta Brá — @ | (17. 69) 


z=L 


将 z 一 工 一 zi RIAN, HPO Raw ROW N 的 单元 的 编号 : 


Tana 一 To — gPn 
aara Yn —q (17. 70) 
由 于 式 (17. 70) 中 的 额外 一 项 ， 需 要 加 上 y 来 修正 开 wv 。 在 得 到 式 (17. 68) 中 的 矩阵 K 
后 ， 利 用 MATLAB 语句 
Kyn = Kyn +y ELF, TIJ 
by= by +q (17. 72) 
将 会 把 混合 边界 条 件 结合 在 有 限 元 公式 中 。 
从 一 个 函数 程序 求 得 K 和 6 后， 可 在 主 程序 中 完成 式 (17. 71) 和 式 (17.72) 的 计算 步 
RR, 18C.5 节 给 出 了 函数 程序 GLANL， 它 与 函数 程序 GLANT 的 行 数 相同 。 输 出 给 出 了 
LKj] 和 [bj] 和 矩阵。 通过 修正 LK] 和 [bj] 矩阵， 可 以 完成 第 三 类 边界 条 件 的 实现 。 下 面 通过 一 
个 已 知 准确 答案 的 简单 问题 来 加 以 说 明 。 


一 个 简单 例子 
求解 
LO ia d@, 1 = 
—SF=1, #0) =0, kirai ==] 
首先 写 出 该 微分 方程 的 一 般 解 ， 很 容易 地 得 到 解析 解 : 
dð _ 
— ds = = 十 ‘C1 


— = Z tarte 
Hy @B(0) 二 0， 得 到 c 一 0; 由 在 z 一 1 处 的 混合 边界 条 件 ， 可 以 得 到 





所 以 6 一 一 祁 十 二 z 一 <2(1— 32) 
Aa YT Vila RTH., OR RI 4 SON. =4), FERA 5 个 总 体 节点 CN, 一 4) 


( 见 图 17.5). cee re 2 p 
这 样 ， 我 们 建立 了 表 17.1 和 表 17.2. ees ee 
将 给 定 微分 方程 与 一 般 形式 相 比 较 


a 17.5 一 维 问题 的 4 个 单元 和 5 个 节点 


-ifa + pe = fix) 
me 一 By a=l, B= 0, f(z)=1 
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表 17. 1 这 个 简单 例子 的 全 局 坐标 表 和 连接 表 

坐标 CRRA Ft niL n2 
回 In a) 1 2 
1 0 (2) 2 3 
2 0. 25 (3) 3 4 
3 0. 50 (4) 4 5 
4 

5 


17.2 这 个 简单 例子 中 单元 的 a、B、f 





因此 ， 得 出 单元 参数 ( 见 表 17. 2) 。 
在 主 程序 中 给 出 的 这 些 数据 可 以 传递 到 函数 程序 GLANL 中 ， 得 到 输出 K 和 4b 和 矩阵。 
现在 ， 我 们 不 得 不 处 理 边 界 条 件 了 。 将 满足 狄 利 赫 里 条 件 的 指定 节点 称 为 Prn 二 [1]。 
在 Prn 处 的 电位 称 为 Van。 自由 节点 frn 为 
Fer = [203406] 
在 节点 5 处 使 用 混合 边界 条 件 后 ， 就 可 以 求 出 自由 节点 的 电位 。 
对 于 现在 所 考虑 的 问题 ， 一 般 形 式 的 混合 边界 条 件 


a i y? pe =q 
可 以 翻译 为 
a=1, y=4, g=-l, L=1 
这 个 边界 条 件 可 以 按 如 下 方法 来 实现 : 
令 满 足 混 合 边界 条 件 的 总 体 节 点 编号 数组 记 为 mxn。 在 现在 的 问题 中 
mxn = [5] 

在 mxn 处 的 a、Y 和 9g iW 

al mxn= [1] 


ga mxn= [0.5] 
q mxn= [— 1] 
将 KK 矩阵 中 的 元 素 修正 为 
K(mxn,mxn) = K(mxn,mxn) + g mxn 
将 数组 元 素 修正 为 
b(mxn) = b(mxn) 十 dg mxn 
获得 和 求解 系统 方程 的 MATLAB 语句 是 
Kf£=K (frn, frn) 
Kfp=K (frn,prn) 
vprn=[0] 
bf=b(frn) 
Vf=inv (Kff) +((bf) 一 Ktpx (Vprn)') 
这 样 ， 得 到 了 各 个 自由 节点 的 电位 。 我 们 鼓励 学 生 自 己 写 出 主 程序 ， 并 利用 18C. 5 节 
给 出 的 函数 GLANLN 来 运行 主 程序 。 
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17.4.2 具有 混合 边界 条 件 的 电磁 问题 的 例子 


反射 问题 
一 维 有 限 元 方法 的 公式 : 从 背 衬 理想 导体 的 电介质 的 p 波 反 射 ， 我们 就 可 以 得 到 一 


混合 边 值 问题 ， 这 个 边 值 问 题 可 以 用 前 面 一 节 中 给 出 的 一 AA EF EERIE 
(参见 图 17. 6) 。 
入 射 波 的 磁场 可 以 写 为 
A = 4,5 (17. 73) 
式 中 
H,= Hy e ito (Csz+Ce) 
S= sind 
ko= wypoeo 图 17. 6 反射 问题 和 第 三 类 边界 条 件 
C= cos@ 
S e A u 是 区 域 一 L 二 z 二 0 中 位 置 的 函数 。 
HU PRB. WSS, 满足 的 微分 方程 
VX E =— jwpop(z) A (17. 74) 
VX H = jwece,(z) È C17. 78) 
在 有 损耗 电介质 中 ，e.(z) 可 以 是 复数 。 
根据 式 (17. 74) 和 式 (17.75)， 有 


vx | : 二 部 X 音 |]= jweo X Ë = jweo(— jwnuop(z)) Ñ = VX [= vx |= 局 we ñ 








(17. 76) 
很 明显 ， 在 区 域 一 L 二 x 二 0 H, MHAAMPBR 
A = 5 eH, (e) (17. 77) 
B 
z x 2 
VxA=|-ieS 0 |= ens oe =! SHAE) 21 ¢— 12, She OH, 
0 eo% H 0 
4 yx A= 一 es 二 [2 = + ike SH, 2] 
Er Er Əz 
CENE 
C, 
z 5 2 
vx | 二 Vx = dz |= (O—0) —(—jk Sik SC:H,) $+ (—0) 2 
r ƏH, 
Cı Əz 0 jko SC, H, 





因而 ， 式 (17. 76) 变 为 
. 3H, AT E 
—[astqH, — 2 (a? = >) |3= kp H, hs 


ð — eS 9H, i fee] -AS = 
ral e,(z) = | koS e.(z) H, — kip,H,= 0 
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消去 ee “”， 仅 保留 一 个 独立 自 变量 z， 























_dr 1 dH, 2 i _ 
Er dz » Hs [2 (z -gs kopsH, = 0 
_ dr i dH] p 7 
abet =| kå [ze — Z] = 9 
är i dH, A CPO 
er = ela Z Ja = 0 —-L<z<0 (17. 78) 
在 = 一 0 处 ， 边 界 条 件 是 一 理想 导体 边界 条 件 
oH, 2 
a =o (17. 79) 
在 z 王 一 工 处 ， 边 界 条 件 是 
A,(z =— L*) = BH,(z =L) (17. 80) 
È, (z =— Lt) = Š, (z =— L`) (17. 81) 


式 (17. 80) 的 右 端 是 人 射 波 与 反射 波 的 所 ,在 z= 二 一 L 处 之 和 。 假 设 将 反射 波 的 磁场 


~ 





H® = RH,e © S (17. 82) 
那么 
H(z 到 一 工 -) 一 Heti + RH, @ (17. 83) 
=— jk CH [Le hs — Remit (S-C 7 (17. 84) 
用 (一 jisC) 乘 以 式 (17. 83) ， 再 将 其 加 到 式 (17. 84) 中 ， 就 可 以 消去 反射 系数 R: 
nee —jkoC Ñ, =— j2ko CHoe St (17. 85) 





根据 麦克 斯 韦 方程 ， 边 界 条 件 ( 式 (17. 81)) 可 转换 为 关于 吾 , 的 导数 的 边界 条 件 : 
vx H= jwe oe, (z) E 




















JS — 1 — pik Se ƏH, (z) 
所 以 上 -一 PS e az | 
而 ， 式 (17. 81) 与 下 式 相同 
1 dH, _ dH, 
eae hag ùe lar (17. 86) 
在 z= 一 L 处 ， 当 对 式 (17. 85) 应 用 H, ME, 的 连续 性 条 件 时 ， 其 结果 给 出 
os eH) | =- =— j2k CHoe heb 一 1 4H, CH, | .- ,+ 
dz a e, dz 
上 式 可 以 重新 写 为 在 z= L 处 的 混合 边界 条 件 : 
L YE — jk CH, | =— j2ko CH oe (17.87) 


e 


现在 ， 我 们 可 以 求解 式 (17. 78) MEA H, 在 一 一 六 的 值 ， 它 在 一 0 处 满足 边界 
条 件 ( 式 17.79), Æ z= L 处 满足 混合 边界 条 件 式 (17. 87)。 根 据 所 求 得 的 值 ， 可 以 利 
HRAT. 80) 和 式 (17. 83) 计 算出 反射 系数 R: 
=z Hy heot — Hoa 
R= Hout (17. 88) 
17. 4 节 建 立 的 有 限 元 公式 可 以 应 用 于 这 个 问题 ， 注 意 ， 由 式 G17. 56) 和 式 (17. 78), A 


p= H,, a= = 
Er 
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S2 
| 
j= (17. 89) 
类 似 地 ， 比 较 式 (17. 55) 和 式 (17. 87) ， 得 到 
a= 1l 
Y=— jko Œr 
q=— 2jkoerL CH ye (17. 90) 
其 中 ， ERL 一 ER| -L+ o <4 


oi 17 2 
式 (17. 79) 是 适用 于 理想 导体 边界 的 第 二 类 边界 条 件 。 如 果 我 们 希望 考虑 良 导体 情况 ， 它 不 
是 理想 导体 ， 那 么 边界 条 件 也 称 为 阻抗 边界 条 件 3 ， 也 是 由 下 式 给 出 的 第 三 类 边界 条 件 ， 


ƏH l 
pa Shot gH, (17. 91a) 


7=,/ (17. 91b) 


Er2 
式 中 ，ew 是 电介质 在 z=0 处 的 相对 介 电 常数 ，jis 和 ew 是 良 导体 的 相对 磁 导 率 与 相对 介 电 常 
数 。 对 于 像 铜 这 样 的 导体 ，jwz 二 1 和 ew 二 1 一 jo/weo。，o 是 铜 的 导电 率 (csx*5.8X107s/m)。 因 
此 ， 必 须 用 式 (17. 91) 替 换 式 (17. 55) ， 式 (17. 91) 是 一 种 混合 边界 条 件 ， 并 且 有 





$= H, (17. 92a) 
a= 了 (17. 92b) 
Y= jkon (17. 92c) 
q= 0 (17. 92d) 
在 得 到 式 (17.92) 时 ， 将 式 (17. 9D BH 
10H, __. 
a am jko nH, (17. 93) 


具有 薄 介 质 涂 层 的 理想 导体 
假设 工 非 常 小 。 可 以 将 电介质 层 看 做 一 介质 涂 层 来 求解 这 个 问题 。 那 么 ， 式 (17.92c) 中 的 
7 可 以 用 一 段 短 路 传输 线 的 输入 阻抗 来 替换 : 


=j |E tankov pren A) (17. 94) 
12 
且 用 1 替换 式 (17.92b) 中 的 ew CLA 17.7). al 


辐射 边界 条 件 
17. 8 所 示 为 一 个 虚拟 边界 ， 在 边界 外 我 们 认为 只 存在 外 向 行 波 。 对 于 二 维 问题 ， 
索 莫 非 辐射 条 件 可 以 写 为 上 





图 17.7 阻抗 边界 条 件 和 第 三 类 边界 条 件 图 17. 8 辐射 边界 条 件 
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smal (Es) (E)]- ans 
AP, p= V 亚 十 光 是 圆柱 坐标 系 中 的 半径 坐标 。 上 式 可 以 写 为 
Bas )= Op”) (17. 96) 


式 中 ，Bi* 是 由 下 式 给 出 的 算 子 
Bız = 2 + jp, (17. 97) 
op 


等 式 右 端的 项 表明 了 近似 的 阶 数 ， 也 就 是 说 ，po “及 更 小 项 都 被 忽略 了 。 对 于 这 个 近 
似 阶 数 ，p 必须 取得 足够 大 ( 即 问题 的 计算 域 必 须 取得 足够 大 ) 。 
提高 近似 的 阶 数 ， 就 可 以 减 小 计算 域 。 相 关 文 献 讨 论 了 更 高 阶 的 辐射 条 件 。 例 如 ， 有 


zs ð : pa —5/2 
B, = Bp + ty reg ) (17. 98) 


PEATE eo ey E ol ~9/2 
B: a tg patea Balt ap T Op ) (17. 99) 


这 些 方程 都 称 为 吸收 边界 条 件 ， 可 以 理解 为 只 有 一 小 部 分 人 射 能 量 被 虚拟 边界 反射 。 这 种 
边界 条 件 是 混合 型 边界 条 件 ， 例 如 ， 边 界 条 件 (BE./3o 十 j&oE. 王 0) 就 是 混合 型 ( 式 (17. 55)) 。 


17.5 三 维 问题 "3 
与 在 二 维 问题 中 使 用 三 角形 单元 一 样 ， 在 三 维 问题 中 使 用 四 面体 (四 面 单元 ) 作 为 单元 


( 见 图 17. 9). 令 顶 点 1, 2. 3 和 4 的 直角 坐标 是 Tis Vin Zs i=l, 4 
Ds: Bly hs 3 
四 面体 的 三 角形 表面 是 
1 23 i 
1 2 4 
2 3 4 2 
= eS 17.9 四 面体 单元 
17.5.1 体积 坐标 
四 面体 内 一 点 了 的 坐标 是 T+、y 和 xz。 定义 体积 坐标 为 : 
_ 体积 P234 
t= a er (17. 100) 
_ 体积 P341 
t = eat (17. 101) 
_ 体积 P412 
G= 体积 1234 (17. 102) 
_ 体积 P123 
& = 体积 1234 (17. 103) 
体积 坐标 与 (z，y，z) 坐 标 之 间 的 关系 为 
1 111 1 
a) |) m m BG (17. 104) 
y ?21 yy JY Ma | |G 


zı Z2 Z3 之 4 & 


P 点 的 位 函数 值 可 以 用 体积 坐标 和 顶点 的 位 函数 值 来 表示 : 


4 
G(zyyz) = J GO: (17. 105) 
i=1 
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同样 ， 在 三 维 空间 中 ， 一 阶 (线性 ) 近 似 的 形式 为 O(a, y, z2=atbet+cyt+dz, Œ 
各 个 顶点 上 应 用 这 一 方程 ， 得 到 式 (17. 106a) 一 式 (17. 106d) : 


ilr, yz) = a + bxrı + cyı + dz, (17. 106a) 
ilr, yz) = a + br: + cy: + dz, (17. 106b) 
Di Cr, y;z) = a + br, + cy; + dz; (17. 106c) 
Dilz, yz) = a +br, + cy, + dz, (17. 106d) 


求解 系数 a、b、c 和 dad， 可 以 得 到 


$ Tı T2 T3 Ti 
a 一 一 一 


(17. 107) 
6V J Be + Deh 


1 1 1 1 
ği 9 DB Di 

b= H | (17. 108) 
My Yy YV 和 


(17. 109) 


S (17. 110) 
V| y ye ys n 
1 
其 中 ， 行 列 式 
过 
T T: T T 
aa 77 ™ le OY (17.111) 


根据 式 (17. 104) ， 可 以 证 明 
gi = a; + bx + ey + diz) (17. 112) 


系数 ajx b;、 Cj 和 d; 可 通过 如 下 方式 得 到 。 
将 式 (17. 107) 展 开 ， 可 以 得 到 


a = AaB + 4,05 + a0; + adi) (17. 113) 


因此 ， 可 以 看 到 ， 当 将 式 (17. 107) WE REITIR T, ai, az, a; 和 a, 就 是 电 
位 在 相应 顶点 处 的 系数 。 
同样 地 ， 由 式 (17. 108) 至 式 (17. 110) ， 分 别 得 到 
bjs j= 1,.,4 (17. 114) 
ci» j= 1,°",4 (17. 115) 
dj, j= 1,054 (17. 116) 
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注意 ， 体 积 坐 标 满足 形状 函数 的 要 求 : 


_ /l,i=j 
Gi Cz; » Yj zj) -一 Ò; 0, Pej ELZ: 1179 
因此 ， a; 二 5， 我 们 求 出 了 四 面体 的 一 阶 形状 函数 。 


17.5.2 eM 
在 体积 V 中 ， 标 量 波动 方程 的 最 普遍 的 形式 可 以 写 为 
od FP, FPP 
a tay a 
在 一 般 情况 下 ， 边 界 条 件 可 能 会 包含 在 S; 上 B==p( 狄 利 赫 里 边界 条 件 )， 而 在 S, 上 
kA a â+ =q 
(混合 边界 条 件 ， 这 也 包括 诺 依 曼 边 界 条 件 )， 其 中 S+S 是 包围 体积 V 的 闭合 表面 。 
在 这 种 情况 下 ， 泛 函 是 


reo IES + (0) +) -eow 


+k =— f (17. 118) 


oy Oz 
Í. ie -gaS — || soav (17. 119) 
与 二 维 情 况 相 类 似 ， 通 过 使 用 下 式 的 三 维 标 准 积 分 ， 可 以 得 到 相关 和 矩阵 
k 1 和 = kllilmin! 
| ese (LCE "(Od 一 下 mL _— gy (17. 120) 


其 中 , V 是 单元 的 体积 。 
17.5.3 S、T 和 9 和 矩阵 


单元 矩阵 
S$ — [le Se av (17.121) 
T= T.. tt, dV (17. 122) 
g= fav (17. 123) 
经 过 计算 ， 得 到 

S; = say (bb, + ce; +did;) (17. 124) 
Ty = +6) (17. 125) 
g=% (17. 126) 

为 了 考虑 第 三 类 边界 条 件 ， 我 们 不 得 不 处 理 泛 函 ( 式 (17. 119)) 中 的 额外 一 项 。 
F,(®) =Í, (7P — ds (17. 127) 


Ms 
F,(®) = >) FEOS) 


s=1 


3 
© = >) (65) 
j=1 
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= gafets] 
a ye ELAS —|| satidS 


KH, S 表示 第 S 个 三 角形 的 表面 。 
因而 ， 我 们 得 到 





oF; 
ap 





= [S] {p} RTS] — {g} 
式 中 
TS =f ttds 


gà = [| sagas 
WR v Ag 是 常数 ， 有 
T = Eag) (17. 131) 


gi=q¢ a (17. 132) 
为 了 考虑 混合 边界 条 件 的 影响 ， 应 该 适当 地 把 TSA gS 加 
进 合成 的 全 局 矩阵 中 。 因 而 ， 得 到 如 下 方程 
LA]L®] = Lg] (17. 133) 
17.5.4 三 维 棱 边 单元 3 
如 图 17. 10 所 示 ， 在 三 维 情况 中 ， 有 6 条 棱 边 。 
如 表 17. 3 WMR, RRA iP PAL, MEF PAY. 
我 们 以 如 下 方式 定义 矢量 形状 函数 : 
a= (ai, Vai, — a, Vai, dL; 
17.5.5 高 阶 棱 边 单元 
在 二 维 情 况 中 ， 已 经 得 到 了 更 高 阶 的 棱 边 单元 ， 如 图 17. 11 
所 示 。 
为 了 对 沿 三 条 棱 边 中 的 两 条 楼 边 的 垂直 分 量 做 出 二 次 近似 ， 
矢量 场 沿 棱 边 G，7 的 切 向 投影 由 两 个 未 知 量 EE! ME} 以 及 两 个 
面 未 知 量 F 与 Ff, 所 决定 。 仅 需要 两 个 面 单元 就 可 以 使 现在 的 


(17. 128) 


(17. 129) 
(17. 130) 


#6 


#1 


图 17. 10 ”四 面体 单元 的 棱 边 





17.11 高 阶 棱 边 单元 


旋 度 算 子 的 距离 空间 完整 到 一 阶 。 这 些 变量 有 8 个 自由 度 。 矢 量 场 EWM URI 


a 8 
F = EY > Ela:Va; + Fiai (aj Vas — Vaj) + Fra; CVa: —aiVar), i Æj (17.134) 
=1 j=l 


R 17.3 ”四 面体 单元 的 楼 边 定义 





对 于 三 维 情况 ， 更 高 阶 的 棱 边 单元 有 


4 


Et = b> X EiaiVa; 十 >)Fiai(avVax — aVa;) + FiajlaVa: — aiVas) (17.135) 


i=1 j=1 i=] 


其 中 ， 
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Fi 和 Fs 是 面 变量 。 总 的 来 说 ， 在 总 共 20 个 自由 度 中 ， 第 一 项 中 有 16 个 自由 度 ， 


第 二 项 中 有 8 个 自由 度 。 
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#182 
Fil FAS 7 fC a Be AF IE SES 


第 16 章 和 第 17 章 已 经 建立 了 有 限 元 方法 的 基本 理论 。 为 了 使 算法 易于 理解 ， 并 给 进 
行 手 算 或 练习 运行 程序 提供 机 会 ， 我 们 使 用 了 尽 可 能 少 的 单元 来 获得 算法 并 对 其 进行 示例 
说 明 。 显 然 ， 使 用 这 么 少 的 单元 ， 我 们 并 不 期 望 所 获得 的 答案 是 精确 的 。 

这 一 章 将 阐述 为 得 到 准确 答案 所 需要 的 另外 的 一 些 措施 。 对 于 第 16 章 和 第 17 章 中 用 
到 的 各 种 函数 程序 来 说 ， 更 大 量 的 单元 需要 利用 计算 机 来 生成 输入 数据 。 用 手 算 方法 生成 
节点 的 坐标 、 连 接 表 、 节 点 和 棱 边 编号 等 是 非常 元 长 乏味 的 。 网 上 有 可 供 免费 下 载 的 软 
件 ， 通 过 均匀 和 介质 加 载 准 形 波导 例子 说 明了 利用 这 个 软件 由 计算 机 生成 输入 数据 的 详细 
过 程 。 


18.1 WASHERS 


RMW E WERKA eS) TM 模式 和 TE 模式 的 截止 频率 。 网 格 生成 是 由 GID 软件 来 
完成 的 ， 这 个 软件 可 以 从 网 址 http://www. gidhome. com/download/_ Fa. GID 的 计算 版 完全 
是 函数 型 的 ， 但 是 几何 形状 不 超过 25 个 面 ， 网 格 不 超过 1000 个 节点 。 这 个 软件 可 免费 下 载 。 

通过 在 Creat 子 菜单 下 的 Geometry 菜单 中 选择 Straight Line 工具 ， 可 以 建立 所 要 分 
析 的 结构 ， 用 直线 画 出 尺寸 如 图 18. 1a 所 示 的 结构 ， 然 后 在 同一 Creat 子 菜单 中 使 用 
contour 工具 中 的 NURBS surface 使 轮廓 转化 为 面 。 图 18. 1 描绘 了 这 一 过 程 。 


pea 





a) ABR FH RR 


É i | i 
b) 转换 后 的 面 
图 18.1 ABRS 


O 第 18 章 的 附录 参见 附录 18A 一 18C。 
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元 编号 和 节点 编号 分 别 如 


GID 会 自动 地 对 节点 和 单 





LNNNNNNNNNNNN 


48 个 单元 ); 
元 和 227 个 节点 。 网 格 、 单 





NSNRNNNSNNS 
AAAAANAAAAAAN 
AAAAAAAAAANS 
NAAAAAAARAN 
NAAAAANAAAN 
TD NNNINNANAAANNE 


18.2 网 孔 的 几何 图 形 ， 单 位 为 英寸 





有 384 个 单 
13 英 十 


9 


在 Mesh 菜单 下 选择 Generate Mesh fA] WISE RARER. HEM, AS 


要 删除 占据 这 一 区 域 中 的 单元 (12X4 


号 。 在 这 种 情况 下 
图 18.2 和 图 18. 3 所 示 。 


Ry 
N 
AN 
Ng 
rie 
N 
N 
N 
N 
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a) 总 体 节 点 


aR ERASE 
AAAA BiAA 
SPER REGO 
AFRESH 
NA 
APRA AAAS 





b) 单元 编号 
图 18.3 总 体 节点 和 单元 编号 
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节点 编号 、 单 元 编号 和 节点 的 坐标 由 GID 中 File 菜单 中 的 Export to data Report 函数 
全 部 地 输出 到 文本 文件 中 ， 这 个 文本 文件 可 以 下 载 到 一 个 MATLAB 函数 中 ( 子 例 程 ) (人参 
见 附录 18A)。 这 个 文件 包括 坐标 为 (xz, ，y,) 的 节点 编号 ， 具 有 相应 总 体 节点 的 单元 编号 。 
而 且 ， 使 用 Mesh 子 菜 单 下 的 函数 View Boundary Mesh 可 从 GID 中 选择 边界 节点 ， 使 用 
List some Filtered Results 命令 可 以 将 这 些 边 界 节 点 复制 到 一 个 文本 文件 中 ， 边 界 节 点 或 
指定 节点 如 图 18.4 所 示 。 


L 2 5 < S v A: E 122 135 150 161 172 184 196 206 




















18.4 TM 模式 的 指定 节点 


18. 1.1 基于 节点 的 有 限 元 方法 

本 节 使 用 基于 节点 的 一 阶 有 限 元 方法 求 峭 形 波导 的 TE 模式 和 TM 模式 的 截止 频率 ， 
附录 18A 中 从 GID 中 输出 的 信息 数据 可 以 在 MATLAB 的 子 例 程 (参见 附录 18B. 1) 中 使 
用 ， 给 这 个 子 例 程 的 输入 是 : 

Na: 节点 总 数 。 

N.: 三 角形 单元 总 数 。 

Meshread: 这 个 函数 从 GID 预 处 理 生 成 的 ASCII 网 格 文件 中 读 出 节点 坐标 和 连接 矩 
阵 ( 参 见 18C. 1b 节 ) 。 

GLANT: 这 个 函数 从 总 体 节 点 集合 中 求 出 刚度 矩阵 ( 见 18C. 1a 节 )。 

对 于 TE 模式 ， 把 所 有 节点 都 看 做 自由 节点 ， 但 是 对 于 TM 模式 ， 边界 节点 不 应 考虑 
进去 ， 所 以 在 TM 模式 下 ， 计 算 截止 模式 仅 需 要 自由 节点 。 

表 18.1 列 出 了 TE 模式 和 TM 模式 的 前 7 个 模式 。 
18.1.2 ”基于 棱 边 的 有 限 元 方法 

这 一 节 使 用 基于 棱 边 的 有 限 元 方法 求 截止 频率 ， 用 命名 为 Edges( 见 18C. 2b 47) AY K 
数 生 成 局 部 楼 边 数 组 nLEL, n2EL 和 n3EL 和 棱 边 编号 ， 稍 后 会 在 GLAET 函数 中 利用 这 
些 棱 边 编号 求 出 总 体 刚 度 矩 阵 (MATLAB 代码 参见 18C. 2a 节 ) 。 显 然 ，Edges 函数 仅 对 于 
结构 化 的 单元 才 行 得 通 (结构 化 : 直角 三 角形 单元 ) ， 因 为 使 用 非 结 构 化 单元 将 会 得 出 不 精 
确 的 结果 。 

在 Mesh 菜单 中 ， 在 Structured 子 菜单 下 选择 Assign for Surfaces， 将 出 现 弹出 窗口 ， 进 
入 这 个 窗口 中 的 步 长 ， 就 可 以 在 GID 中 建立 结构 化 单元 。 图 18. 5 显示 了 结构 化 单元 。 

对 于 TM 模式 ， 把 所 有 的 楼 边 都 看 做 自由 棱 边 ， 但 是 对 于 TERA. HMA LR 
看 做 指定 棱 边 ， 只 有 内 部 的 棱 边 应 该 被 看 做 自由 棱 边 。 可 以 通过 使 EL，?z2EL 和 ?3EL 
相交 提取 出 公共 棱 边 ， 这 可 以 从 18B. 2 节 的 代码 中 看 到 。 
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表 18.2 列 出 了 TE 模式 和 TM 模式 的 前 7 个 模式 。 


表 18.1 一 阶 有 限 元 方法 : 前 7 个 模式 的 截止 频率 
TE 模式 
keCrad/m) f(GHz) 














TM 模式 
k.(rad/m) f(GHz) 





















ke (rad/m) f(GHz) ke(rad/m) f(GHz) 
102.9 4.91 367.2 17. 53 
227.8 10. 88 396. 6 18. 94 
267.2 12. 76 481.2 22.97 
281.9 13. 











图 18.5 基于 棱 边 的 方法 的 单元 设置 
表 18. 2 ”基于 棱 边 的 有 限 元 方法 : 前 7 个 模式 的 截止 频率 






k. (rad/m) f(GHz) 





a) 基于 节点 的 二 阶 有 限 元 方法 的 节点 布置 
图 18.6 二 阶 节点 和 单元 编号 
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18.1.3 ”基于 节点 的 二 阶 有 限 元 方法 


在 GID F}, {EJ} Element Type 菜单 中 的 Quadratic9 命令 ， 可 以 对 图 18.6 所 示 的 几 
何 形状 生成 二 阶 节点 。 函 数 meshread2T 用 于 从 GID 输出 文本 文件 中 读 出 数据 (参见 
18C. 3b 节 的 MATLAB 代码 )。 然 后 ， 把 这 些 数 据 用 于 18C. 3a 节 的 GLAN2T 子 例 程 中 以 
求 出 刚度 矩阵 。18B. 3 节 列 出 了 主 程序 的 代码 。 

K 18. 3 列 出 了 前 7 个 模式 。 


表 18.3 二 阶 有 限 元 方法 : 前 7 个 模式 的 截止 频率 



















k. (rad/m) f(GHz) k. (rad/m) f(GHz) k. (rad/m) f(GHz) k. (rad/m) S(GHz) 


371.1 17.72 569. 4 27.19 





225.6 10. 77 369.5 17. 64 412. 4 19. 69 598. 8 28. 59 


442. 4 21. 12 





668. 7 





31. 93 





18.1.4 HFSS 仿真 


本 节 使 用 基于 有 限 元 的 商用 EM 仿真 器 HFSS RRA FREM. WA 18.7 
所 示 ， 波 导 结 构 与 前 一 节 中 的 波导 大 小 相同 。 图 18. 8 中 的 仿真 结果 显示 了 前 8 个 模式 的 
截止 频率 。 


ks 
py 
i? 
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ki 
f We 
| 0 
DEAS 0 6 8 10 12 14 16 18 20 
频率 (GHz) 
图 18.7 #6 HFSS 中 构造 三 角形 单元 图 18.8 使 用 HFSS 求 得 的 状 形 波导 中 的 前 8 个 模式 


一 阶 和 二 阶 的 结果 与 HFSS 结果 非常 接近 ， 但 是 基于 棱 边 的 方法 却 不 同 ( 见 表 18. 4)。 
表 18.4 三 种 方法 的 前 7 个 模式 截止 频率 的 计算 结果 比较 





截止 频率 (GHz) 
一 阶 4,97 10. 88 12. 76 13. 46 17. 53 17. 87 18. 94 
二 阶 4. 89 10. 77 12. 68 13. 40 16. 19 17. 64 1%. 72 
基于 楼 边 4. 89 10. 04 12. 50 14. 24 17. 46 18. 30 19. 02 
HFSS 仿真 4.8 10.7 12. 6 13. 3 17. 2 17.7 18.5 


18.2 非 均 匀 波 导 


18.2.1 加 载 的 正方 形 波导 


问题 由 填充 了 电介质 材料 的 正方 形 波导 所 组 成 ， 电 介质 材料 的 介 电 常数 为 1.5， 图 18. 9 
给 出 了 这 个 波导 的 几何 尺寸 ， 电 介质 材料 仅 填 充 了 波导 的 一 半 。 


第 18 章 利用 多 个 单元 分 析 琳 形 波导 


第 一 步 是 使 用 商用 软件 GID 生成 结构 ， 按 照 在 着 形 波导 中 所 使 用 的 步骤 ,使 用 如 
18. 10 所 示 的 结构 化 三 角形 单元 来 完成 网 格 生 成 ， 几 何 形状 由 72 个 单元 和 49 个 节点 构 
成 。 由 GID 生成 的 数据 可 以 输出 到 文本 文件 中 ， 文 本 文件 包括 每 一 个 单元 (nl1L、n2L 和 
n3L) 的 局 部 节点 编号 与 每 个 节点 的 坐标 (zx 和 y,). {FA List Some Filtered Results 命令 
也 可 以 选择 电介质 单元 ， 并 将 其 存储 在 一 个 单独 的 文本 文件 中 以 供 主 程序 使 用 。 
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图 18.9 介质 加 载 正 方形 波导 18.10 使 用 GID 生成 单元 
Meshread 子 例 程 用 于 从 输出 的 GID 文件 中 读 出 数据 ， 而 Edges 函数 用 于 生成 每 个 单 
元 的 局 部 棱 边 编号 (21EL，z2EL 和 z3EL)， 分 别 参见 18C. 1b 节 和 18C. 2b 节 。 把 这 些 函 
数 反馈 给 INHWGD 函数 (参见 18B.4 节 )， 利 用 INHWGD 函数 来 计算 矩阵 C， 和 矩阵 C 的 
特征 值 就 是 波 数 。 
如 图 18. 11 所 示 ， 利 用 HFSS 对 同一 个 波导 进行 仿真 。 


z 





x y x y 


a) HFSS 结 构 b) 网 格 生 成 
图 18.11 HFSS 结构 和 网 格 


对 于 填充 有 介 电 常数 为 1. 5 的 电介质 ， 边 长 为 0. 1m 的 非 均 匀 正 方形 波导 ， 电 介质 占 
据 波导 的 一 半 。 

图 18. 2 和 图 18. 3 所 示 分 别 为 用 HFSS 模拟 与 用 INHWGD 代码 的 数值 方法 得 到 的 波 
导 中 的 传播 模式 。 

在 介质 加 载 的 波导 中 ， 所 有 波 模 都 不 是 TE 模式 或 TM 模式 ， 一 般 都 是 混合 模式 。 
18.2.2 FFSVRBERS 

图 18. 12 MRKWEERFARA ENEH. SS KS Ch a KR 
单元 ) ， 选 择 材料 的 介 电 常数 为 总 一 4.0， 波 导 的 其 余部 分 被 空气 填充 。 

称 为 INHWG. m 的 MATLAB 子 例 程 用 于 求 出 图 18. 14 所 示 结 构 在 给 定 频率 下 的 y。 
按照 前 面 所 提 到 的 一 阶 有 限 元 方法 的 同样 步骤 ， 生 成 在 GID 中 的 节点 和 单元 的 编号 ， 与 
前 面 讲述 的 一 样 ， 将 GID 中 的 数据 导 人 MATLAB 子 例 程 中 。18B. 4 节 的 MATLAB 主 程 
序 用 于 求 出 在 确定 波 数 &, 下 的 传播 常数 8。 
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18.12 电介质 加 载 正 方形 波导 的 HFSS 仿真 
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18.13 INHWG MATLAB 代码 解 : 电介质 加 载 正 方形 波导 
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a) 节点 和 单元 
图 18. 14 电介质 加 载 脊 形 波导 
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图 18. 15 比较 了 利用 HFSS 仿真 和 利用 INHWG MATLAB 子 例 程 (在 表 18. 5 中 称 为 
数值 的 ) 得 到 的 结果 。 这 两 幅 图 非常 吻合 。 表 18. 5 比较 了 截止 频率 fno 
对 于 第 一 个 截止 频率 fos 


% 误差 一 | 2-92-88 |< 100% = 1.38% 


这 个 误差 与 在 图 18. 16a 中 所 选择 单元 和 节点 数目 一 致 。 即 便 对 于 中 等 数目 的 单元 ， 
18A 节 中 给 出 的 输入 数据 也 难以 手 算 生成 。 


表 18.5 INHWG 前 7 个 截止 频率 : HFSS 仿真 与 数值 代码 对 比 


频率 (GHz) fo fi fı fs Ss fs fs 
HFSS 2.9 8.2 10. 1 1 Ee | 11.6 12.9 13.9 
数值 方法 2. 86 8. 188 10. 26 11. 08 11.55 12. 84 14. 32 
多 误差 1. 38 0. 15 1. 58 0. 18 0. 43 0. 465 3. 02 





2345678 9101117131415 02 SEA OTTS 
频率 (GHz) 频率 (GHz) 


a) HFSS 仿 真 b) INHWG MATLAB 代 码 结果 
图 18.15 介质 加 载 脊 形 波导 模式 
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a) HFSS 网 格 生成 


图 18.16 HFSS 网 络 与 结构 


#192 
时 域 有 限 差 分 法 


麦克 斯 韦 方 程 是 时 域 中 的 偏 微分 方程 。 在 适当 的 初始 条 件 和 边界 条 件 下 ， 这 些 偏 微分 
方程 的 解 给 出 了 经 典 电动 力学 中 很 多 实际 问题 的 解答 。 描 述 媒 质 性 质 的 本 构 关 系 用 于 补充 
麦克 斯 韦 方 程 。 在 前 面 几 章 中 ， 我 们 使 用 数值 方法 寻求 了 这 样 一些 解 。 大 部 分 例子 涉及 静 
态 或 时 谐 解 。 相 应 的 偏 微分 方程 叫做 椭圆 型 偏 微分 方程 。 我 们 使 用 有 限 差 分 法 寻求 到 了 它 
们 的 解 。 这 种 方法 利用 一 组 离散 的 点 来 替换 连续 域 ， 这 些 点 是 春 加 在 连续 域 上 的 网 格 的 交 
点 。 通 过 把 微分 用 网 格 上 相 邻 点 的 电位 近似 表示 ， 微 分 方程 就 转化 为 一 组 代数 方程 。 采 用 
这 种 方法 得 到 了 一 组 联 立 的 代数 方程 组 。 区 域 的 边界 是 一 个 闭合 边界 ， 边 界 条 件 则 是 电位 
或 者 电位 的 函数 在 边界 上 的 值 。 如 果 使 用 迭代 方法 ,这 种 方法 的 困难 是 解 收敛 得 很 慢 。 如 
果 用 矩阵 求 逆 的 方法 解 联 立方 程 组 ， 那么 将 需要 花费 大 量 的 计算 时 间 。 而 且 ， 由 于 计算 机 
采用 浮 点 运算 ， 在 完成 大 量 算术 运算 时 存在 的 舍 和 人 误差 会 淹没 真实 解 ， 导 致 很 大 的 误差 。 
我 们 在 前 面 几 章 中 所 求解 的 波导 问题 是 基于 交 姆 霍 兹 方程 ， 它 是 一 个 椭圆 形 偏 微 分 方程 。 
不 管 怎样 ， 这 个 问题 涉及 求 特征 值 。 

在 时 域 中 ， 麦 克 斯 韦 方 程 是 双 曲 型 偏 微 分 方程 组 。 如 果 能 够 正确 地 建立 计算 公式 和 进 
行 离散 化 ， 这 种 类 型 的 偏 微分 方程 的 有 限 差分 解 将 生成 一 个 步 进 解 ， 而 不 需要 求 联 立方 程 
组 的 解 。 步 进 解 也 称 为 “marching” 解 ， 其 意思 是 用 由 简单 计算 已 经 得 到 的 前 一 时 间 步 的 解 
来 推 求 当 前 时 间 步 的 解 。 在 这 种 意义 上 来 说 ， 当 求解 过 程 收敛 时 ， 其 计算 解 要 比 平衡 问题 
的 解 花费 更 少 的 时 间 。 然 而 ， 如 果 处 理 不 当 ， 将 会 引入 数值 不 稳定 现象 ， 而 且 会 得 到 不 合 
理 的 结果 。 让 我 们 通过 一 个 简单 例子 来 解释 上 面 所 提 到 的 几 点 。 


19.1 真空 中 的 传输 线 
对 于 真空 中 的 传输 线 ， 可 以 将 波动 方程 简单 地 写成 


SV ISV 
fe an (19. 1) 
1 
-= 
图 19.1 真空 中 的 传输 线 


如 图 19. 1 所 示 ， 终 端 短路 传输 线 的 边界 条 件 是 
V(0,t) = 0 (19. 2) 
Vil,t) =0 (19. 3) 
假定 传输 线 已 经 带电 ， 且 其 初始 电压 是 Vosin(xz/1): 这 样 的 一 个 静态 电压 分 布 可 由 
室 中 的 带电 云层 所 产生 。 电 流 工 为 零 。 假 定 在 二 0 时 将 空中 的 带电 云层 移 开 ， 我 们 希望 求 
出 传输 线 上 电压 随 zx 和 上 的 变化 。 应 用 分 离 变 量 方法 ， 可 以 得 到 这 个 简单 问题 的 解析 解 。 
问题 的 初始 条 件 是 : 
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VCz,0) = Vosin T (19. 4) 


W Cr，0) =i (19. 5) 
式 (19. 5) 是 由 条 件 Iae, 0=0 得 到 的 ，I 与 (9V)/(aD) 成 正比 。 由 于 式 (19. 1) 是 一 个 
二 阶 微分 方程 ， 所 以 需要 两 个 边界 条 件 和 两 个 初始 和 条件。 这 个 适 定 问题 的 解析 解 是 


V(z,t) = Vasin oa TE (19. 6) 


这 个 解 在 检验 数值 解 的 准确 性 时 是 很 有 用 的 ， 我 们 将 使 用 有 限 差 分 法 得 到 数值 解 。 


19.2 时 域 有 限 差 分 解 
采用 中 心 差分 来 近似 空间 和 时 间 二 阶 偏 微 分 ， 我们 将 得 到 有 限 差分 解 。 令 


t = nåt, n = 0,1,2,°% (19.7) 
x = iT, i = 0,1,2, N (19. 8) 
现在 ， 可 以 缩写 成 ( 见 图 19. 2) 
Viaist,) = V} (19. 9) 
t 
n+l 1 
At 
Se 
n-l 


~ 
| —Ax—s 
a & HI i in * 
图 19.2 网 格 点 的 记号 
根据 中 心 差分 近似 ， 有 

















oaV — Vh 22W] +V 2 
az" .， a 十 OCAz) (19. 10) 
ƏV _ Vr — 2V +V ‘ 
Pla 十 OCAi) (19. 11) 
由 式 (19.1) 、 式 (19. 9) 和 式 (19.10)， 以 及 将 VS! 看 做 将 要 计算 的 未 知 量 ， 可 以 得 到 
FA: 
Vt e (Va 2V HV) +2V2-—Vr 
= Vh +20 — r)V + reV a Vm (19. 12) 
式 中 
= 
r=c = (19. 13) 


可 以 写 出 问题 的 计算 单元 ， 如 图 19. 3 的 略图 所 示 。 
圆圈 中 的 值 是 在 各 网 格 点 上 电位 的 乘积 的 权重 。 如 果 选 择 "一 1， 将 产生 如 图 19.4 所 


示 的 简单 计算 单元 和 式 (19. 14) 。 
Vt = Vli +V — Vr (19. 14) 


n+l 
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i+] 1 i+1 


图 19.3 计算 单元 图 19.4 r==1 时 的 计算 单元 
我 们 可 以 使 用 这 个 计算 单元 ， 来 计算 出 传输 线 上 任意 一 点 处 在 任意 时 刻 的 电压 。 让 我 


们 通过 手 算 一 个 简单 的 例子 来 说 明 这 个 方法 ， 取 传输 线 的 长 度 4 二 1。 让 我 们 准备 一 张 表 ， 


在 表 中 记录 电压 值 ， 如 图 19. 5 所 示 。 


性 。 


注意 ， 问 题 对 于 x 二 0.5(i 二 5) 具 有 线 对 称 
那么 有 4 





0 
Va =V (19. 15) 3 
由 初始 条 件 式 (19.4) 可 知 ，VI 一 0，VI= 3f 0 3 
sin(0. 1x) =0. 309, #1 V? =sin(0. 2x) = 0. 58979 2 


等 ， 


近似 时 ， 由 式 (19. 5) 中 的 第 二 个 初始 条 件 ， 可 以 1]0 0.294 0.559 0.7694 0.9045 
给 出 


这 些 值 标记 在 图 19. 5 中 。 当 用 中 心 差分 公式 






| 
| 
9 | 
| 
10.9511 





| 
{1.000 





0 0.309 0.5879 0.899 0.9511 








Mi siopa ME u 2 * «« SA 
Ot | mo 2At 图 19.5 在 n=0 和 n=1 时 间 步 时 的 电压 什 
Vievr (19. 16) 
第 一 个 边界 条 件 式 (19.2) 给 出 
Vi=0 (19. 17) 
由 式 (19. 14) ， 当 应 用 于 ”一 0，; 一 1 时， 有 
Vi =V +V — Vi (19. 18) 


由 式 (19. 16) 和 式 (19. 18) ， 可 得 
2V! = 0+0.5879, V} = 0. 294 

在 n=0, i=2 处 应 用 式 (19. 14) ， 且 利用 式 (19. 18) ， 得 到 

Vi = VI +Vi— V7, 2V: =Vi +V: 

V} = 0. 559 
在 i 二 3，4 处 进行 类 似 的 计算 ， 得 到 
Vi = 0.7694, V} = 0. 9045 
对 于 n=0, i 二 5,， 式 (19. 14) 给 出 
Vi =Vit+Ve —Vs' 

fst (19.16), @ Vi=Vs', WRAS. 15), AVI=V%. 
所 以 Vi=V3=0. 9511 
注意 ， 通 过 递 推 计算 ， 得 到 在 :一 人 时 刻 的 电压 。 在 内 部 各 点 应 用 式 (19. 14)， 并 在 


传输 线 上 的 线 对 称 点 应 用 式 (19. 15)， 就 可 以 计算 出 在 下 一 时 间 步 的 电压 ， 并 且 可 以 将 这 
种 计算 过 程 推进 到 任意 时 间 。 图 19. 6 是 一 个 计算 到 ”一 5 的 计算 值 表 。 对 比 准确 值 与 用 
FDTD FEB AN Vi 值 。 取 Vo=1 和 A) 王 1， 将 z 一 3Az 和 tt 一 A 代 人 式 (19.6) 中 ， 就 可 
以 得 到 准确 解 


Vi = sin3rxAzcosrcAt 
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At 
= 0.1, 一 二 1， 
Ax C 


Vi = sin0. 3rcos0. lx = 0. 7694 


上 式 是 由 FDTD 方法 得 到 的 结果 。 由 于 中 心 差 
分 近似 只 能 达到 二 阶 精度 ， 也 就 是 说 ， 精 度 阶 数 
是 OL(Az)*, (At)? ]， 所 以 结果 是 出 乎 意外 的 。 
这 个 结果 不 是 偶然 的 ， 但 是 可 以 证 明 对 于 r=1, 
FDTD 解 是 准确 的 。 例 如 ， 如 果 已 经 选择 Ar= 
0.25， 那 么 选择 Ai 使 >*=c(CAl)/CAz) 王 1， 仍 然 
能 得 到 准确 答案 。 


19.3 数值 色散 
对 于 式 (19.1) 所 给 出 的 简单 一 维 波动 方程 ， 
一 个 正 向 行 波 的 时 谐 形 式 解 是 
V = Adum (19. 19) 


一 个 负 向 行 波 也 是 一 个 解 ， 由 式 (19. 6) 给 出 
的 解 是 满足 初始 条 件 和 边界 条 件 的 上 述 两 种 波 的 
AMAR. o Mk 之 间 的 关系 是 


w = ck 


ar = 42 =%1 
区 C 
n 
5 |0 0 0 0 0 


4j0 0.0995 0.1816 0.2500 0.2939 


3 |0 0.1816 0.3455 0.4755 0.559 


2|0 0.2500 0.4755 0.6545 0.7694 


1 |0 0.29395 0.559 0.7694 0.9045 


0 0.309 0.5879 0.9511 


1 2 3 4 





图 19.6 直到 ”一 5 时 的 电压 值 


(19. 20) 


AH, c 是 光速 。w 王 c 是 一 条 直线 。 相 速度 vw 二 w/c 和 群 速度 v= 二 dw/dk 都 等 于 c。 当 用 
中 心 差分 公式 近似 式 (19. 1) 后 ,我 们 得 到 了 式 (19. 12) 所 给 出 的 计算 格式 。 由 于 所 采用 的 
中 心 差分 近似 公式 的 误差 阶 数 为 (At)* 和 (Az): ， 因 此 我 们 只 能 期 望 波 的 解 是 近似 的 。 可 
以 通过 一 个 频率 为 w 的 单 色 波 和 相应 的 近似 波 数 & 来 分 析 误 差 ， 其 解 可 以 写 为 
Vx Ado 

w 和 数值 波 数 & 之 间 的 关系 称 为 数值 色散 关系 。 将 式 (19. 21) 代 入 式 (19. 12), HAT 
以 得 到 这 个 关系 式 。 由 于 常数 A 将 会 消去 ， 因 此 我 们 将 关注 式 (19. 21) 中 的 指数 因子 。 假 
EV 中 的 指数 因子 亚 、exp[j(wt 一 kx)j] 在 Vr? 中 的 形式 为 生 ? : 


(19. 21) 


yr 一 eonan tian (19. 22) 
因此 ， 式 (19. 12) 可 以 近似 为 
glet Dakia] =r { EenA ke) 42] ee Zelena Riar) 十 glena (DAz } 十 2 wn kiar) rae ela (Dae Kiar] 
提取 因子 ono Hn, TY LL AB 
ehi = p (eTa — 2+ iin) Ba tote (19. 23) 
进行 合并 处 理 后 ， 式 (19. 23) 可 以 写 为 中 
cos(wAt) = r[cos(kAr) —1]+1 (19. 24) 
现在 ， 研 究 如 下 两 种 特殊 情况 中: 
情况 1: r=1。 
式 (19. 24) 给 出 
cos(wAt) = coskAz, wAt = RAT 
1, = B= Bae (19. 25) 
RAIN 25) 中 的 最 后 一 个 等 式 是 因为 
r=c At 一 


Ax 
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对 于 这 种 情况 ， 数 值 波 与 物理 波 的 相 速 度 相 同 ， 数 值 近似 没有 带 来 任何 色散 。 这 就 解 
释 了 当选 择 r 二 1 时 ， 我们 所 得 到 的 准确 答案 。 

情况 2: 非常 精细 的 网 格 At->0，Azx 一 0。 

由 于 式 (19. 24) 中 的 余弦 函数 的 自 变量 很 小 ， 可 以 采用 如 下 式 的 近似 





cos = (1 — sin’9)"? ~ 1 一 去 sin?0 ax 1-36 (19. 26) 
并 得 到 
1 -PS PEN 1 T2 。 
1— (wd) =7|1 = F (az) 1|+1 
-三山 人 (At)? ilz 2 
z wA) = < Teal > Bax) ] 
w= cc k (19. 27) 
正 像 所 期 望 的 一 样 ， 数 值 波 与 物理 波 是 完全 相同 的 。 
让 我 们 考虑 > ALR 取 任 意 值 时 的 一 般 情况 ， 其 中 
— Ao 
R=% (19. 28) 
R 是 单位 波长 上 的 网 格 数 。 式 (19. 24) 可 以 写 为 
k= arccos 1+ FEcostwAt) —1] (19. 29) 


以 及 归 一 化 数值 相 速度 为 
Up 5 BD (wAzx)/(c) 


c Rc arecos{1+[cos(wAt) — 1]/r* } 
注意 
whx _ 2nfAx _ 2nrAx _ 2n 
C C Ao R 
= — 2nfcdt,, = 2m, = 2r L 
wht = 2n fAt z AZAZ he rAZz = 2r R 


得 到 


S 


ee ST (19. 30) 
让 我 们 看 看 由 式 (19. 30) 得 到 的 一 对 数值 0 。 

情况 l: r=0.5, R=10: 

今 + 二 0. 5， 单 位 波长 的 网 格 数 是 R= 二 10; 归 一 化 数值 相 速度 是 


Pe — 0, 9873 (19. 31) 


C 


其 误差 是 1. 27% 。 
情况 2: r=0.5, R=20: 


ss = 0. 99689 (19. 32) 
若 尺 增 大 为 原来 的 两 倍 ， 相 速度 的 误差 将 减 小 到 0. 31% ， 原 来 为 0.25。 图 19. 7 是 
以 ~ 为 参数 时 ， 归 一 化 相 速度 与 尺 的 关系 曲线 。 可 以 看 到 ， 减 小 ~ 所 引起 精度 的 降 减 可 


以 通过 增 大 R 来 得 到 补偿 ， 也 就 是 说 ， 增 加 单位 波长 的 网 格 数 可 以 补偿 减 小 7 所 引起 精 
度 的 降 减 。 
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10 20 30 40 a 2 70 80 90 100 


图 19.7 以 -为 参数 时 归 一 化 数值 相 速度 与 尺 的 关系 曲线 


19.4 非 均 匀 、 非 色散 媒质 中 的 波 : FDTD 解 


让 我 们 将 FDTD 方法 用 于 分 析 非 均匀 、 非 色散 媒质 中 的 波 传播 问题 。 考 虑 一 维 情况 ， 
场 量 和 介 电 常数 都 在 一 维 空间 中 变化 。 


e= elz) (19. 33) 
D= 2D.(2x) (19. 34) 
E= 2E.(z) 
H= $H,(z) (19. 35) 
D.= e(aE, (19. 36) 


RAI. 36) 的 一 个 简单 例子 是 一 个 宽度 为 4 和 介 电 常数 为 e* 的 介质 平板 。 如 图 19. 8 所 
示 ， 输 入 媒质 的 介 电 常 数 是 es ， 输 出 媒质 的 介 电 常 数 是 @ 。 
对 于 非 磁性 媒质 ， 相 应 的 麦克 斯 韦 方 程 是 : 





(19. 37) 
(19. 38) 
图 19. 8 一 个 非 均 匀 媒 质 的 例子 
由 式 (19. 37) 、 式 (19. 34b) 及 式 (19. 35)， 可 以 得 到 
oH, _ 1 oF. (19. 39) 


ot po Ox 
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由 式 (19. 38) 、 式 (19. 35) 及 式 (19. 34a), ， 可 以 得 到 
aD. _ ƏH, 
a (19. 40) 
可 以 采用 中 心 差分 公式 对 式 (19. 39) 中 的 第 一 个 微分 进行 离散 。 令 = At A x =iAz, 
在 下 标 为 [i 十 (1/2)] 的 空间 点 和 上 标 为 n 的 时 间 处 ， 对 式 (19. 39) 进 行 近似 : 
ƏH, _ 1 93E.l" 





Ot lao poo Ox [ram semaines 
H, (28/3 — H, |r 1 E. bu— E.l 
SYD HYD Se ee rn 19. 
re pa = (19. 42) 
H, |G? = H, r3 + Eh tu— E.D (19. 43) 


在 下 标 为 i 的 空间 点 和 上 标 为 [a 十 (1/2)] 的 时 间 点 处 ， 对 式 (19. 40) 进 行 时 域 有 限 差 
分 离散 : 


aD, wt{1/2) By oH, 








og | sz | (19. 44) 
D, |" = DB. +e H, (R6 — H, |283 (19. 45) 
在 下 标 为 i 的 空间 点 和 上 标 为 n 十 1 sonia. 代数 方程 式 式 (19. 36) 可 以 离散 为 : 
E, |" = ip, bin (19. 46) 
式 中 
si = e(iAx) (19. 47) 


式 (19.43)、 式 (19.45) 和 式 (19. 46) 给 出 了 一 种 计算 时 域 解 的 峙 跳 步 进 计 算 方 法 呈 。 
图 19. 9 可 以 帮助 我 们 来 理解 这 种 算法 。 





图 19.9 蛙 跳 计 算法 


式 (19. 43) 的 左 端 项 可 以 由 式 (19. 43) 右 端的 互 ， 时 4 人 各 、 E. |! ME. |. WKS, 这 
些 值 是 前 一 时 间 步 的 值 ， 已 经 计算 出 来 了 。 这 样 ， 可 以 计算 出 H, 在 Lz 十 (1/2)] 时 间 步 的 
值 。 现 在 ， 可 以 由 时 间 步 n AY OD. 值 和 时 间 步 [z 十 (1/2)] 的 H, 值 计 算出 式 (19. 45) 的 左 端 
项 。 因此， 就 计算 出 了 在 (n 十 1) 时 间 步 的 D. 值 。 利 用 式 (19. 46)， 由 D. aAA H EL. 
重复 这 三 个 计算 步骤 ， 可 以 计算 出 下 一 个 时 间 步 的 场 量 ， 解 从 而 随时 间 推 进 。 为 了 启动 这 
一 过 程 ， 我 们 必须 提供 初始 值 : 在 时 间 步 一 (1/2)[n= 二 0, t= 二 一 (At/2)] 的 日, 值 ， 以 及 在 
时 间 步 O(m=0, t=0) WH E. 值 。 
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19.5 非 均 匀 、 色 散 媒质 中 的 波 


对 于 色散 媒质 ， 其 介 电 常数 s 是 频率 的 函数 


e = elw) (19. 48) 
仅 当 考虑 单 色 波 传播 时 ， 代 数 方程 式 式 (19. 36) 才 是 真实 的 。 当 分 析 脉 冲 波 传播 问题 
时 ， 需 要 将 电介质 的 本 构 方 程 写 为 


D(s) = e(s)E(s) (19. 49) 
这 个 方程 在 时 域 中 的 形式 是 
Dit) = L™[e()E(s) | = els) * EQ) = | see x E(t— zr)dr (19. 50) 
在 上 式 中 ， 符 号 * 表示 卷 积 。 因 此 ， 下 列 本 构 关 系 
Dt) = e(w) E(t) (19.51) 
将 会 导致 错误 ， 除非。 是 非 色 散 的 。 本 构 关 系 式 应 该 表示 成 式 (19. 50) 的 卷 积 积分 形式 ， 


或 者 表示 为 一 个 辅助 微分 方程 。 下 面 给 出 了 色散 关系 式 、 辅 助 微分 方程 和 相对 介 电 常数 与 
频率 关系 曲线 的 三 个 例子 。 


德 鲁 德 色 散 关系 式 ( 冷 各 向 同性 有 损 等 离子 体 ): 


2 
Wp 








e, — je, = elw) = 1— - (19. 52) 
wlw — jv) 
本 构 关 系 式 可 写 为 一 个 辅助 微分 方程 
tu +J = wE (19. 53) 
例如 : 等 离子 体 频率 
f, = 2 = 30GHz 
2x 
碰撞 频率 ( 见 图 19. 10) y= 2X10" rad/s, < 
i 等 离子 体 
0 2 3 4 5 6 7 8 
频率 (GHz) x10” 
图 19. 10 相对 介 电 常数 与 频率 的 关系 曲线 
德 拜 色散 关系 式 ( 水 ) 
ew) =e. += (19. 54) 





D. E = 
to +5 = ee0E + then sE (19.55) 
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例如 : 低频 相对 介 电 常数 6, 二 81。 
高 频 相 对 介 电 常数 ec = 1.8. 
ath FRAY fa] to =9. 4X 10~'* s( HLA 19. 11)。 





频率 (GHz) x10"° 
19.11 相对 介 电 常数 和 频率 的 关系 曲线 
洛 伦 兹 色散 媒质 (二 阶 ， 光 学 材料 ) 
ala Seta aaea (19. 56) 
j we + 2jwd — w 
_ F 2 
okD +2922 +4 cP = = i ee oF tents vt (19. 57) 
例子 : e =2.25, ew =l. 
谐振 频率 wr =4X 10° rad/s, 
阻尼 常数 O=0. 28X105/s( 见 图 19.12). < 
10 
8 
6 f 
1 
1 
an 
ei 
SE 
0 
2 
-4 





0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 
四 x10" 


图 19. 12 相对 介 电 常数 和 频率 的 关系 曲线 
现在 ， 以 德 拜 材料 为 例 ， nn ee 


Dw) = ere; (wv) E(w) = 8 fea + 





tak, = )Ew) 
Dw) C1 + jets) = eves (1 +jwto) E(w) + eo les — ex ) E(w) 
jwto DGw) + DGw) = eo Ce +E, — eo )E Gw) + eve jwto E Gw) 
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AKAD 一 jo， 有 
to 22 +D = wen 2E + eve, E 
然而 ， 注 意 ， 在 例 19. 1 中 ， 时 域 本 构 关系 式 将 电流 密度 与 电场 联系 在 一 起 。 媒 质 被 
模拟 为 一 种 导体 。 而 频 域 本 构 关系 式 将 万 和 互联 系 起 来 。 
19.6 德 拜 材料 中 的 波 : FDTD 解 


辅助 微分 方程 ( 式 (19.55)) 是 德 拜 材料 的 本 构 关 系 式 。 计 算 算 法 由 式 (19.43) 和 
式 (19.45) 组 成 ， 但 是 式 (19. 46) 需 要 被 替换 。 用 FDTD 方法 离散 式 (19. 55) 就 可 以 完成 这 
个 替换 。 在 空间 步 i 和 时 间 步 [n 十 (1/2)] 应 用 式 (19. 55) ， 可 以 得 到 


n+(1/2) n+(1/2) 
Ep Ess Ëo dE. + ee,E, |" = t,t + D, |02 (19. 58) 
dt |i dt |; 
在 式 (19. 58) 中 应 用 中 心 差分 近似 ， 得 到 
mtl n Flass n 
seat, E At oe Oe p P At Dl pie (19.59) 


由 于 EL M D. 在 积分 时 间 步 (n 整数 ) 是 已 知 的 ， 因 此 不 能 直接 得 到 式 (19.59) 中 

E. PAD. |"? AE. PR TAT, AT PA HE OR PA CE At 内 ,平均 算 子 的 精度 是 
二 阶 的 ): 

Epea = El (19. 60) 


n+l n 
D, [+02 = ie Dh (19. 61) 


将 式 (19. 60) 和 式 (19. 61) 代 入 式 (19. 59) 中 ， 并 将 未 知 量 放 在 方程 的 左边 ， 可 以 得 到 


H At + 2to eh At — 2ty ie) De — Set 
E = ee D, ' 于 一 一 一 一 一人)。 i ao. Au 
E.| 2itoen 二 esAt PF 255 + €,At 全 2toew + €s At 


式 (19. 45), A9. 46) 和 式 (19. 62) 给 出 了 德 拜 材料 的 计算 算法 。 
19.7 稳定 极限 和 courant 条 件 


一 平面 波 在 一 维 FDTD 网 格 中 传播 。 在 任意 时 间 步 ， 波 上 的 一 点 所 前 进 的 距离 不 可 能 
大 于 一 个 空间 网 格 。 如 果 媒 质 是 自由 空间 ， 并 且 这 个 点 正好 通过 了 一 个 空间 网 格 ， 那 么 
cAt/AZx 二 r+ 二 1。 这 个 条 件 叫 做 courant 条 件 。 如 果 >1， 那 么 这 个 点 通过 的 距离 会 大 于 一 
个 空间 网 格 ， 导 致 速度 Az/At 盖 c， 这 就 违背 了 在 自由 空间 中 波 速 不 可 能 比 光速 大 的 原则 。 
Auk, Hr Hl 将 导致 算法 不 稳定 ， 这 也 不 能 通过 选择 一 个 更 大 的 R 值 来 得 到 更 正 。 对 
于 2D 和 3D 问 题 ， 稳 定性 准则 可 以 表述 为 


E, |? (19. 62) 





r= =< 1 s 
VNA (19. 63) 
式 中 
A= Az = Ay = Az (19. 64) 
而 NN 是 维 数 。 
19.8 开放 边界 


19. 1 节 中 所 求解 的 问题 的 区 域 是 在 有 界 空 间 0 二 x 二 1 上 ， 利 用 在 两 端点 x 二 0 和 1 处 
的 给 定 边界 条 件 求 得 了 问题 的 解 。 求 反射 系数 和 传输 系数 的 问题 涉及 开放 边界 ， 其 区 域 是 
一 <z 二 十 2。 除 非 把 问题 的 空间 进行 截断 ， 否 则 不 能 求 得 问题 的 解 ( 见 图 19. 13) 。 
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假定 我 们 决定 所 考虑 问题 的 空间 是 一 Li 二 x<L;。 在 z= 一 Li 处 ， 反 射 波 将 是 一 个 外 
行 波 ， 它 不 应 该 被 反射 回 问题 的 空间 中 。 如 果 
波 被 边界 所 吸收 ， 这 一 点 可 以 得 到 保证 。 这 样 
的 边界 条 件 称 为 吸收 边界 条 件 。 下 面 说 明 一 种 
实现 边界 条 件 的 简单 方法 。 令 左边 界 z 一 一 L 
处 的 空间 点 的 下 标 是 ;一 0， 并 且 选 择 


= At 一 一 
c=. 0.5 (19. 65) 


上 式 告 诉 我 们 ， 一 个 波 前 通过 一 个 空间 网 
格 需要 两 个 时 间 步 ， 也 即 图 19. 13 ”一 维 开放 域 问题 
Ey = Er* (19. 66) 
当 计 算 左 边界 上 的 点 的 值 时 ， 只 需 将 Er? 的 值 存 人 Es 中 。 可 以 采用 同样 的 方法 对 右 
边界 x 二 Ls 进行 截断 处 理 。 


19.9 激励 源 


19. 1 节 中 所 求解 的 问题 有 给 定 的 初 值 ， 其 初 值 是 带电 线路 上 的 电压 值 。 对 于 19. 8 节 
中 的 问题 ， 和 人 射 波 是 给 定 的 。 如 果 人 射 波 是 一 个 单 色 正弦 波 ， 我 们 可 以 通过 在 一 固定 点 处 
指定 一 个 正弦 值 来 模拟 这 个 单 色 正弦 波 。 这 称 为 一 个 硬 源 。 对 于 一 个 行 波 来 说 ， 硬 源 可 以 
看 做 一 个 金属 壁 ， 当 脉冲 波 通过 时 将 会 被 反射 。 假 设 固定 点 记 为 i 二 下 ， 那 么 
Es = sin(2 * pi * freq * dt * n) (19. 67) 
就 在 空间 点 i 二 下 处 产生 了 一 个 硬 源 。 





男 一 方面 ， 
脉冲 = sin(2 x pix freq * dt * n) (19. 68) 
E; = Ez 十 脉冲 (19. 69) 
产生 一 个 软 源 。 在 软 源 激 励 下 ， 传 播 的 脉冲 波 可 以 通过 。 
19.10 ”频率 响应 


假定 我 们 希望 求 出 一 个 系统 的 频率 响应 。 假 定 19. 8 节 中 的 输出 媒质 是 一 种 等 离子 体 
或 有 损耗 电介质 ， 我 们 希望 求 出 在 不 同 频率 下 的 反射 系数 。 一 种 方法 就 是 在 各 个 不 同 频率 
下 逐一 地 对 问题 进行 计算 ， 由 此 计算 出 在 每 一 个 频率 下 的 反射 系数 。 一 个 更 有 效 的 方法 就 
是 以 一 个 脉冲 作为 激励 源 ， 得 到 反射 脉冲 。 反 射 脉 冲 的 傅 里 叶 变换 与 人 射 脉 冲 的 傅 里 叶 变 
换 之 比 就 是 频率 响应 。 如 果 激 励 源 是 一 个 冲击 ， 它 的 傅 里 叶 变 换 是 1， 也 就 是 说 ， 在 所 有 
频率 下 其 频谱 的 幅度 是 1。 一 个 更 为 实用 的 源 是 高 斯 脉冲 ， 如 下 式 所 示 
fa = 9 (2 (19. 70) 
这 是 一 个 以 为 中 心 的 脉冲 ， 其 宽度 (标准 差 ) 为 r( 见 图 19. 14). 





to 210 t 
19.14 高 斯 脉冲 ，At 王 1.875X10-a ，co 一 5V2At， 加 一 40Ai 
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作为 一 个 例子 ,假定 to =40At, t=nAt, o=12At, IA 
fin) = e70 5LCn—40)/12]? 
FCO) = f(80) = OTD — EH a 0 
通过 选择 更 小 的 c 值 ， 可 以 使 脉冲 变 得 更 窗 。 例 如 ， 假 定 o=5 V2 Ar 
fO) = f(80) = e70 5x (40/52)? 一 er0.5xttx0.5 — 6-16 一 一 140dB 


0 高 斯 脉冲 的 傅 里 时 变换 
-20 
-40 
~ 60 
总 -80 
~, 100 
#120 
-140 
-160 
-180 
0.0 0.8 1.7 2.5 3.3 4.2 5.0 5.8 6.7 7.5 8.3 9.2 10.0 
频率 (GHz) 


Æ 19.15 高 斯 脉冲 的 任 里 叶 变 换 ，At 二 1. 875X10 s, o=SV2AL, to 二 40Az( 经 许可 转载 ， 图 片 
来 自 Finite Dif ferences Time Domain Method for Electromagnetics, p.36, CRC Press 
LLC, Boca Raton, FL, 1993) 


在 图 19. 15 中 画 出 了 式 (19.70) 的 傅 里 叶 变换 的 幅 值 分 布 。 在 :一 0 或 :一 40At 截断 脉 


冲 并 不 会 引入 不 希望 的 高 频 分 量 。 


由 快速 傅 里 叶 变换 知道 ， 很 明显 信号 的 幅 值 是 相当 充足 的 ， 达 到 3GHz。 然 而 ， 我 们 
将 关心 噪声 ， 假 如 说 我 们 对 7GHz 或 8GHz 频段 感 兴趣 ， 由 于 在 这 个 频率 下 信和 号 幅 值 


是 120dB。 


在 得 到 反射 脉冲 后 ， 我 们 可 以 得 到 反射 脉冲 的 快速 傅 里 叶 变换 ， 因 此 ， 可 以 得 到 在 不 


同 频率 下 反射 脉 串 幅 值 与 人 射 脉冲 幅 值 之 比 。 
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电磁 脉冲 与 开关 等 离子 体 平板 
相互 作用 的 时 域 有 限 差分 法 模拟 


20.1 引言 


电磁 波 与 等 离子 体 平板 的 相互 作用 比 无 界 等 离子 体 媒质 更 易于 用 实验 方法 来 实现 。 当 
入射 波 向 一 个 已 经 存在 的 等 离子 体 平板 入 射 时 ， 波 会 遇 到 空间 的 不 连续 性 。 如 果 等 离子 体 
频率 比 人 射 波 的 频率 低 ， 此 时 人 射 波 将 部 分 地 被 反射 和 部 分 地 被 折射 。 当 等 离子 体 频率 比 
和信 射 波 的 频率 高 时 ， 波 会 被 完全 反射 ， 因 为 在 等 离子 体 中 的 介 电 常数 小 于 零 。 然 而 ， 如 果 
等 离子 体 平板 的 厚度 足够 薄 ， 那 么 波 可 以 传输 ， 这 种 现象 称 为 隧道 效应 = 。 对 于 这 种 时 不 
变 等 离子 体 ， 反 射 波 和 折射 波 的 频率 都 与 波源 的 频率 相同 ， 我 们 称 这 些 波 为 A 波 。 在 等 离 
子 体 内 的 波 具 有 不 同 的 波 数 ， 但 是 由 于 边界 条 件 的 要 求 ， 波 频率 却 是 相同 的 。 

当 波 源 在 自由 空间 中 传播 和 突然 建立 起 一 个 等 离子 体 平板 时 ， 从 媒质 性 质 方面 来 看 ， 
媒质 内 部 的 波 会 经 历 一 个 时 间 不 连续 。 因 此 ， 开 关 行 为 产生 一 个 新 的 波 ， 它 的 频率 被 提高 
了 ， 此 时 波 会 穿 出 等 离子 体 平板 。 我 们 称 这 种 波 为 B 波 。 图 20. 1 说 明了 这 一 现象 。 可 以 
看 到 ， 频 率 为 w 的 波源 在 自由 空间 中 传播 。 


Ka») 


Ko) Sw 





4(oo) 





| 自由 空间 | SAFE | 自由 空间 | 


图 20.1 开关 一 各 向 同性 等 离子 体 平板 的 效应 。A 波 与 人 射 波 的 频率 w 相同 ，B 波 的 频率 被 提高 到 mw = 
(ak Fak)? =— ano (AIHA Kalluri, D. K., IEEE Trans. Plasma Sci., 16(1), 11—16, 1988.) 


O 经 允许 转载 ， 资 料 来 自 Int. J. Infrared Millim. Waves, 24(3), 349-365, March 2003. 
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在 :一 0 时 刻 ， 建 立 一 个 等 离子 体 频率 为 o 的 等 离子 体 平板 。 在 图 20. 1 中 ，A 波 与 波 
源 的 频率 相同 。 由 于 等 离子 体 平板 的 建立 ,新 产生 了 一 个 B 波 ,其 频率 被 提高 到 o 一 
氏 干 岂 一 一 ws。 第 二 个 B 波 的 频率 的 负 号 表明 它 是 沿 相反 方向 传播 的 。 然 而 ， 只 要 这 些 
波 停留 在 等 离子 体 平板 内 ， 它 们 的 波 数 与 波源 的 波 数 相同 。 当 B 波 穿 出 等 离子 体 平板 时 ， 
它 会 遇 到 空间 的 不 连续 性 ， 所 以 波 数 也 会 相应 地 发 生变 化 。 只 有 在 开关 动作 过 程 的 时 间 
内 ， 才 会 产生 B 波 ， 因 此 它 仅 在 一 个 有 限时 间 内 存在 。 

求 等 离子 体 平板 突然 开关 的 解析 解 需要 进行 大 量 的 数值 拉 普 拉 斯 反 变换 。 这 个 问题 被 
广泛 地 加 以 研究 ， 例 如 ，Kalluri 已 经 出 版 了 一 本 采用 拉 普 拉 斯 变换 方法 求解 这 个 问题 的 
理论 著作 5 习 。 然 而 ， 将 这 种 方法 推广 应 用 到 像 有 限 上 升 时 间 和 空间 非 均匀 的 等 离子 体 这 
种 更 为 实际 的 问题 中 是 非常 困难 的 。 本 章 所 讨论 的 时 域 有 限 差分 (FDTD) 法 可 以 很 轻松 地 
处 理 这 样 的 实际 问题 。 


20.2 FDTD 方程 的 建立 


考虑 一 个 在 自由 空间 中 传播 的 频率 为 w 的 连续 波源 。 在 t=O 时 刻 ， 建 立 一 个 在 空间 
分 布 的 等 离子 体 平 板 。 对 于 这 个 问题 ， 不 能 假定 无 限 大 无 界 空 间 的 条 件 ， 因 为 在 开关 过 程 
以 后 ， 等 离子 体 媒质 分 布 在 空间 中 的 有 限 范围 内 ， 其 中 等 离子 体 密度 是 确定 的 。 因 此 ， 在 
FDTD 模拟 中 ， 必 须 同 时 考虑 空间 域 和 时 间 域 。 
20.2.1 总 场 和 散射 场 的 公式 
在 FDTD 方法 中 ， 建 立 空间 公式 会 引起 一 个 连续 波源 的 实现 问题 。 除 非 波源 位 于 非常 
远 的 地 方 ， 否 则 被 等 离子 体 平板 反射 的 波 最 终 将 到 达 波 源 ， 并 破坏 波源 。 考 虑 在 网 格 节 点 
s 处 有 一 个 正弦 波源 : 
E|: = exp[j(wonAt — kosAz) |] (20. 1) 
这 个 波 传输 到 我 们 所 感 兴趣 的 区 域 ， 并 最 终 将 被 反射 回 波源 位 置 ， 除 非 波 源 位 于 非常 远 
的 位 置 。 波 源 好 像 是 一 个 hard 源 钼 ， 它 阻止 反射 波 通过 或 传播 至 无 限 远 这 样 的 运动 。 因 此 ， 
对 所 感 兴趣 的 系统 来 说 ，hard 源 产生 了 对 散射 波 的 非 物理 反射 。 为 了 合理 地 模拟 波源 的 条 
件 ， 对 于 反射 波 ， 波 源 必须 隐藏 ， 但 仍然 连续 地 给 系统 馈 电 。 通 过 引入 总 场 /散射 场 公式 的 
概念 可 以 实现 这 一 点 中 。 这 种 方法 是 基于 麦克 斯 韦 方 程 的 线性 特性 ， 将 电场 和 磁场 分 解 为 
Eo 一 Eine Bn (20. 2) 
Ht = Hine + Hii (20. 3) 
其 中 ，Ei. 和 Hi. 是 入 射 场 ， 并 且 假 定 在 所 有 时 间 步 、 所 有 FDTD 网 格 空间 点 上 它们 都 是 
CAA © Esc Al 五. 是 散射 场 ( 或 者 反射 波 ， 或 者 折射 波 )， 它 们 在 一 开始 都 是 未 知 的 。 为 
了 实现 这 一 想法 ， 我 们 将 计算 域 分 为 区 域 1 和 区 域 2 两 个 区 域 ， 如 图 20. 2 所 示 。 
区 域 2 i 区 域 1 1 
;散射 场 | 总 场 i PML | 








PML 






Omax 





| 
| 
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20.2 几何 形状 
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区 域 1 是 总 场 区 域 ， 等 离子 体 平板 被 能 人 在 这 个 区 域 中 。 人 入射 波 一 开始 被 赋予 总 场 。 
区 域 2 是 散射 场 区 域 ， 它 位 于 自由 空间 中 。 

在 区 域 1 和 区 域 2 的 分 界面 上 ， 为 了 向 前 推进 一 个 时 间 步 ，FDTD 公式 需要 两 个 区 域 
PH EMA 的 各 个 分 量 。 让 我 们 假定 分 界面 属于 区 域 1， 并 且 电 场 分 量 已 人生 位 于 分 界面 
上 ， 如 图 20. 2 中 所 示 的 Ein 。 这 个 分 量 的 FDTD 方程 是 


Evo f= = Bw 一 Ae He le — Fis EGR) (20. 4) 


ih, Holt REFER 2h, HRA RN. 在 (1 一 云 ) 这 一 点 ， WON 
Hw GREER. Auk, oo 4) 做 一 些 修正 ， a 
Es jet Bs 性 一 Hal SB — ls PEA Tia) Ta a ee Halt (20. 5) 
由 于 
He NABY S H, scat a+ H nlt (20. 6) 
式 中 ， 如 前 所 述 ， BE H in i EB M 
28 (sh, Æ L—(2/2) ab, H 场 分 量 的 公式 也 需要 做 一 些 修 正 。 在 这 个 空间 点 ,， HH 
分 量 是 散射 场 ， 因 为 它 位 于 区 域 2 内 。FDTD 方程 可 以 写 为 








Hsi maA = H veces vA . 《本 一 Eneli ) (20. 7) 
po Az 
同样 Eal AFER 1, ARAN. AF-S Mi, 20020. D MEER 
Heal 8% = Heal B EE li Erali) + -A (20. 8) 
po Az po Az 
由 于 
| r= Ei— Enel? (20. 9) 


简 而 言 之 ， 将 计算 区 域 划分 成 区 域 1( 总 场 ) 和 区 域 2( 散 射 场 ) 的 概念 ， 就 是 给 区 域 1 
(其 中 嵌入 了 我 们 感 兴趣 的 媒质 ) 提 供 入 射 场 ( 源 )， 通 过 在 分 界面 处 消去 散射 场 从 而 将 散射 
场 从 总 场 中 分 离 出 来 。 在 这 种 模拟 中 ， 区 域 1 延伸 到 了 右 端 PML 的 边界 。 

20.2.2 ”空间 网 格 截断 : PML 

反射 波 和 折射 波 都 将 会 传播 到 计算 边界 的 未 端 。 为 了 防止 计算 域 的 边界 对 波 的 数值 反 
射 ， 需 要 使 用 一 个 吸收 边界 条 件 ， 例 如 PML。 了 吸收 边界 条 件 的 概念 就 是 当 电磁 波 进入 一 
个 有 损耗 媒质 时 ， 如 果 满 足 阻抗 匹配 条 件 ， 将 不 会 出 现 由 有 损耗 媒质 引起 的 反射 。 对 于 R 
波 传播 ， 考虑 有 损耗 媒质 中 的 麦克 斯 韦 方程 : 


2H +o H=} 2E (20. 10) 
Ho 

oe a= + 2H (20. 11) 
0 


AP, o 是 电导 率 和 c RSE. WFR o 不 是 一 个 物理 量 ， 它 只 是 为 了 阻抗 匹配 的 需 
要 而 引入 的 。 由 于 PML 位 于 自由 空间 中 的 边界 上 ， 引 入 磁 导 率 将 不 会 改变 我 们 感 兴趣 的 
区 域 的 物理 特性 。 众 所 周知 ， 阻 抗 匹配 条 件 中 是: o/eo 二 a*/po。 为 了 简化 计算 ,假设 e= 
jo 二 1。 这 个 假设 隐 售 了 变量 的 归 一 化 。 例 如 ， 速 度 都 是 相对 于 自由 空间 中 的 光速 (< 二 3X 
10 m/s 归 一 化 的 。 那 么 ， 阻 抗 匹配 条 件 就 简化 为 o=" 。 

当 波 在 有 损耗 媒质 中 传播 时 ， 波 将 会 衰减 。 然 而 ， 如 果 PML 的 厚度 是 有 限 的 ， 那 么 
波 会 到 达 边 界 ， 并 被 反射 回 系统 。 这 种 反射 一 般 是 非常 微弱 的 ， 可 以 忽略 。 然 而 ， 在 数值 
计算 中 ， 因 为 单位 空间 步 长 和 时 间 步 长 都 是 有 限 的 ， 所 以 在 每 一 空间 步 都 会 有 数值 反射 ， 
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于 是 波源 会 经 历 电导 率 的 突然 变化 ， 导 牙 数 值 反 射 。 为 了 减少 这 种 反射 ,电导 率 必须 从 零 
连续 地 变化 到 最 大 值 ， 数 值 模拟 经 验 表 关 如 下 二 次 函数 的 反射 非常 低 中 : 


s =b" = om (=) (20. 12) 


AF, z 是 从 内 部 方向 PML 的 起 始 处 帮 始 测量 的 距离 ，W 是 PML 的 厚度 。 根 据 需 要 的 
PML 的 最 小 反射 值 ， 可 以 求 出 电导 率 护 最 大 值 。 
20. 2.3 ”开关 等 离子 体 平板 中 R 波 的 'FDTD 公式 


对 于 在 磁 等 离子 体 媒质 中 传播 的 R 波 ,考虑 阻尼 常数 vy 时， 麦克 斯 韦 方 程 中 可 以 写 为 
—1 E 


ƏH E 
Se es A (20. 13) 
aE =. 2 oH 1 
= == S z (20. 14) 
+ = eva} DE (20. 15) 
在 上 式 中 ，w 是 等 离子 体 频率 ,是 碰撞 频率 5 。 
式 (20. 13) 一 式 (20. 15) 的 FDTD 方程 可 以 写 为 
HR = ee Hp — — —a — es) (Elta El) (20. 16) 
poo Az 
J It? = eu TD 十 eo er — 4) 4? El (20. 17) 
y 
El = et Eg- Ea o ER HEUD +I” | (20. 18) 
E00 Az 
在 式 (20. 17) 中 ， 当 等 离子 体 是 无 损耗 时 ， 取 v= 二 0。 在 下 面 两 节 中 ， 所 得 到 的 数值 结 
果 都 是 基于 这 样 的 假设 条 件 。 
在 各 种 媒质 中 ， 实 现 式 (20. 16) 一 式 (20. 18) 所 给 算法 的 具体 参数 如 下 : 
自由 空间 ; o=0, J=0, w=0 
等 离子 体 平板 , 0 一 0 
PML: J=0, w2=0 
注意 ， 对 于 较 小 的 c， 可 以 做 出 下 面 的 近似 : 
Vite Sa ae (20. 19) 





a0 


20.3 连续 波 与 开关 等 离子 体 平 板 的 相互 作用 


图 20. 3 所 示 为 等 离子 体 在 时 间 和 空间 中 的 分 布 。 其 中 ，(a) 当 到 达 上 升 时 间 T, 时 ， 等 
离子 体 频 率 达 到 最 大 值 wi。; (b) 等 离子 体 频率 平方 的 空间 分 布 ,在 (Sw 一 Si 一 Sk) 宽度 内 
它 是 常数 ， 在 宽度 S. 上 它 是 线性 增 大 的 ， 在 宽度 Ss 上 它 是 线性 减 小 的 。 





a) 时 间 分 布 





b) 空间 分 布 
图 20.3 在 空间 域 和 时 间 域 中 等 离子 体 的 分 布 


当 等 离子 体 平板 参数 wo =0. 8, wp =1.0, FE Sw=4. 0x/w,» SL=0, Sr =0 和 上 升 
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时 间 T. 二 0 时 ， 等 离子 体 平板 右边 的 暂 态 波 的 计算 结果 如 图 20.4 所 示 。 也 给 出 了 在 
图 20. 2 中 “R 板 ” 处 电场 分 量 的 实 部 ， 这 个 波 很 快 就 消失 了 。 因 为 波源 的 频率 小 于 等 离子 体 
频率 且 等 离子 体 平板 的 厚度 足够 大 ， 所 以 仅 有 折射 波 存在 ， 并 且 立 刻 就 传播 出 去 了 。 这 一 
结果 与 文献 [1] 的 结果 相 一 致 。 这 个 波 的 角 频 率 是 Vws 十 ws 二 1. 28， 与 预期 的 一 样 。 


wo=0.8, w=1.0, T=0, 
Sy=4nl@y, S,=Sy=0 


“0 10 20 30 40 
时 间 


图 20.4 建立 等 离子 体 平 板 所 产生 的 暂 态 波 





20.4 脉冲 波 与 开关 等 离子 体 平 板 的 相互 作用 


对 于 脉冲 信号 的 情况 ， 很 容易 说 明 新 建立 的 等 离子 体 平 板 的 相互 作用 。 在 自由 空间 

中 ， 考 虑 一 个 频率 为 om 的 高 斯 脉冲 
Elz) = exp {— [HEETE] 十 iont 一 各 (20. 20) 
AP, zo 是 1 二 0 时 刻 脉冲 的 中 心 ，zs 是 脉冲 宽度 。 当 脉冲 波 在 自由 空间 中 沿 = 轴 传 播 时 ， 
建立 一 个 等 离子 体 平板 ， 该 等 离子 体 平 板 包 围 整 个 脉冲 。 因 而 波 将 与 等 离子 体 平板 相互 作 
用 。 这 种 相互 作用 将 会 把 脉冲 分 解 为 一 个 前 向 波 和 一 个 后 向 波 。 脉 冲 的 磁场 分 量 将 会 有 一 个 
附加 模 ， 它 是 一 个 频率 为 零 的 摆动 模式 。 突 然 建立 等 离子 体 平板 的 一 些 结果 如 图 20.5 和 
图 20. 6 所 示 。 参 数 为 ww =1. 5wwp，T, 二 0，Sw 二 16ho，SL 二 0.2Sw，Sk 二 0.3Sw， 脉 冲 宽度 为 
zw 二 2ho。 建 立 后 的 等 离子 体 平板 空间 分 布 如 图 20. 5 中 的 虚线 所 示 。 图 20. 5 为 电场 分 量 。 图 
20. 5 显示 出 了 在 不 同时 刻 电场 在 空间 中 的 分 布 。 在 二 0 时 电场 是 初始 脉冲 形状 。 在 t=5T, 
时 (这 里 ，TT 二 2x/ww)， 脉 冲 被 分 离 为 两 个 波 ， 其 中 一 个 是 前 向 行 波 ， 而 另 一 个 是 反 向 行 波 。 
它们 似乎 与 初始 波 具 有 相同 的 空间 频率 。 当 波 到 达 等 离子 体 平板 的 边界 时 ， 它 们 的 频率 提高 
了 (二 10T。 和 1 二 15T。)。 由 于 等 离子 体 平板 的 性 质 在 空间 中 是 渐变 的 ， 因 此 在 等 离子 体 平板 
边界 处 脉冲 的 反射 不 明显 。 注 意 ， 当 脉冲 从 等 离子 体 平板 中 穿 出 来 之 后 ， 脉 冲 就 会 变 宽 。 脉 冲 


提高 的 频率 是 Vo 十 ww 二 1.8， 这 个 频率 与 无 界 等 离子 体 平板 情况 中 提高 的 频率 相同 。 图 20. 6 中 
脉冲 的 磁场 分 量 在 起 始 位 置 有 一 个 额外 的 波 。 这 个 波 就 是 一 个 频率 为 零 的 摆动 模式 。 








0 20 40 60 80 100 120 140 z 


图 20.5 ”突然 建立 等 离子 体 平板 后 电场 随时 间 的 变化 。T, 二 0，w, 二 15w， 
Zw —No's Sw 一 16)o ， Si 一 0. 2Sw， SR 一 0. 3Sw 


258 第 三 部 分 电磁 计算 





0 20 40 60 80 100 120 140 z 


图 20.6 ”突然 建立 等 离子 体 平板 后 磁场 随时 间 的 变化 。T, 二 0，w, 二 15w， 
zw 一 21o， Sw 一 16)o ， Si 一 0. 2Sw， SR 一 0. 3Sw 
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图 20.6) 


图 20.7 从 上 至 下 分 别 为 当 等 离子 体 平板 频率 wp =O, w=0.5w, wp = lwo» wp 一 
2wo 和 wm 二 4wo， 以 及 脉冲 宽度 为 z, 王 2X4。 时， 在 等 离子 体 平板 外 右边 的 前 行 波 的 电场 随 
时 间 变 化 的 曲线 。 等 离子 体 平板 的 参数 是 Sw 二 16X。，SL 二 0.2Sw，Sx 二 0.3Sw， 这 里 等 离 
子 体 平板 边界 中 的 渐变 降低 了 脉冲 的 反射 。 等 离子 体 平板 建立 的 上 升 时 间 是 T, 二 2T。， 这 
将 抑制 脉冲 中 反 向 行 波 的 产生 。 在 这 些 参数 下 ， 脉 冲 将 保持 它 原 有 的 形状 , 但 是 当 等 离子 
体 频 率 增 大 时 它 会 变 为 一 个 更 高 频率 的 脉冲 。 当 wm 增 大 时 ， 脉 冲 的 宽度 减 小 ， 这 可 以 理 
解 为 脉冲 展 宽 。 脉 冲 展 宽 表明 等 离子 体 媒质 色散 特性 的 根本 性 质 。 由 于 群 速度 依赖 于 等 离 
子 体 频率 ， 其 值 为 we 一 coo/Vao 十 wp ， 随 着 等 离子 体 频率 的 增 大 ， 脉 冲 相应 地 延迟 得 更 多 。 
等 离子 体 的 建立 不 会 给 脉冲 提供 任何 额外 的 能 量 ， 因 此 ， 当 脉冲 展 宽 后 波 的 幅 值 会 减 小 。 
图 20. 8 所 示 为 等 离子 体 右 边界 之 外 的 脉冲 的 电场 分 量 的 频率 、 峰 值 幅度 和 脉 宽 。 脉 冲 持 
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图 20.7 不 同等 离子 体 频 率 下 等 离子 体 平板 右边 的 电场 。T. 二 2To。，z, 二 2h， 
Sw=16d.; SL =0. 2Sws SR 一 0. 3Sw 
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续 时 间 是 通过 在 包 络 线 函 数 最 大 值 的 e' (二 0. 368) 倍 的 点 上 测量 得 到 的 。 脉 冲 的 频率 与 无 
界 等 离子 体 频率 相同 ， 也 就 是 w= Vw 十 wpo 。 


w=1, T=27, 


Sy=164,, S,=0.2Sy, Su=0.3Sw 





0 1 2 3 4 5 6° 


图 20.8 图 20.7 中 电场 的 脉冲 的 特性 
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第 7] 章 
基于 微 扰 和 变 分 技术 的 近似 解析 方法 


有 限 元 方法 (FEM)、FDTD 方法 、 和 矩 量 法 等 数值 方法 和 基于 这 些 方法 的 电磁 软件 已 经 
在 工业 中 得 到 了 广泛 的 应 用 。 然 而 ， 每 当 不 可 能 得 到 精确 解析 解 和 精确 解 时 ， 近 似 解析 解 
在 对 问题 进行 定性 分 析 时 可 以 起 到 重要 的 作用 。 此 外 ， 在 许多 情况 中 ， 近 似 解 析 解 所 给 出 
的 可 接受 的 近似 解 需要 较 少 计算 量 ， 有 效 地 减轻 了 计算 负担 。 无 论 如 何 ， 近 似 解 析 解 方法 
有 着 丰富 的 历史 ， 可 以 追溯 到 人 类 还 没有 完全 依赖 于 计算 机 的 时 代 。 

本 章 的 主要 目的 是 介绍 这 些 近似 分 析 方 法 的 例子 。 参 考 文献 [1 一 4] 对 这 些 解 做 了 更 为 
详细 的 阐述 。 

21.1 空 腔 的 微 扰 

可 调谐 微波 源 由 一 个 连 在 空 腔 谐振 器 上 的 微波 发 生 器 所 构成 。 其 调谐 频率 就 是 空 腔 的 
谐振 频率 。 改 变 空 腔 壁 ， 即 扰动 空 腔 壁 ， 可 以 在 一 定 范围 内 改变 调谐 频率 。 

图 21. 1 显示 出 了 金属 螺丝 的 两 个 位 置 。 位 置 1 的 坐标 是 

a d 
P, (FS) 
位 置 2 的 坐标 是 


二 


若 在 位 置 1 处 将 金属 螺钉 拧 人 ， 我 们 将 证 明和 矩形 空 腔 的 TEio 模 式 的 谐振 频率 会 降低 。 
而 在 位 置 2 处 将 金属 螺钉 拧 人 和 人， 谐振 频率 却 会 提高 。 可 以 用 微 扰 法 来 证 明 这 些 结果 。 


ay 





图 21. 1 有 一 个 金属 螺丝 的 矩形 空 腔 


21.1.1 空 腔 壁 微 扰 理 论 


假定 我 们 有 一 个 由 PEC 面 S 所 构成 的 空 腔 ， 空 腔 的 体积 为 r， 其 谐振 频率 为 we ， 场 量 
分 别 为 互 SH, ( 见 图 21. 2a) 。 
如 图 21. 2b 所 示 ， 由 于 空 腔 变 形 ， 现 在 使 得 PEC 面 变 成 S =S 一 AS， 它 所 包围 的 体 


O 第 21 章 的 附录 参见 附录 21A。 
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积 为 Ar。 令 五 和 百 是 被 扰动 空 腔 内 的 场 。 我 们 希望 求 出 被 扰动 空 腔 的 谐振 频率 w。 
在 上 述 两 种 情况 下 ， 必 须 满足 的 场 方程 为 : 


一 YX E, = jw Ho (21. la) 
VX Hy = jue E, (21. 1b) 
—V XE = jon Ñ (21. 2a) 
VX H = jae E (21. 2b) 
så 
y At 
a) 原始 空 腔 b) 被 扰动 空 腔 


图 21.2 空 腔 壁 微 扰 
由 式 (21. 2b) 和 式 (21. 1a)， 可 得 


E; -VX H = jweE; E (21. 3a) 
—H-VX E} 一 一 jw 至. H (21. 3b) 

现在 ， 将 矢量 恒等式 
V. (AX B) = B-VXA—A+VXB (21. 4) 


应 用 于 式 (21. 3b) ASK (21. 3a) 相 加 后 所 得 到 的 表达 式 ， 有 
E -VX H—H-VX Ej = jwe E+ E —jopH} +H 


V. (Ñ XÈ) = jwe E+ E —joopH + BH (21. 5) 
对 式 (21. 2a) 和 式 (21. 1b) 进 行 同 样 的 运算 ， 得 到 
Ve (HS XÈ) = jon H+ HS 一 jwoe 互 五 (21. 6) 
5K (21. 5) 和 式 (21. 6) 相 加 后 ， 在 cr 上 积分 ， 并 利用 散 度 定理 
lev A)dV = fa - ds (21.7) 
得 到 如 下 表达 式 
(tx B; ) -ds+q) a; x E) -TS 
Us o oo 
项 1 
= [J jew a) B+ Bde + f] ino on) H+ BS dr (21. 8) 


式 (21. 8) 中 的 项 1 是 零 ， 因 为 
Ñi X E+ dS= dS(H; XE. ñ) 
= dS; -EXA) (在 三 重 标量 积 中 ,交换 。 和 X) 
( 久 X) 是 EE 的 切 向 分 量 ， 它 在 理想 导体 表面 上 是 零 。 
因此 ， 式 (21. 8) 变 为 
Gx Bj) + dS = jw) || (EE + pit + Hy dr (21. 9) 
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(axa ds 一 | 天. (Œ X”)dS = 0 (21. 10) 
注意 ，(E, XD RMB SARA LE 的 切 向 分 量 ， 它 是 零 ， 因 此 式 (21. 10) 等 于 零 。 
由 式 (21. 9) 和 式 (21. 10) ， 可 得 

ax E; ) .dS = iow) || ek “五 +H + Ho )dr (21. 11) 
如 果 注 意 S' = 二 S 一 AS， 则 式 (21. 11) 变 为 
1 a 

mee — 4] atx Bs + as 

,Cee + Bo) + Ci. BS Ide 

A (21. 12) 是 一 个 准确 的 公式 。 

在 式 (21. 12) 中 ， 最 粗糙 的 一 个 近似 就 是 分 别 用 瑟 MA, BRO FADE EAA. 
对 于 小 扰动 ， 在 分 母 中 这 种 近似 是 合理 的 。 如 果 变 形 浅 并 且 光 滑 ， 那 么 在 分 子 中 进行 这 种 
替换 也 不 是 一 种 坏 的 近似 : 


(21. 12) 


w— 


Gb x By) + ds~ tb Git, x Bs) + ds (21. 13) 
A 
根据 附录 21A 中 给 出 的 复 坡 印 廷 定理 ， 有 

G xE) “ds = jo || [el — el f jdr (21. 14) 


因此 ， 可 以 得 到 
ww [iel elg Pde 


te Yeh P+ vf Pde 





(21. 15) 


式 (21.15) 可 以 写 为 
Aw _ (AWn) — (AW.) 
w (W) 
在 式 (21. 16) 中 ，Aw EWR RHEE., (AW). (AW) S5 Ar 内 最 初 的 时 间 平 
均 电 场 和 磁场 能 量 成 比例 。 如 果 Ar 很 小 ， 分 母 与 存储 在 原始 空 腔 中 的 总 能 量 成 比例 ， 这 
样 可 以 将 式 (21. 16) 写 为 


(21. 16) 


光一 w At (21. 17a) 
T 


C= (Wm) — (We) 
(w,) 

式 中 ，(w.) 是 (w)/r， 它 是 空间 平均 值 。 在 上 式 中 ， 小写 的 w 用 于 表示 能 量 密度 。 

注意 ， 假 定 对 一 个 向 内 的 扰动 Ar 是正 的 ， 推 出 了 上 式 所 示 的 结果 。 如 果 (zn > lw), 
常数 C 是正 的 ， 也 就 是 说 ,在 H 比较 大 的 一 个 点 上 进行 了 扰动 ， 因 此 C EER H ow. 
在 这 样 一 点 上 的 向 内 扰动 将 会 提高 谐振 频率 。 如 果 扰 动 是 在 五 比较 大 的 一 个 点 上 上， 那么 向 
内 扰动 将 会 降低 谐振 频率 。 向 外 扰动 将 会 导致 相反 的 结果 。 

用 上 面 的 分 析 结 果 ， 确 定 在 图 21. 1 的 位 置 1 处 引入 一 个 向 内 扰动 所 产生 的 频率 变化 
量 。 让 和 矩形 空 腔 运行 于 TEn 模式 。 其 场 量 是 


E, = Dsin “sin = (21. 18a) 


(21. 17b) 


H. = Acos “sin = (21. 18b) 
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Af, = Bsin ™cos ™@ (21. 18c) 
a d 
对 于 位 置 1， 
pa 8 gyal 
2” 2 
~ (a d\ __ 
E, (70 7)5 P 
A. (4. 4)= 0 EP 点 (21. 19) 
Ay (45,4 


HAM, TORE. Kit MANOR MEEG. AHM, E P(e S) 
点 ， 得 到 


i= (a.3.2)——A (21. 20) 


因为 在 这 一 点 的 时 间 平 均 磁场 能 量 密 度 很 大 ， 而 在 这 一 点 的 电场 能 量 密度 是 零 ， 所 以 
在 这 一 点 的 向 内 扰动 将 使 谐振 频率 提高 。 

可 以 证 明 ， 对 于 Pi 点 ， 由 式 (21. 17b) 得 出 ，C 二 一 2。 
21.1.2 SiR seep? 

Al 21. 3 定义 了 这 个 问题 。 从 下 面 方程 开始 : 





VX E, =— jw u Hy (21. 21a) 
VX Hy = jwe Ep (21. 21b) 
VX E =—jo(n+ Ap) A (21. 22a) 
VX H = jw(e + Ae) E (21. 22b) 
. si 
a) 原始 空 腔 b) 空 腔 内 材料 的 微 护 


图 21.3 空 腔 材料 微 扰 
对 于 理想 导体 壁 ， 可 以 证 明 
ww _ ~ |) Oe B+ BS + Auf + fio Dae 

wo || B+ Bs +h. fiede 
当 Ae 和 Av 的 变化 都 比较 小 时 ， 在 式 (21. 23) 中 ， 又 可 以 用 所 PRE. MA, SPA: 





(21. 23) 


第 21 章 基于 微 扰 和 变 分 技术 的 近似 解析 方法 


i 一 由 css 至 | 十 Aw | ñ, |?) dr 


w f| cl P+ al f [Pode 
Ac 和 An 增 大 一 点 只 能 使 谐振 频率 减 小 。 
假定 我 们 希望 考虑 在 一 个 小 区 域 Ar 内 s 和 A 有 一 个 大 变化 。 如 果 这 个 小 区 域 与 波长 
相 比 很 小 ,我 们 就 可 以 使 用 准 静 态 近 似 ， 因 为 亥 姆 霍 北方 程 可 以 用 拉 普 拉 斯 方程 来 近似 。 
我 们 考虑 一 个 矩形 空 腔 内 的 TEiu 模 式 。 在 空 腔 的 底部 放置 一 个 厚度 为 OW 
电介质 薄板 ， 即 





(21. 24) 


E = &oErs O< y<? 

Ee, Oy 
ÆA (21. 23)FP, Æ0<y<8 SH, A=, ÆR 21.4 中 的 每 一 点 A 是 零 。 因 此 ， 
分 子 中 的 积分 区 域 是 电介质 层 。 在 分 子 中 将 使 用 的 电场 兰 是 电介质 中 的 扰动 电场 。 在 静电 


近似 中 ， 利 用 > 一 9 处 的 下 列 边界 条 件 可 以 得 到 这 个 电场 : 
Dn = Diz 


€r&0 Ea = &0oEo; Ey = 一 (21. 25a) 
p p 





图 21.4 空 腔 中 的 电介质 薄板 


在 分 子 中 可 以 用 Es 替换 巨 ， 在 分 母 中 可 以 分 别 用 E 和 H PRE MH, AASB 
的 部 分 只 是 空 腔 中 的 一 小 部 分 。 


那么 ， 分 母 是 2e |] -18 Pdr 


分 母 一 2e |] | E, | dr (21. 25b) 
而 分 子 是 
BF =— ||| acces + Es Dde (21. 250) 
Ar 


在 Ar 内 ， 
As = CoE, — €o = € (Ce, — 1) (21. 25d) 
因此 ， 


分 子 一 一 (常数 ) —o 
分 母 一 2( 与 分 子 中 一 样 的 常数 )0: 


WW Wo w — Wo 











(21. 26) 


Æ Est 9 常数 等 于 & Es 乘 以 底面 积 : 


常数 = (KORE (21, 27) 
< 
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21.2 变 分 技术 和 稳定 公式 


21.2.1 WNA 
令 处 是 矩阵 A 的 一 个 特征 向 量 ， 即 
AX =AX (21. 28) 
这 里 ,4 是 特征 值 。 
瑞 利 商 是 
_ X AX 
Àr = XX (21. 29) 


式 中 ， 半 是 一 个 列 向 量 ，X7 是 一 个 行 向 量 ，4 是 一 个 方 阵 。 
如 果 将 式 (21. 28) 代 入 式 (21. 29) 中 ， 那么 ， 可 以 得 到 
X™)X x'x 
R 一 yty ~4yTy à (21. 30) 
4X TRE, SAR SRE. Bea TUE X, HW 
VY， 它 在 某 种 意义 上 有 一 个 误差 s。 可 以 证 明 ， 在 这 种 情况 下 瑞 利 商 近 似 地 等 于 和 ， 其 误差 
为 ee 。 也 就 是 说 ， 如 果 V 的 误差 是 0.1(10%)， 那 么 











_ VAV 
An = Wty (21. 31) 
的 误差 将 是 (0. 1)? =0. 011%). 
瑞 利 商 是 矩阵 特征 值 的 一 个 静态 公式 。 可 以 用 下 面 的 方法 来 证 明 这 一 点 : 
A 
c4 
V = aV; +a,V2+°"+a,V, C21. 32) 


AP, VEMM REE, M V Vo very V, 是 这 个 ” 维 空间 中 的 精确 特征 向 量 
AV= a, AV, 十 ahV: 十 … 十 ahAV， 


= aAiV; 十 azhzVs + e +H aÀ, Vn (21. 33) 
VT = aV! +a V] + ee Ha, VI (21. 34) 
(Favn } A}{ av) 
airs —— ~ (21. 35) 
{ >) avn) { D7 av} 
特征 向 量 的 正 交 特 性 可 以 写成 
VIV;=0, i¥j 
VIV;=1, i=j (如 果 V 归 一 化 了 ) (21. 36) 
在 计算 式 (21.8) 中 的 分 子 时 ， 可 以 采用 下 面 的 简化 方法 。 在 求 和 式 中 一 个 典型 的 项 是 
0， i-x~j 


a;V}Aa ;V;= ajaj;AjViV; = 
因此 ， 式 (21. 35) 变 为 


i=j 


Siaa? 
AR 一 
Sal 


i=1 





(21. 37) 


8 近似 等 于 Yi ， 误 差 阶 数 是 es， 这 意味 着 


G, f= 2m AMER A], (L) RREAN e 


a; ay 
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a?[1 二 OCe’)] 
! a[1+06?) ] 
àr = à L1+ Ole’) ] 
21.2.2 变 分 公式 : MEAZAREBZHE 
令 5 为 一 个 标量 场 ， 那 么 标量 亥 姆 霍 北方 程 
V +ð = 0 (21. 38) 

就 是 一 个 特征 值 问 题 。 用 @ 乘 以 式 (21. 38) 并 在 体积 r 上 进行 积分 ， 就 可 以 将 这 个 特征 值 
问题 转换 为 一 个 变 分 形式 : 


Àr =A 


[| eveartal] Bdr=0 (21. 39) 
[| ovvi ØV’ Bdr 
i= (21. 40) 
ee @’ dr 
可 以 用 下 式 来 修正 这 个 方程 
V. [OVO] = GV°OS+VO VO (21. 41) 


此 时 ， 得 到 
T {V+ [Øv] 一 | VO’ }dr 


0 Gdr 


oJ | vel'de— f. Vö . dS 
i N (21. 42) 
|] gar 
式 中 ，S 是 限定 体积 zt 的 闭合 曲面 。 对 于 齐 次 边界 情况 B 
@(r) |, =0 Ra 


式 (21. 42) 中 的 面积 分 将 变 为 零 。 
因此 ， 有 


利用 散 度 定 理 ， 得 到 





(21. 43) 


[vora | v|’ dr 
Z cm (21. 44) 
BD’ dr 


可 以 证 明 ， 式 (21. 44) 就 是 变 分 原理 ， 也 就 是 说 ， 如 果 BB 是 一 个 特征 函数 ， MAAR 
是 相应 的 特征 值 。 而 且 ， 如 果 Bs 是 一 个 误差 为 e 的 近似 特征 向 量 ， 那 么 由 式 (21. 44) 计 
算出 来 的 Ax 和 将 是 相应 的 特征 值 ， 其 误差 为 e。 我 们 通过 一 个 简单 的 例子 来 说 明 
式 (21. 44) 的 应 用 ， 对 于 这 个 例子 可 以 得 到 准确 解 。 

在 这 个 例子 中 ， 我 们 计算 图 21. 5 所 示 的 和 矩形 波导 中 TM 主 模 的 特征 值 。 

在 3. 2 节 中 ， 我 们 利用 下 式 研究 了 TM 模式 

巨 (zyy,z) = Fla, ye” 

式 中 ，F(z,y) 满 足 如 下 方程 


oF 
ox’ 








(21. 45) 
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且 
R=kR+Y/ (21. 46) 
比较 式 (21, 45) ASR (21.39), TER, k 就 是 特征 值 
4， 而 且 在 直角 坐标 系 下 需要 求解 一 个 二 维 问 题 ， 也 就 是 


说 ， 可 以 用 内 一 -8 十 -8 替换 V: 。 这 样 ， 式 (21. 44) 变 为 
Ox oy 





= (21. 47) 
fras 图 21.5 矩形 波导 的 横 截 面 
对 于 TM 模式 ， 在 边界 面 z= 二 0 或 者 y=0, 1k, WHA E.=0 转化 为 下 一 0; z 一 0 
或 2; F=0; y 一 0 或 1。 
一 个 满足 这 些 边 界 条 件 的 试探 函数 可 以 写 为 
Fug = CZ (2— zx)y(l— y) 


= c(2x— 2x?) (y— y’) (21. 48) 
A, c 是 常数 。 
Paw 一 c(2 — 2x) (y— y”) 
Ox 
Fea c(22—2°)(1— 2y) 
oy 
i: 2 [Faa \ | (Fun \’ 
I— Fan P= (SE) + (SH) 
= 7[4y?(1—2z)?(1— y)? + 1 — 2y)? 272 (2— 2x)? ] 
ig = ca’ (2 — PL) (21. 49) 
可 以 得 到 
Deny IAS (21. 50) 


可 以 由 下 式 计算 出 A 的 准确 值 
k =)= (=y + (至 ) ， m=1, 2 = 1,2 = 2,6= 1 


a b 
A = 12. 337 (21. 51) 
由 于 式 (21. 47) 是 变 分 原理 ， 我 们 得 到 的 Ma 名 与 精确 值 之 间 的 误差 在 1.3%% 范 围 
以 内 。 < 


21.2.3 变 分 公式 : KBZRELHE 


我 们 从 矢量 亥 姆 霍 效 方程 开始 ， 其 中 es(r) 可 以 是 一 个 非 均 匀 电 介质 的 介 电 常数 。 
电场 的 方程 是 
VXVX E— w pe E = 0 (21. 52) 


取 关 和 式 (21. 52) 的 点 乘 并 积分 。 现 在 可 以 将 式 (21. 52) 写 成 如 下 变 分 形式 
il E+ (VXVX BD dr 


we (21. 53) 
mall eE dr 
可 以 通过 下 面 的 方法 来 证 明 式 (21. 53) 就 是 变 分 原理 。 
4 
Eun = E+ AE = E+ pe (21. 54) 


式 中 , 巨 是 真实 的 电场 ， 试 探 电 场 用 一 个 任意 的 参数 如 来 表示 。 将 式 (21.54) 代 和 人 式 
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(21. 53) 中 ， 并 且 使 用 Exs A 


il (E+ pe) + (VXVX (E+ pe))dr 
eta) = = o (21.55) 


«| e+ pe) » B+ pede 
对 于 固定 的 6 来 说 ， 这 里 已 经 证 明了 vÆ p 的 函数 。w? 的 麦克 劳 林 展开 式 是 





2 — 2 dr: 六 = 
w Cp) wr + P56) oo Bl ope’ a (21. 56) 
因为 (0) 二 w?， 所 以 第 一 项 是 真实 的 谐振 频率 。 在 变 分 学 中 ， 式 (21. 56) 可 以 写 为 
w (p) = o + paw) + Be) 十 … (21. 57) 


Ow" ) 称 为 w 的 一 阶 变 分 ，2 Co ) 称 为 wo” 的 二 阶 变 分 ， 等 等 。 
WR wo” 的 一 阶 变 分 为 零 ， 那 么 w 的 公式 就 是 静止 的 ， 也 就 是 说 


A (a3) 








a aan (21. 58) 
如 果 将 式 (21. SDAN, WARC. 58) 可 以 由 下 式 计算 
CEAS — DON’ (0) — N(0)D’ (0) 
op p=0 D’ (0) 
N’(0) =|| & "V XVX @+ @ V XVX E)dr (21. 59) 


根据 矢量 恒等式 ， 有 
IKG V XVX z)dr = [J ox Z) + (VX E)dr + fh [cvx @) X EldS 
右 端的 最 后 一 项 是 零 ， 因 为 
db (vx @) x B+ Ads = db vx @ + (Ex Ads 
LAY BAS hi AAR PAX E=0, 
右 端 的 第 一 项 是 
J] ox T) 。(V X E)dr = fc ‘VXVX Bdr—O (vx E) XZ. dS 


由 式 (21. 52) 注 意 到 ,VXVXE=wiye。 
综合 上 面 的 结果 ， 可 以 得 到 


N’(0) = 2uip|| e? - Ear - || ox ® e (ZX ñ)dS (21. 60) 
我 们 也 可 以 证 明 
D0 = zx 由 |。 z . 巨 dr 
由 式 (21. 59, ， 有 
dz)| = DON’) — NOD 0) 
op p=0 D’ (0) 





db «vx E) + (Z . â)dS 


| eE*dr 
因此 ， 如 果 试 探 电场 巨 的 切 向 分 量 在 空 腔 壁 上 为 零 ， 那 么 式 (21. 53) 就 是 谐振 频率 的 一 


(21. 61) 
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个 静态 公式 。 
注意 ， 式 (21. 53) 可 以 写 为 更 对 称 的 形式 : 
_ | lvx Far | yx Eldr 


(21. 62) 
pf] eta eE* dr 


CGHED 如 图 21.6 所 示 ， 有 一 个 高 度 为 4、 半径 为 的 圆柱 形 空 腔 。 当 d<20 时 ， 
主 模式 是 TMoo 模 式 ， 具 有 

















E, = er Jo (=e) 上 
a H PEC 
H, = «2 408, (2 1050) C i 
a a 
_ 2.405 
oie 
a ype n 
利用 变 分 原理 求 w TT. 
选择 PEC 
人 
et a. 
注意 ， 试 探 函数 满足 空 腔 壁 上 的 边界 条 件 E,, 二 0。 PEC 
YX = 图 21.6 MEESE 
a 
由 式 (21. 61) ， 有 
Ll = x ee 
d 
a, m z= 4 a 2) pdodgdz 
Pp 
ne f a79 = 6 
a 2 2 
Jiaj 
_ V6 _ 2.449 _ 2.449 一 2.405 
~~ ale RE 2. 405 
ep MR a a 1.8%. < 
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附录 ]A 
矢量 公式 和 坐标 系 


1A.1 矢量 变换 


本 附录 将 按照 文献 [1 中 给 出 的 材料 顺序 进行 编写 ， 在 许多 教 教材 中 都 是 按照 参考 文 
献 [1] 的 顺序 编写 的 。 图 1A. 1 所 示 为 3 种 坐标 系 ，(a) 直角 坐标 系 ，(b) 圆 柱 坐 标 系 和 
(c) 球 坐标 系 。 
1A. 1.1 直角 坐标 到 圆柱 坐标 (和 圆柱 坐标 到 直角 坐标 ) 变 换 

参考 图 1A. 1lb， 由 直角 坐标 系 (x，y，z) 到 圆柱 坐标 系 (o，p，z) 的 坐标 变换 由 下 式 给 出 


x = pcosg 
y = psing (1A. 1) 


eS 





a) 直角 坐标 系 





c) 球 坐 标 系 
图 1A.1 三 种 坐标 系 
在 直角 坐标 系 中 ， 矢 量 A 可 以 写 为 

A = 8A,+ 9A, +2A, (1A. 2) 
式 中 ，t, 了 和 2 是 直角 坐标 系 中 的 单位 矢量 ，A;、A, MA. EREA 在 直角 坐标 系 中 的 各 
个 分 量 。 我 们 也 可 以 将 4 写 为 

A=7A,+jA,+2A, (1A. 3) 
AF, A 、7 和 & 是 单位 矢量 ，A,、A。 MA. 是 圆柱 坐标 系 中 的 矢量 分 量 。 可 以 证 明 
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A A 分 o 
£ = F cosg — jsing 
f 








ĵ =? sing + jcos 
T= (1A. 4) 
因此 ， 由 
A= (F cosg— jsing)A, + (F cosp — jsing) A, + 2A, 
A= 7(A,cosg+ A,sing) — j7(A,sing + A,cosg) + 2A, (1A. 5) 
这 样 
A,= A,cosg + A,sing 
A,=— Asing + A,cosg 
A= Ay (1A. 6) 
ESR AT DA FA a A Be 
A, cosp sing 0] [A: A, 
A,|= - sing coso j | i = [A] K (1A. 7) 
A, 0 0 1)[A, A, 
JEP, Fa RE 
cosp sing 0 
[A]. = | 一 sinp cosp 0 (1A. 8) 
0 0 1 








是 从 直角 坐标 系 到 圆柱 坐标 系 的 变换 矩阵 。 因 为 LA],- 是 一 个 正 交 单 位 矩阵 ( 它 的 逆 矩 阵 等 
于 其 转 置 矩 阵 )， 所 以 从 圆柱 坐标 系 到 直角 坐标 系 的 变换 矩阵 可 以 写成 如 下 形式 








cosp —sing 0 
[A], = [A] = [A]; = |sinp cosp 0 (1A. 9) 
0 0 1 
A, cosp —sing 0 $ 
kl- D coso j | i (1A. 10) 
A, 0 0 1| LA. 
A,= A,cosg — A,sing 
A,= A,sing + A,cos@ 
A,=A, (1A. 11) 
1A. 1.2 圆柱 坐标 系 到 球 坐 标 系 (和 球 坐 标 系 到 圆柱 坐标 系 ) 的 变换 
由 图 1A. lc， 可 以 看 到 圆柱 坐标 系 和 球 坐 标 系 之 间 的 关系 为 
p= rsing 
z = rcos (1A. 12) 
用 与 前 一 节 相似 的 方法 ， 可 以 证 明 
A. 一 Asing 十 A-cosb 
A, 一 Acosg 一 A-sinb (1A. 13) 


因此 
=A 


有 


A, sind 0 cosé A, 
A,|= |cos@ 0 —sin@| |A, (1A. 14) 
P 


A 0 1 0 A, 


e 


或 者 ， 用 和 矩阵 的 形式 可 以 记 为 
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sind 0 cosb 
[A]., = jcosg 0 一 sing 
0 1 0 


由 于 和 抢 阵 [4]。. 是 正 交 单 位 和 矩阵， 所 以 它 的 逆 矩 阵 为 


sind cos@ 0 
[A]. = [A]; = [A] = | 0 0 1 


cosé —sin@ 0 


由 球 坐 标 系 到 圆柱 坐标 系 的 变换 可 以 由 下 式 来 表示 








A, sind cos@ 0] TA, 
A, —= 0 0 1 0 
A, cosb — sinf 0 is 


A,= A,sin@ + A,cosd 
A= A, 
A.= A,cos@ — A,sing 


| 


1A. 1.3 ”直角 坐标 系 到 球 坐 标 系 ( 球 坐 标 系 到 直角 坐标 系 ) 的 变换 
由 图 1A. lc， 可 以 看 到 直角 坐标 系 和 球 坐 标 系 之 间 的 联系 为 


或 者 


以 及 球 坐 标 系 中 的 各 个 分 量 和 直角 坐标 系 中 的 各 个 分 量 之 间 的 关系 由 下 式 给 出 


x = rsinécosp 


y= rsinésing 


x= rcos@ 


A,= A,sinfcosg + A,sin@sing + A. cos 
A= A,cosécosg + A,cosésing — A. sinô 
A,=— Asing + A,cosp 


写 为 矩阵 的 形式 ， 有 





A, singcosp sin@sing cosô | [A, 
| = oon cosgOsinp — J z 
A, A, 
sinfcosp sin@sing cos 
CA ke = soto cosgsinp — in 


— sing cose 0 


— sing cose 0 


HWEL] EERME, rA E WE E h FRA H 


[A]: = 


[Aj = [A] = 


sinfcosg cosĝcosø 
sinĝsing cos@sing 


cos? — sinĝ 


而 由 球 坐 标 系 到 直角 坐标 系 的 变换 可 以 由 下 式 来 表示 


A, |= 


singsinp cosgsinp cosp | | A, 
A, A 
A,= A,sinOcosg + A,cosécosg — A, sing 





oo cosgcosp p i 


cos@ — sinĝ 0 


A,= A,sin@sing + A,cosésing 十 Aucosp 
A.= A,cos@ — A,sin@ 


| 


| 


coso 
0 


= “i 


(1A. 


AA. 


CTA 


AA. 


(1A. 


(1A. 


GA. 


(1A. 


(1A. 


(1A. 


AA. 


15) 


16) 


17) 


18) 


19) 


20) 


21) 


22) 


23) 


24) 


25) 
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1A. 2 矢量 微分 算 子 


微分 算 子 通常 包括 一 个 标量 函数 的 梯度 (YY) ， 一 个 矢量 函数 的 散 度 (VY。A)， 一 个 矢 
量 函 数 的 旋 度 (VXA), 一 个 标量 函数 的 拉 普 拉 斯 算 子 (Vy)， 和 一 个 矢量 函数 的 拉 普 拉 斯 
算 子 (YA)。 下 面 将 分 别 在 直角 坐标 系 、 圆 柱 坐 标 系 和 球 坐 标 系 中 给 出 这 些 算 子 的 展开 


形式 。 
1A.2.1 直角 坐标 系 
— $Y, 5g zə% 
=t I a a 


— OA, , OA, , OA, 
k ae ae 











这 了 了 2 
A, Ay A 


2 2 2 
vevp =V y= S84 59459 


VA = &V°A, + fv’ A, +V’ A 
1A.2.2 圆柱 坐标 系 


vy= F mn ere ag 2 ov 





p dQ “az 
v- n= 1 Bp Ht 24, 
Vx A= Go man, (2-2) e(1 2 21a, 
vo LBM ENE 


V’A=V(Vs A) 一 YXVX 


A 
2 2 
oA, PABA Pig. de DA A A pA) 


VA=F 
ag p dp p pop ø dp az 




















iii 
1A. 2. 3 RARA 
WT HSS tl ae 
y- a= 5c PA) +— — glina, ee 





van ilian -A BI Bk — Bea] 


QA. 


AA. 


0 


oy 


QA. 
(1A. 
CLA, 


(A. 
GA. 
) GA. 


(1A. 
QA. 


GA. 


(1A. 


(A. 


26) 


27) 


28) 
29) 
30) 


31) 


32) 


33) 


34) 


35) 


36) 


37) 


38) 
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诗人 oo -对 


V’ y= = 2(r St)+ l 2 (sing W) 1 oy 





















































ror\ Ər) rsing rsin’0 dg 
VA=V(V- A) 一 YXVX A 
Ja af? Ar; 2 3A- 2 1 A, , cot ƏA, 1 
V 4 一 ê( or r or r’ -+ > 十 r’? d rsin0 og 
E Bl testy, 2 Bh) 
r 30 re 8 sino 3 
(3A, 234 _As ,1 As, cot OA, 
十 四 or’ ty Br 7r2zsin20 r t d0 
1 A, , 2 A, 2cot BA, 
r° sin’@ P r 36 lioa ki 
oA we oA, 
9 Ag 2A; as 
+A or +4 r or r’ sin? ra EJ 





1 SA 2 OA, Feot? he 
rsin'@ dg rising dg | r’sind dg 


1A.3 矢量 恒等式 


1A. 3. 1 加 法 和 乘法 
A.A=|A|:=A’ 


4.4' = JAA 
A+B=B+4+A 
A+B=B-A 


AXB=—BXA 
(A+ B)+C=A+C+B-C 
(A+B) XC=AXC+BXC 
A+BXC=B-CXA=C:AXB 
AX (BX C) = (A+ C)B— (A+ BDC 
(AX B)» (CX D)=A+BX(CXD) 
=A-+ (B+ DC —B » CD) 
= (A.O(B.D)—(4.D)(B.O) 
(A X B) X (CX D) = (4XxXB.D)C—(AXB.OD 


1A.3.2 微分 


V. (VX A) = 0 
VXV% = 0 

VC 十 内 =Ve+V¢ 

Vl) = gv + No 
V. (A+B) =V- AT 二 V' B 
VX (A+ B) =VX A +VX B 
V. (yA) =A VV 十 YA 
VX (YA) =V~XA+YVXA 








GA. 


(1A. 
(1A. 
(1A. 
AA. 
GA. 
(1A. 
(1A. 
(1A. 
(1A. 


(1A. 
dA. 


(1A. 
QA. 
GA. 
(1A. 
(1A. 
GA. 
(IA. 
(1A. 


(1A. 39) 


(1A. 40) 
(1A. 41) 


42) 


43) 
44) 
45) 
46) 
47) 
48) 
49) 
50) 
51) 


52) 
53) 


54) 
55) 
56) 
57) 
58) 
59) 
60) 
61) 
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V(A + B) = (A V)B+ (B-V)A+A X (VX B) + BX (VX A) (1A. 62) 


V- (AX B) = B-VXA—A+VXB (1A. 63) 
VX (AX B) = AV- B— BV- A + (B-V)A— (A -V)B (1A. 64) 
VXVX A =V (V° A) 一 V24 (1A. 65) 
1A. 3.3 积分 
中 4 -ål = || vx A) .dS (斯 托 克 斯 定理 ) (1A. 66) 
Ẹ Ads = ||, cv. aav ( 获 度 定理 ) (1A. 67) 
S 
db (ax ards = |] «vx nav (1A. 68) 
fh yds = 由 .wav (1A. 69) 
$ gat = || â xvyds (GA. 70) 
C S 
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附录 1B 


H Jer oe A iat AS DE 
1B. 1 静电 学 
基本 方程 是 
VX E=0 (1B. 1) 
众所周知 ， 任 何 一 个 标量 函数 的 梯度 的 旋 度 恒 等 于 0， 即 
VX [任意 标量 函数 的 梯度 ] 寺 0 (1B. 2) 
因此 ，E 可 以 表示 为 一 个 标量 函数 y 的 梯度 (静电 场 中 的 电位 )。 令 
E =—Vġ (1B. 3) 
RPH y 满 足 泊 松 方程 
i A (1B. 4) 


在 任意 一 点 P， 方 程式 式 (1B. 4) 的 解 是 


(r) 7 
gr) = T, Gale et (1B. 5) 


AP, p 是 体积 w” 中 的 体 电荷 密度 ， 如 图 1B. 1 所 示 。 


O 
1B.1 静电 场 问题 


1B.2 BRF 
基本 方程 是 
vV-B=0 (1B. 6) 
众所周知 ， 任 何 一 个 矢量 函数 的 旋 度 的 散 度 恒 等 于 0， 即 
V， [任意 矢量 函数 的 旋 度 ] 三 0 (1B. 7) 
因此 ， 如 可 以 表示 为 一 个 矢量 函数 4 的 旋 度 ， 如 下 式 所 示 
B =VX A (1B. 8) 
磁 矢 位 A 满足 矢量 泊 松 方程 
VA =— pJ (1B. 9) 


在 导出 式 (1B.9) 时 ， 我 们 利用 了 安培 定律 YX 五 王 J， 并 选择 Y。， A=0, EFEM— A 


卫 ， 方 程式 式 (1B. 9) 的 解 是 


/ 
an= |] ev’ (1B. 10) 
v 4xi|r—r 


附录 IB Hait AS 


H. 
V-A=0 GB. 
1B.3 时 变 场 情况 
我 们 知道 
V. 了 一 0 (1B. 
和 
B =VX A (GB. 
但 是 
— oB 
WES (B. 
根据 式 (1B. 13) MCB. 14), ， 可 以 得 到 
VX E+ Ê(VX A) =0 (B. 
3a4\、_ 
VX (E+ S)= 0 GB. 
因此 ， 由 式 (1B. 2) MH, E+A/3) T URR AT te eR y( 电 位 ) 的 梯度 
E =—vy— 2A GB. 


ot 


现在 ， 我 们 推导 4 Ay 所 满足 的 方程 ， 并 且 我 们 希望 在 这 些 方程 中 不 包含 和 H。 


们 希望 时 变 情况 下 的 方程 与 式 (1B. 4) 和 式 (1B. 9) 相 对 应 。 从 下 式 开始 





V- D= py (B. 
利用 式 (1B. 18) 和 式 (1B. 17) 及 关系 式 D 二 eE ， 可 以 得 到 
V+ eE = eV» E = ev. [-vy— %] = py (B. 
2 
YY 二 BY 人 > (B. 
类 似 地 ， 从 下 式 开 始 
eee 
VA P= J+ (1B. 
= ƏD _ OE _ 9(_yy—2A 
VX B= p +p So = Wd tee So = Wd te =( vy SF} (1B. 
由 于 
VX B =VX (VX A) =V(V. A) -V°A GB. 
i ee 
YY A) -VA = ph — en SS suv (5) (1B. 
tin TA uly Op) _ _ 
ViA— eu So v(v A+ ep =| wd (1B. 


11) 


25) 


方程 式 式 (1B. 20 MKB. 25) 是 相互 耦合 的 ， 即 在 每 一 个 方程 中 均 会 出 现 函 数 少 和 
A. 在 静态 情况 下 ， 得 到 了 对 于 y MA 的 无 耦合 方程 ( 式 (1B. 4) 和 式 (1B.9))。 仅 当 一 个 矢 
量 的 旋 度 和 散 度 在 每 一 点 都 确定 时 ， 这 个 矢量 才 是 唯一 确定 的 。 在 静态 情况 下 ， 规 定 4 的 
MEST B, BVXA=B, HAMMERS O, HV. A=0, THB A 唯一 确定 。 在 时 变 
情况 中 ， 规 定 4 的 旋 度 为 B， 但 是 没有 确定 它 的 散 度 。 从 式 (1B. 25) 可 以 看 到 ， 如 果 规 定 


CBE KATP) 


Ve Aten = 0 (1B. 


26) 
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么 ， 方 程式 式 (1B. i 不 再 出 现在 方程 中 ) : 





V'A — eu SF =— (1B. 27) 
进一步 地 ， 如 果 将 式 (1B. 26) 代 入 式 (1B. 20) 中 ， 就 可 以 消去 和 A， 此 时 得 到 
V9 十 总 (一 oe) —— ee (1B. 28) 
即 
TENNE A, A i 
V'y— eu SP =. (1B. 29) 


这 也 是 一 个 无 耦合 的 方程 。 
方程 式 式 (1B. 27) 和 式 (1B. 29) 称 为 波动 方程 。 虽 然 泊 松 方程 是 静态 情况 中 的 控制 方 


程 ， 但 是 波动 方程 却 是 时 变现 象 中 的 控制 方程 。 
在 自由 空间 中 ， Ky, 其 中 c 是 光速 。 注 意 ,c 很 大 ， 但 却 是 有 限 的 。 
在 自由 空间 中 ， 式 (1B. 29) 变 为 


a (1B. 30) 
如 果 让 1/c->0， 也 即 c 一 co ， 这 个 方程 将 趋 于 式 (1B. 4). A iR aa EAN 
后 解释 。 如 图 1B. 2 所 示 ， 考 虑 在 A 点 有 一 个 电荷 Q。 表 1B. 1 中 总 结 了 静态 和 动态 情况 的 


对 比 关 系 。 
e 
Pa 
Q 
A 
图 1B.2 A 点 处 的 一 个 电荷 Q 在 静态 和 动态 情况 下 的 对 比 
表 1B. 1 静态 和 动态 情况 下 的 一 个 点 电荷 对 比 
静态 情况 动态 情况 
对 于 一 个 静 点 电荷 Q， 如 果 假 定 影响 是 朋 时 的 ,可 以 。 对 于 一 个 时 变 点 电荷 QCD, 
写 为 y 一 而 避 .任意 一 点 的 影响 都 是 己 时 感觉 到 WDE ES 
Hj (coo) 


R 
_ b=) 
ga) = -e 
如 果 假 定 原因 和 效果 不 是 瞬时 联系 的 ，P 点 的 电位 是 由 
前 一 时 刻 的 电荷 产生 的 。 滞 后 时 间 是 这 个 影响 传播 所 经 





历 的 时 间 
对 于 一 个 密度 为 pv 的 体积 电荷 ， 其 解 为 
py(t — Rap/c) Ley / 
vir) = |], eV’ = T. ow (1B. 31) 


AF, 


附录 1B 滞后 位 和 静态 位 


[py J = py (e— “#) 


JE Jes ENV ch ip 
如 图 1B. 3 所 示 ， 有 一 根 很 短 的 细 线 电流 (长 度 =/)， 载 有 电流 T= In coset). 





Th eT 
l<<d 
4=clf 

fro/2n 


1B. 3 RRS 





此 时 ， 有 
A(r,t) = a], Wav’ = yo f lar (1B. 32) 
对 于 I=Iycos(wt), Hef 
[I] = I,cosw(¢— =)= Reli e ) (1B. 33) 
Art) = Re| o1 f 3 ae’ 2 (1B. 34) 
A(r,t) = Re| po Toe | = Jaz 2 (1B. 35) 
如 果 IKA, WA 
A. (r,t) = Re siale” "a (1B. 36) 
最 后 ， 得 到 A. 为 
A. = ah < 
1B. 4 一 维 波动 方程 的 解 
在 解释 迟 后 效应 时 ， 假 定 下 式 的 解 
viy-4 Žž =0 (1B. 37) 
式 中 c 是 光速 。 对 于 一 维 情况 y= 二 y(z，z) ， 让 我 们 求解 式 (1B. 37), Bil 
ep E (1B. 38) 


Ə? Ot? 
令 少 的 拉 普 拉 斯 变换 为 下 ， 它 可 以 写 为 
Ly] =| yede = F (1B. 39) 
XIR CAB. 37) 进 行 变换 ， 可 以 得 到 
SE 一 点 [9 下 一 %y(z,0) —y (2,0) =0 (1B. 40) 
如 果 初 始 条 件 等 于 0， 则 
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dF z 
一 
Si(t-z/v) 
t=0 
Zz 
f(t-z/v) 
t=1 
ia Zz 
f(t-z/v) 
t=2 


1B.4 fi(t 一 z/c) 是 沿 十 z 轴 方 向 以 速度 v=c 运动 的 脉冲 f1(2) 


于 是 ， 有 
F a F, (s)e—/0# + F, (s)e/O 


GB. 41) 


(1B. 42) 


MR fi. CO=L" {FOA OSL {Fu(s)}， 那 么 利用 平移 定理 ， 即 LL[f(t 一 a)] 二 


e“F(s)， 可 以 得 到 
past) = fi(t—=)+ f.(e+ =) 
式 (1B. 43) 就 是 方程 式 式 (1B. 38) 的 解 。 


(1B. 43) 


考虑 有 1(2) 二 6(t) 的 情况 。 此 时 ，fi (1 一 z/c) 是 一 个 相对 于 作者 以 速度 v 沿 十 z 轴 方 向 


运动 的 脉冲 f1(t)， 如 图 1B. 4 所 描绘 的 那样 。 


附录 ] C 
坡 印 廷 定理 


坡 印 廷 定理 是 一 个 能 量 守 恒定 理 。 因 为 这 个 定理 可 以 从 麦克 斯 韦 方程 中 导出 ， 所 以 它 
表明 了 麦克 斯 韦 方 程 与 能 量 守 恒 的 最 普遍 定理 是 一 致 的 。 
根据 式 (1. 1)， 可 得 


H-vVXE=—H- aE (1C. 1) 
根据 式 (1. 2)， 可 得 
E-VXH=E+J+E-2 


ARAC. 1) 中 减 去 式 (1C. 2) ， 并 利用 矢量 恒等式 


(1C. 2) 


H -VX E— E -VX H =V. (EX H) (1C. 3) 
可 以 得 到 
V: (EX ID =—H- Sg. P E.J (1C. 4) 
在 体积 V 中 对 式 (1C. 4) 两 边 进行 积分 ， 并 利用 散 度 定理 (参见 附录 1A)， 可 以 得 到 
fs ; as+ |] [e- PH Bav + f| tE -sav (1C. 5) 
式 中 ，S 是 包围 体积 V 的 闭合 曲面 。 方 程式 式 (1C. 5) 左 端的 第 二 项 可 以 写 为 
2 ((GE+D+3B-H)a (1C. 6) 


对 于 各 向 同性 媒质 情况 ， 因 为 


ə =p. P 4 2E , p = 2g . 2D 
A E D) Es a D = a aC. 7) 
i] = . ƏB oH . 一 . oB 
DH (1C. 8) 


Aik, RAC 5) 可 以 重新 写 为 
1 


$s -ds+2 (fE-D+3B-H)av+|] (E+ DdV = 0 (1c. 9) 
sS aż v 2 2 Vv 


对 无 源 但 是 有 损耗 的 简单 媒质 情况 ， 让 我 们 来 解释 式 (1C. 9) 。 如 果 S 代表 电磁 功率 密 
度 ， 那 么 第 一 项 就 表示 流出 闭合 曲面 $ 的 净 功 率 。 第 二 项 是 在 闭合 曲面 内 储存 的 电场 能 和 
磁场 能 增加 的 速率 。 第 三 项 是 由 于 电磁 能 转化 为 热能 所 引起 的 欧姆 功率 损耗 。 储 存 的 电磁 
能 量 减 小 的 速率 提供 了 离开 闭合 曲面 及 由 有 损耗 媒质 产生 的 不 可 逆 的 功率 损耗 。 


附录 | D 
麦克 斯 韦 方 程 的 低频 近似 : R、L、C 和 忆 阻 器 M 


1D.1 引言 


广泛 应 用 于 低频 电气 工程 中 的 电路 理论 是 麦克 斯 韦 方 程 的 一 种 低频 近似 结果 。 电 路 
理论 系统 地 阐述 了 二 端 电 路 元 件 ， 例如， 电阻 (R)、 电 感 (LL) 和 电容 (C)。Fano 等 人 中 
根据 时 变 参数 a 把 电路 理论 看 做 一 种 准 静 态 近 似 结果 来 加 以 讨论 ， 时 变 参数 a 用 于 把 电 
磁场 展开 成 寡 级 数 形 式 。 可 以 证 明 ， 利 用 零 阶 和 一 阶 解 的 某 种 组 合 就 能 得 到 典型 元 件 
R, LAC., Chua 指出， 基于 电荷 qO 和 磁 通 @。(t 之 间 的 关系 ， 可 以 构造 一 个 称 为 忆 
阻 器 (记忆 十 电阻 器 ) 的 新 电路 元 件 M。 最 近 已 经 实现 的 这 样 一 个 二 端 元 件 中 具有 有 趣 的 
特性 和 应 用 。 


1D.2 时 变 参 数 


在 得 到 准 静 态 解 之 前 ， 首 先 考 虑 通过 改变 激励 的 时 间 尺 度 所 能 得 到 的 解 的 集合 。 作 
为 一 个 例子 ,假定 激励 是 p(x,y,z,t)， 现 在 考虑 激励 为 p(x,y,z,at) 时 解 的 集合 ， 其 中 
称 为 时 变 参数 。 可 以 利用 下 式 的 变量 重新 写 出 麦克 斯 韦 方程 

t= at (1D. 1) 


此 时 ， 有 
ƏB _ oBor_ 3B 
Bt ara “ar eke 
现在 ， 麦 克 斯 韦 方 程式 (1. 1) 一 式 (1.4) 可 以 写 为 
VX EG = 2 22.0) GD. 3) 
Ər 
XHGF,D) = J+a (rn) (1D. 4) 
V+ DG.r) = py (F,r) (1D. 5) 
V-BG,n=0 (1D. 6) 
Tost (1. 5) 变 为 
VxXIG.r) = 一 “如 (1D. 7) 
由 于 场 量 是 7"、r 和 参数 a 的 函数 ， 因 此 它们 可 以 用 a ERF ARRAES 
巨 (7,rya) = E,(7,7) taki For) +e E, (Fr) 十 … (1D. 8a) 
式 中 
rr a 1 JEF, tsa) = ams 
Erd A pr J R= (1D. 8b) 


VXE=VXE, +aVXE, +e VXE, + 
如 果 使 用 相同 的 寡 级 数 表达 式 ， 并 在 式 (1D. 3) 一 式 (1D. 7) PARRA, BH a 
的 相同 寡 次 项 ， 例 如 ， 可 以 得 到 
OB, 


VX E +a(V XE, + = 





+a? (Vx E, +22) +- = 0 (1D. 9) 
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基于 式 (1D. 4) 一 式 (1D. 9) ， 可 以 得 到 类 似 的 方程 。 
对 于 所 有 的 <c， 必 须 使 方程 式 (1D. 9) 得 到 满足 。 仅 当 a 的 所 有 寡 次 项 的 系数 都 等 于 零 
时 ， 这 个 条 件 才 能 得 到 满足 。 因 此 ， 可 以 得 到 如 下 的 一 系列 方程 








VXE.=0 (1D. 10) 
VXHo=Jo GD. 11) 
VX Je=0 (1D. 12) 
v XE = aB, (1D. 13) 
or 
Tx 五 = 了 + (1D. 14) 
or 
Vx J, =— 20 GD. 15) 


T 
我 们 可 以 得 到 像 式 (1D. 13) ~R 1D. 15) 一 样 的 更 高 阶 方程 组 。 但 是 应 该 注意 ， 由 式 
(1D. 5) 和 式 (1D. 6), ， 可 以 得 到 
V-D. = pv (1D. 16) 
Vv 0, k=0,1,2,°% (1D. 17) 


1D.3 PRSH R, LMC 


电路 元 件 R 可 以 看 成 方程 式 (1D. 10) 和 式 (1D. 1D 的 零 阶 解 。 对 于 电阻 器 及 来 说 ， 与 
零 阶 场 相 比较 ， 一 阶 电场 和 磁场 是 可 以 忽略 的 。 零 阶 电场 和 零 阶 磁场 之 间 关 系 的 这 种 特点 
使 得 一 个 纯 电 阻 器 具有 无 记忆 的 瞬 态 关系 式 。 它 的 集 总 参数 描述 形式 就 是 如 下 式 所 示 的 欧 
姆 定律 

V(t) = RI) (1D. 18) 

如 果 仅 一 阶 磁 场 可 以 忽略 不 计 ， 但 一 阶 电场 不 可 以 忽略 ， 那 么 这 样 的 系统 可 看 做 一 个 

电阻 器 与 一 个 电感 器 的 串联 和 。 它 的 集 总 参数 表示 形式 是 


Vit) = RIC 十 工时 (1D. 19) 


另 一 方面 ， 仅 当 一 阶 电场 可 以 忽略 不 计 ， 但 是 一 阶 磁场 不 可 以 忽略 时 ， 这 样 的 系统 可 
看 做 一 个 电阻 器 (电导 G 一 1/R) 与 一 个 电容 器 C 的 并 联 。 在 这 种 情况 下 ， 集 总 参数 的 表示 
形式 是 


TCD =GV@) +c (1D. 20) 
利用 相关 的 麦克 斯 韦 方 程 的 积分 形式 和 材料 的 本 构 关 系 式 
J = (1D. 21) 
B=y,H (1D. 22) 
D= Æ (1D. 23) 
可 以 得 到 式 (1D. 19) 和 式 (1D. 20), HHAH R, G, LAC 


1D.4 忆 阻 器 


Fano 等 人 局 没有 考虑 一 阶 场 E 和 H, 不 可 以 忽略 的 情况 ,即使 说 这 样 的 情况 是 与 电路 
理论 无 关 的 。 在 这 样 一 种 近似 条 件 的 情况 下 ,Chuar5 认为 会 得 到 一 个 二 端 元 件 , 这 个 元 件 的 
电荷 q(2) (一 阶 电 位 移 矢量 D, 的 面积 分 ) 和 磁 通 B,(1) (一 阶 B 场 的 面积 分 ) 相 关 。 这 些 近 
似 条 件 是 : (i ) 两 个 零 阶 场 量 相对 于 一 阶 场 量 都 可 以 忽略 不 计 ; (ii ?元件 的 材料 是 非 线 
性 的 。 
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非 线 性 关系 式 是 

Jı= gŒ) GD. 24) 

B,= B( 互 ,) (1D. 25) 

D= DC) (1D. 26) 

VX Hi= g(E,) (1D. 27) 

E = f) (1D. 28) 

由 此 得 到 

D, = g(B,) (1D. 29) 


KD. 29) 给 出 了 D, 和 By 之 间 的 瞬时 (无 记忆 的 ) 关 系 式 。 

从 物理 本 质 上 来 看 ， 实 际 的 忆 阻 器 元 件 应 该 是 交流 元 件 ; 和 否则， 直流电 磁场 将 会 产生 
不 可 忽略 的 零 阶 场 。 

用 集 总 变量 和 参数 ， 可 以 写 出 





V= RIG) = fa(D (1D. 30) 
q(t)= CV) = FeV) GD. 31) 
& i= Ld = A) (1D. 32) 
对 于 忆 阻 器 ， 可 以 写 出 
WO = fate (1D. 33) 
对 于 电荷 控制 型 忆 阻 器 ， 可 以 写 出 
dB。 dfu dg 
ane T (D. 34) 
v= ica) (1D. 35) 
dq 
其 中 
dfu _ 
= M(q) (1D. 36) 


是 增 量 忆 阻 (单位 是 欧姆 ) 。 
对 于 基于 蚀刻 技术 的 HP {ZR AES, RAE 


M(q) = Rose (1—40) 


式 中 

p=2 CWb) 
KH, y 是 平均 漂移 迁移 率 ， 是 薄膜 (二 氧化 钛 ) 厚 度 。Rore 和 Ros 分别 是 电阻 的 “ 关 ” 与 
“ 开 ” 两 种 状态 。 元 件 是 一 个 TiO, 结 ， 其 中 在 一 边 掺 杂 了 正 离子 ， 而 在 另 一 边 没有 摊 杂 。 
挫 杂 区 域 的 厚度 w 取决 于 流 过 元 件 的 电荷 。 描 述 电 荷 流 动 过 程 的 状态 方程 可 以 写 为 


D a i (t) 





式 中 


1D. 1 给 出 了 在 文献 [1 中 建议 使 用 的 符号 及 9 HDn 的 关系 曲线 。 
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I 






1(#) =dg/dt 
V(t) =d®,/at 





140) M 


图 1D.1 人 忆 阻 器 及 其 9 AO, 的 关系 曲线 


忆 阻 器 是 一 个 无 源 二 端 元 件 。 当 VG()==0 和 I(t)= 二 0 时 ， 它 不 能 储存 能 量 。 当 频率 趋 
于 无 穷 大 时 ， 忆 阻 器 就 像 是 一 个 线性 电阻 器 ， 而 在 低频 时 ， 它 就 像 是 一 个 非 线 性 电阻 器 。 

当 电 流 的 时 间 积 分 保持 在 一 定 的 范围 内 时 ， 忆 阻 器 有 一 个 近似 线性 的 电荷 -电阻 关系 
的 工作 区 域 。 忆 阻 器 在 纳米 电子 存储 器 、 计 算 机 逻辑 和 神经 形态 Cneuromorphic) 计 算 机 组 
织 结构 方面 都 有 许多 应 用 。 

理想 地 说 ， 忆 阻 器 元 件 记 忆 过 去 流 过 它 的 电荷 量 。 当 电流 中 止 时 ， 忆 阻 器 元 件 记 住 它 
最 后 状态 所 具有 的 电阻 。 当 电荷 流动 又 重新 开始 时 ， 电 路 的 电阻 将 是 它 最 后 一 次 工作 时 的 
电阻 值 。 

总 而 言 之 ， 不 像 电 阻 那样 其 值 取决 于 瞬时 电压 和 电流 的 比值 ， 忆 阻 器 的 电阻 取决 于 输 
人 电压 的 积分 与 输入 电流 的 积分 的 比值 。 


由 于 | Vde 一 @。 和 | Idt =a, 它 是 决定 忆 阻 器 性 能 的 Da Al 之 间 的 函数 关系 式 。 如 


果 这 个 关系 式 是 线性 的 ， 它 就 与 电阻 器 RR 相同 。 
这 是 一 个 有 很 多 潜在 应 用 和 发 展 的 研究 领域 。 
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附录 2A 


当 趋 肤 深 度 5 与 导线 半径 a 可 比拟 时 
圆 导线 的 交流 电阻 


我 们 已 经 在 2. 2 节 中 证 明 过 ， 在 良 导 体 中 ， 参 数 a 和 8B 由 6 “所 决定 。 在 得 到 这 个 结 
果 时 ， 假 定 损耗 正切 T==o./we 很 大 。 另 一 种 表示 近似 的 方法 是 ， 与 传导 电流 密度 oc.E 相 
比 ， 位 移 电 流 密度 jwe 五 可 忽略 不 计 。 在 这 种 情况 下 ， 忽 略 式 (2. 4) 中 右 端的 第 一 项 ， 可 以 
得 到 传播 常数 y= jk 


F =— k = japo = 2xfyoe”™” (2A. 1) 
Ht ET =o EWR AT BA 
VI — jopo. J = 0 (2A. 2) 
对 于 这 里 所 考虑 的 一 维 圆 柱 体 问题 ， 有 
了 一 2J(o) (2A. 3) 
根据 式 (2A. 2)， 可 以 得 到 
Soto ae ena) =ð (2A. 4) 


这 个 方程 的 解 就 是 在 2. 15 节 中 考虑 过 的 贝 塞 尔 函 数 ， 由 于 在 原点 处 电流 密度 是 有 限 的 ， 
因此 舍弃 函数 yo ， 而 选择 函数 Jo : 


J = AJ (Tp) (2A. 5) 
式 中 
= 一 1/2 
T = J jms, = — (2A. 6) 
P? V2/6 


因为 工 是 复数 ， 所 以 jh (Tp) 也 是 复数 ， 并 具有 实 部 和 虚 部 。 在 很 多 数学 表 中 ， 都 有 
关于 如 下 称 为 Ber(x) 和 Bei(z) 的 特殊 函数 的 定义 : 
Ber(x) = Re[ J Gz) J (2A.7) 
Bei(z) = lIm[J, (jz)] (2A. 8) 
如 果 在 导体 表面 上 的 电流 密度 用 J 来 表示 ， 那 么 在 导线 内 的 电流 密度 可 以 写 为 
Ber(/2p/8) 十 BeiCV2o/6) ， 
Ber(CV2a/6) 十 BeiCV2a/6) 
对 于 两 个 不 同 的 a/6 值 ， 图 2A. 1 所 示 为 |J(o)/J。 | 与 半径 之 间 的 关系 曲线 。 实 线 表 
示 由 式 (2A. 9) 得 到 的 计算 结果 。 虚 线 是 为 了 比较 起 见 ， 它 是 在 假定 如 下 平行 平面 公式 时 
得 到 的 


7(o) =]. 





0<p<a (2A. 9) 


i =e Ph, aye (2A. 10) 


当 a6 时 ， 这 是 一 个 很 好 的 近似 。 与 所 期 望 的 一 样 ， 当 a/6 二 7. 55 时 ， 实 线 和 虚线 很 一 
致 ， 然 而 当 a/6==2. 39 时 ， 它 们 之 间 的 差异 就 相当 大 ， 
根据 式 (1. 40) ， 可 以 求 出 磁场 强度 至 ， 它 仅 有 p 分 量 
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分 =0.239 (对 于 直径 1Imm 的 铜 导线 
=10Hz) 


20.755 (对 于 直径 1mm 的 
铜 导 线 太 10'Hz) 





分 布 


平行 板 公式 fl 


$=0.239 (对 于 直径 1mm 的 





铜 导 线 大 105Hz) 
$=0.755 (对 于 直径 1Imm 
的 铜 导线 大 105Hz) 
外 半径 导线 轴线 外 半径 导线 轴线 外 半径 
a) 在 不 同 频率 时 ， 圆 柱 导 线 内 的 电流 分 布 b) 圆柱 导线 内 的 实际 和 近似 


(平行 平板 公式 ) 分 布 


图 2A.1 圆柱 导线 内 的 电流 分 布 和 近似 分 布 
(经 许可 转载 ， 图片 取 自 Ramo, S., Whinnery, J.R., and Van Duzer, T., Fieldsand Waves in Communication 
Electronics. p. 297. 1967. Copyright Wiley-VCH Verlag GmbH &-Co. KGaA. ) 


























me 1 dE 
i= — 一 (2A. 11) 
” jou do 
H 
ee E S — Je J (To) 
A a T (2A. 12) 
因此 ， 
= CD 
fy be bao T CGC apis 
由 安培 环 路 定律 ， 可 得 
六 A 
2naH,|,-. =— 2na = TaS = (2A. 14) 
单位 长 度 导 体 上 的 内 阻抗 为 
» Elua — Jal Ty (Ta) 
= 一 = 2 — 一 
a T ~ mos Ta) i 
式 (2A. 15) 可 以 分 别 用 式 (2A.7) 和 式 (2A. 8) 定 义 的 Ber 与 Bei 函数 来 表示 ， 有 
r 1, _ R, fBergBer'q — BeigBei’ 
= RelZi] = | Bera F Bera | (a/m) (2A. 16) 
1_ R, BergBer’g + BeigBei’g 
o = Berg t Bera ] (Q/m) (2A. 17) 
式 中 
q ~ ve (2A. 18) 
H 
R, = foe (2A. 19) 
OÔ O: 


图 2A. 2 MRA R'/R, 和 wL;/R. 随 a/6 变化 的 关系 曲线 。 与 所 期 望 的 一 样 ， 当 a/6 趋 
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于 无 穷 大 时 ， 它 们 都 趋 近 于 一 条 值 等 于 1 的 水 平 线 。 





4.0 

3.0 

2.0 

1.0 

0.0 i 

0 1 2 3 4 5 6 7 0 2 4 6 8 #10 12 14 

al5， 半 径 与 透 入 深度 的 比率 al5， 半 径 与 透 入 深度 的 比率 
a) 与 直流 值 相 比 ， 实 导线 的 趋 肤 效应 b) 实 导线 的 趋 肤 效应 与 由 高 频 公 式 
得 到 的 值 的 比较 


图 2A.2 实 导 线 的 趋 肤 效应 关系 曲线 
(经 许可 转载 ， 图 片 取 自 Ramo, S., Whinnery, J.R., and Van Duzer, T., Fieldsand Waves in Communication 
Electronics. p. 297. 1967. Copyright Wiley- VCH Verlag GmbHR&Co. KGaA. ) 
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附录 2B 
传输 线 : 功率 计算 


2B. 1 传输 线 : 功率 计算 


如 图 2B. la 所 示 ， 有 一 段 长 度 为 d 的 传输 线 。 其 等 效 电路 如 图 2B. 1b 所 示 。 






onl 


A 
a) 长 度 为 4 b) 等 效 输入 阻抗 
图 2B. 1 传输线 


一 段 长 度 为 &， 终 端 接 有 负载 Z 的 传输 线 的 输入 阻抗 为 


7 =F ZL + jZ, tan( d) = (1+ Te >) 
h ° Zo +jZotan(ßd) °? (1 二 了 emw) 


可 以 求 出 ， 在 传输 线 输入 端的 电压 为 
Od) = ee = rem +e = We HH me] 




















Z+Z. 
th, Vi 代表 正 向 行 波 ，V。 代表 反射 波 。 重 新 整理 上 式 后 ， 可 以 得 到 
vy — V Zin 
0 (Za + Zine + Py PP) 
ryt +7 Zin 
Vo = Ve ZZ) (em pe) 
在 上 式 中 ， 
二 二 Zi — Zo 
v= > EZ 
平均 人 射 功率 为 
Pi, = Rel 4 W573)" |= Frey S] 
»— 2. ae 
a aes 
平均 反射 功率 为 
Pi.= Re[ + Vo To =- iry Se] 
yin, 
P 3 Z, 
负载 消耗 的 总 功率 为 
ot — i 1 lve |? 2 
Pg= Pi, + Py = gt — [Po |] 


(2B. 1) 


(2B. 2) 


(2B. 3) 


(2B. 4) 


(2B. 5) 


(2B. 6) 


(2B. 7) 


(2B. 8) 
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P= P= mF] 
负载 消耗 的 总 功率 如 图 2B. 2 所 示 。 


2B. 2 传输线: 特殊 情况 Z= Zo 


考虑 图 2B. la 中 所 示 传 输 线 电路 的 特殊 情况 ， 即 有 
Zr 一 Ze， 其 中 Zo 是 传输 线 的 特性 阻抗 。 我 们 将 证 明 ， 如 
果 Z=, WAV, 将 不 依赖 于 Zi。 当 Zs 二 Zo 时， 根据 
式 (2B. 1)， 可 以 得 到 





图 2B. 2 传输 线 电路 中 的 人 射 功 


(1++ Te 8) 
Z_+ Lin = Zo+ Lo Rm 2B.9) 率 和 反射 功率 

将 式 (2B. 1) 和 式 (2B. 9) 代 入 Vi 的 表达 式 式 (2B. 3) 中 

> A+) 

v= e GEST ical (2B. 10) 
z pHa ar ea ) . 
i (1— me) : 

经 过 整理 后 ， 上 式 可 以 写成 

Vi = em (2B. 11) 


可 以 看 出 ， 无 论 ZL 的 值 为 多 少 ， 只 要 Z= Zos 上 式 都 成 立 。 


Be DC 
史密斯 圆 图 简介 


史密斯 圆 图 是 一 种 图 解 辅助 方法 或 计算 图 表 ” ， 作 为 一 种 辅助 方法 ， 在 无 线 电 工程 中 用 
于 帮助 求解 传输 线 和 匹配 电路 的 问题 。 基 于 反射 系数 这 个 关系 式 可 以 建立 史密斯 圆 图 











Zi — Lo 
p= Z TZ (2C. 1) 
若 让 工 轴 是 反射 系数 的 实 部 CT.)，y 轴 是 反射 系数 的 虚 部 (有 ) ， 这 里 就 有 
sl (2C. 2) 
在 史密斯 圆 图 中 ， 所 画 出 的 负载 阻抗 是 用 特性 阻抗 Zo 进行 归 一 化 后 的 结果 
z 。 _ 4 __ Ry tix, 
和 (2C. 3) 
反射 系数 可 以 表示 为 
AD 一 1 
pP E (2C. 4) 
以 及 负载 阻抗 可 以 表示 为 
e oa (2C. 5) 
如 果 采 用 极 坐 标 表示 形式 ，|T| Aloe 将 分 别 是 卫 的 幅 值 和 相 角 ， 如 图 2C. 1 所 示 。 
利用 式 (2C. 2) 和 式 (2C. 3)， 经 过 整理 后 ， 可 以 得 到 z 的 实 T 
部 和 虚 部 分 别 为 
= 1 一 下 =r? Val 
= Rai (2C. 6) js 
= rag 
z= FN (2C. 7) p ai r, 
在 进行 进一步 的 代数 运算 后 ， 可 以 得 到 
2 1 2 
rey) t= (rts aca 


1\2 1x2 图 2C.1 史密斯 圆 图 的 
(P.—1)? + pia) = (=) (2C. 9) 极 坐 标 表示 

式 (2C. 8) 是 由 电阻 > 所 确定 的 一 簇 偏 心 圆 的 方程 。 这 些 圆 的 圆心 位 于 点 卫 王 "/ (1 十 r) 和 工 二 0 

(在 工 轴 上 )， 圆 的 半径 等 于 1/0+r). 4 r=0 时 ， 这 是 一 个 圆心 在 原点 ， 而 半径 为 1 HA 

(单位 圆 ) 。 另 一 方面 ， 如 果 r 王 cc， 则 圆心 位 于 (1，0)， 半 径 等 于 0。 因 此 ， 当 一 co 时 ， 

式 (2C. 8) 表 示 在 卫 实 轴 上 的 一 个 点 ， 这 个 点 位 于 单位 圆 的 最 右 端 。 如 果 r=, ROC. 8) 表 示 

一 个 圆心 在 (1/2，0)， 半 径 等 于 1/2 的 圆 。 在 图 2C.2 中 ， 画 出 了 这 些 圆 以 及 半径 > 一 1/2 和 
2 这 两 个 圆 。 注 意 ， 这 些 圆 的 圆心 都 在 正 工 轴 上 ， 并 通过 工 .二 1 和 工 ==0 WA. 

AOC. 9) 也 是 一 簇 偏 心 圆 的 方程 ， 此 时 加 心 位 于 T= 二 1 和 工 二 1/x， 圆 的 半径 等 于 1/z. 

当 z== 士 co 时 ， 这 个 方程 表示 一 个 圆心 在 (，0) 点 和 半径 等 于 0 的 圆 ， 这 也 是 位 于 单位 圆 最 

右 端 的 一 个 点 。 如 果 z= 二 1， 这 是 一 个 圆心 在 本 =1 十 1 和 半径 为 1 的 圆 。 由 于 | 了 | 总 是 小 于 或 

等 于 1， 我 们 仅 画 出 了 这 些 圆 在 图 2C. 2 中 所 示 单 位 圆 内 的 那 一 部 分 。 图 2C. 3 所 示 是 许多 条 

对 应 不 同 z 值 的 这 些 圆 在 单位 圆 内 的 部 分 。 注 意 ， 表 示 z=0 的 圆 是 沿 工 轴 的 ， 因 为 这 个 圆 的 
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圆心 沿 工 = 二 1 轴 向 ce 移动 ， 且 半径 也 成 为 无 穷 大 。 从 图 2C.4 中 可 以 看 到 ， 式 (2C. 8) 和 
ROC. 9) 所 表示 的 这 两 徐 圆 都 同时 画 在 了 史密斯 圆 图 中 。 如 果 给 定 Zo BRA Z 分 别 得 
的 + 和 zx， 然后 找到 相应 + 圆 和 z 圆 的 交点 ,就 可 以 从 图 中 确定 出 工 。 


r 





Ir|=1 


图 2C.2 对 于 固定 的 、 归 一 化 的 负载 电阻 , 与 反 图 2C.3 对 于 固定 的 、 归 一 化 的 电抗 ， 与 反射 系 
射 系数 相应 的 史密斯 圆 图 上 的 一 筷 圆 数 相应 的 史密斯 圆 图 上 的 一 簇 贺 

为 了 使 图 看 起 来 清楚 起 见 ， 在 史密斯 圆 图 中 没有 
mH || 的 同心 圆 和 o 的 径 向 线 。 但 是 ， 在 史密斯 圆 图 
下 面 给 出 了 刻度 线 ， 在 外 圆 上 刻 有 角度 ， 如 图 2C.4 所 
示 。 例 如 ， 考 虑 一 条 500 传输 线 上 的 一 点 五 三 50 十 
j100Q。 此 时 ， 因 为 z =2Z/50=1+j2, MUAA r=1, 
Zz 二 2。 在 图 2C. 4 中 所 画 出 的 已 点 就 是 这 个 点 ， 从 这 一 
个 点 处 可 以 看 到 | 也 | =0.7, p=45°. 

在 圆周 上 加 上 史密斯 圆 图 中 的 最 后 一 个 刻度 ， 用 
于 计算 沿 一 传输 线 上 的 距离 。 这 个 刻度 是 以 波长 为 单位 
的 ， 它 的 零点 可 以 任意 地 取 在 左 侧 。 已 知 传输 线 上 任意 
点 的 电压 和 电流 分 别 由 下 式 给 出 





5 : 
V, = Vi (e™ + Te*) (2C. 10) 0 oS 1 
和 图 2C.4 史密斯 圆 图 上 的 等 电阻 (”) 贺 
1, = Vi cew — pe} (2C. 11) =e 
0 


用 式 (2C. 10) 除 以 式 (2C. 11)， 并 进行 归 一 化 后 ， 得 到 归 一 化 输入 阻抗 ; 
一 ipz jpz 
Z = e = te (2C. 12) 
用 一 4d 替换 >， 且 分 子 和 分 母 同 除 以 ee ， 可 以 得 到 归 一 化 输入 阻抗 、 反 射 系数 和 传输 
线 长 度 (d) 之 间 的 一 般 关系 式 : 
—j2pa jC(p—2pd) 
in 一 oe a = eos (2C. 13) 
式 (2C. 13) 表 明 ， 用 Fe Oe RR RR mR DT, BET A FG BEE ER z= 
— dikki A BLE. 4 RATT A Be ia hs BI) 1% Ht Be AY TA o A F T A fA BE yR h 
了 2pd 弧度 。 仅 仅 是 本 的 角度 发 生 了 变化 ， 而 其 幅 值 大 小 保持 不 变 ， 因 此 这 个 运动 是 在 
一 个 半径 恒定 的 圆 弧 上 发 生 的 。 当 从 负载 z 点 移动 到 输入 阻抗 x 点 时 ， 就 相当 于 在 传 
输 线 上 向 电源 端 移动 了 一 段 长 度 为 a 的 距离 ， 而 在 史密斯 圆 图 上 则 顺 时 针 转 过 了 2Ba 角 
度 。 在 史密斯 圆 图 上 旋转 一 周 ， 或 者 4 改变 了 半 个 波长 ， 就 相当 于 一 个 «弧度 的 相 移 。 








附录 2C 史密斯 图 图 简介 


因此 ， 在 史密斯 圆 图 中 标 出 了 表明 在 单位 圆 上 环绕 一 周 时 改变 0. 54 的 刻度 。 一 般 会 给 
出 两 个 刻度 ， 一 个 表明 在 顺 时 针 旋 转 时 所 增加 的 距离 ， 另 一 个 表示 在 逆 时 针 旋 转 时 所 增 
加 的 距离 。 在 图 2C. 5 所 示 的 史密斯 圆 图 中 可 以 看 到 这 两 个 刻度 。 一 个 刻度 表示 沿 顺 时 
针 方 向 旋转 时 朝向 电源 端 增 大 的 波长 数 (wtg)， 另 一 个 表示 沿 道 时 针 方 向 旋转 时 朝向 负 
载 端 增 大 的 波长 数 。 





图 2C.5 史密斯 圆 图 (这 里 没有 画 出 在 下 面 的 刻度 线 部 分 


Ue 在 这 个 例题 中 ， 考 虑 如 图 2C.6 所 示 的 问 B 4 
题 。 图 2C. 7 所 示 为 这 个 例子 的 史密斯 圆 图 分 析 过 程 。 — a" 
1) 在 负载 点 A: zn =Z,/Z.=2—j0.5. |r| =0. 37, Z,=100-j25Q 
g=—17. RAF 0. 274wtg. 
2) EBA, d=0. 6A, 0. 374wtg。 g 4 
wh, BAD = GFT — js GBC, BD . 图 2C.6 史密斯 圆 图 的 例子 (2 二 
Z(0. 6A) = 50(0: 77 —j0. 65) = (38.5 —j32.5)0 100—j25, d=0. 6A) 


3) | zd) | sx 位 于 C 点 ， 并 等 于 2.2=sCH RHR). 
这 也 是 电压 的 最 大 值 点 。 当 d=[(0.5—0. 274) 十 0. 25] 一 0. 4764 时 ， 电 压 达 到 最 大 值 。 

4) |z(d)| 位 于 也 点 ,并 等 于 1/2.2 王 0.45。 这 也 是 电压 的 最 小 值 点 。 当 d= 
(0. 5 一 0. 274)A=0. 2260 时 ， 电 压 达 到 最 小 值 。 

5) ERRATA. 

6) 下 点 表示 短路 点 。 

7) G 点 表示 阻抗 2 二 4 十 j0 的 点 。 

8) H 点 表示 阻抗 2 二 0 十 j2 的 点 。 


295 


296 


第 四 部 分 附 录 






A 
SF 0.61 =0.5140.13 


图 2C.7 史密斯 圆 图 的 例子 
A 点 是 负载 为 (100 一 j25)0 的 点 ，B 点 是 在 d= 二 0. 6 线 上 的 负载 ，C 点 是 电压 的 最 大 值 点 ,， 听 点 是 电压 的 最 小 值 
点 ， 万 点 是 开路 点 ， 下 点 是 短路 点 ，G 点 是 负载 为 (4 十 j0)Q 的 点 ， 昌 点 是 负载 为 (0 十 j2)Q 的 点 。 


2C. 1 均匀 平面 波 的 反射 


必须 注意 ， 上 面 加 有 波浪 符号 (一 ) 的 书写 符号 表示 一 个 相 量 。 上 标 是 加 号 表示 沿 十 = 
轴 方 向 传播 的 波 ， 而 上 标 是 减 号 则 表示 沿 一 z 轴 方 向 传播 的 波 。 
自由 空间 : 理想 导体 分 界面 

现在 考虑 如 图 2C. 8 所 描述 的 问题 。 

在 空间 zx 之 0 内 是 一 个 理想 导体 ， 而 在 空间 z<0 内 是 自 
由 空间 。 让 在 自由 空间 中 沿 十 z 轴 方 向 传播 的 正弦 电磁 场 从 
左边 垂直 人 射 到 分 界面 上 。 该 波 的 电场 仅 有 沿 z 轴 方 向 的 
分 量 ， 即 有 





E (z) = Eve 这 全 (2C. 14) 
R Paleo prn M amaa, ANRA 图 2C.8 在 自由 空间 与 理想 导 
Ë e) = Mes (2C. 15) 体 分 界 上 的 均匀 平面 
加 波 反射 


A, p= Vjw/e 二 120x。 上 标 I 表 示人 入 射 波 。 在 z=0 

处 ， 和 人 入 射 波 的 电场 为 Eh。 但 是， 在 z==0 处 的 边界 条 件 要 求 电场 应 该 等 于 0。 如 果 假 定 
在 自由 空间 中 存在 一 个 反射 波 ( 沿 一 = 轴 方 向 传播 )， 这 样 就 能 满足 边界 条 件 ， 反 射 波 的 
电场 和 磁场 的 表达 式 分 别 为 


E (2) = E eneg (2C. 16) 
H? (z)=— Eo tieg (2C. 17) 
o 
H 
E; +E, =0 (2C. 18) 


最 后 得 到 


附录 2C 史密斯 加 图 简介 


E> 
n= A 一 一 1 (2C. 19) 


2C.2 与 传输 线 问 题 的 比较 


图 2C. 9 所 示 为 一 垂直 人 射 平 面 波 的 反射 (从 自由 空间 人 射 到 一 个 理想 电导 体 上 ) 与 传 
输 线 模拟 的 比较 ， 并 在 表 2C. 1 中 对 比较 结果 进行 了 总 结 。 


Z,=0 


7,=Vs+Ps=0 





图 2C. 9 垂直 人 射 平面 波 的 反射 与 传输 线 的 对 比 


电介质 -电介质 分 界面 
现在 ， 考 虑 一 平面 波 在 两 种 电介质 分 界面 上 的 反射 问题 ， 如 图 2C. 10 所 示 。 


表 2C. 1 平面 波 反 射 与 传输 线 模拟 的 比较 








平面 波 传输 线 
_E_ ZL—Zo_ 
hae 1 =F +7,7 
E: V 
H, I 
p= a/E=120n Z= i 
B= wy poe B=a/LC 


图 2C. 10 ”两 种 电介质 之 间 的 分 界面 
让 入 射 波 在 媒质 1 中 沿 十 z 轴 方 向 传播 ， 那 么 当 <0 时 : 





E'(z) = Efe "rz (2C. 20) 
pr =< EY —jp, z A cy -isa 
a= Bt, f= Arey (2C. 21) 
1 
这 会 产生 一 个 反射 波 ， 
E? (z) = z ehg (2C. 22) 
A® (2) =— = Hae 一 fizet (2C. 23) 
和 一 个 折射 波 
E (z) = EO hf (2C. 24) 
=T EP —j8,z ô ry(2) 一 i& <a 
a i eb e ty (2C. 25) 


现在 的 问题 就 是 求 出 反射 系数 I 二 Es /Es 和 折射 系数 To 一 Eo /Es 。 边 界 条 件 给 出 
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了 求解 P 和 To 所 需要 的 两 个 方程 。 在 电介质 -电介质 分 界面 上 的 边界 条 件 是 E 和 玉 的 切 向 
分 量 分 别 连 续 : 








Ei +E, = E?” (2C. 26) 
Hj + Ar AY GO 27) 
或 者 
T> 一 (2) 
a Es a = (2C. 28) 
1 2 
利用 式 (2C. 26) 和 式 (2C. 28), WBA 
Ep 2 — mM 
= St BS 2C. 29 
an ee mE i : 
All 
EP 2% 
T, = 2C. 30 
a ee (2C. 30) 


20.3 与 传输 线 问题 的 比较 


图 2C. lla 所 示 为 一 平面 波 从 电介质 1 垂直 人 射 到 电介质 -电介质 分 界面 上 ， 分 界面 左 侧 和 
右 侧 分 别 为 电介质 1 和 电介质 2。 图 2C. 11b 和 c 分 别 为 传输 线 模拟 与 等 效 的 传输 线 电 路 。 传 输 
线 2 延伸 至 无 穷 远 。 在 这 条 线 上 ， 波 沿 十 z 轴 方 向 传播 ， 不 存在 反射 波 。 在 一 ce 处 的 反射 系数 
等 于 0， 即 攻 , = 二 0， 因 此 Za =Z (参见 图 2C. 11c) 。 现 在 ， 可 以 得 到 反射 系数 为 : 


Zoz — Zo — RN 
Ih = Zoo F Zot TN (2C. 31) 
进行 传输 线 模拟 的 目的 就 是 利用 解决 传输 线 问题 的 有 效 工 具 来 求解 与 平面 波 有 关 的 
相似 边 值 问题 。 史 密斯 圆 图 就 是 其 中 的 一 种 方法 。 下 面 将 通过 几 个 例子 来 加 以 说 明 。 





— 
Zor 
Zoi Zo Zo 


传输 线 1 | eR 
A 





a) 电介质 分 界面 b) 传输 线 分 界面 c) 传输 线 上 的 等 效 负载 
图 2C. 11 电介质 -电介质 分 界面 上 的 反射 与 传输 线 的 比较 


一 个 4GHz 的 均匀 平面 波 从 区 域 1(z<0，se =5, m=1, =O) HAMA 
到 区 域 A Ce > @, €2 = 2; pe = 10, 02 = 0) CH 
A 2C. 12), 求 出 区 域 1 和 区 域 2 的 电压 驻 波 比 s & Hi ™ Ho, Eo ™ $80 p= 10u, €:=2e, 
在 z 二 一 0. 6cm 处 的 特征 阻抗 Min o _ 120 _ 10 

在 区 域 2 中 ， 因 为 没有 反射 波 ， 因 为 .= 0， EB |e, 
S 二 (1 十)/(1 一 了 )= 二 1。 为 了 求 出 在 区 域 1 中 的 解 ， 
让 我 们 画 出 一 个 等 效 的 传输 线 ( 见 图 20.13). MRE g 2At grs | p-2wAlata 374.9 
纯 阻 性 的 ， EH Z =R. >Z. 因此 ， 在 区 域 1 中 ， 5 是 
ZL/Zo 二 5。 为 了 求 出 在 一 0. 6cm 处 的 pn， 可 以 利用 如 介质 1 介质 2 
图 2C. 14 所 示 的 等 效 传输 线 和 如 图 2C. 15 所 示 的 史 密 
斯 圆 图 。 在 这 种 情况 下 ， 有 图 2C. 12 例题 2C. 2 问题 的 几何 图 形 











附录 2C & Bk BHP 


2 4X10° z 
nx4xX a 





Bi =o vue = -sxo M ¢2C. 32) 
8 
ay = 2% = 2nX3SX10 L DOTS em) = 22 (em) (2C. 33) 
Bo an X 4X 10° V5 V5 V5 
d _0.6V5 _ 0.1789 (2C. 34) 





Ay 75 

在 史密斯 圆 图 上 ，A 点 位 于 r 王 5，z 一 0 处 (0.25wtg)。 为 了 到 达 |T| 圆 上 的 B 点， 必 

须 从 | 工 | 圆 上 的 A 点 移动 0.1789wtg， 即 到 达 (0. 25 十 0.1789) wtg 一 0. 4289wtg 4b. ME 
密斯 圆 图 中 可 以 读 出 xs 一 0. 25 一 j0. 45。 因 此 ， 





B A 
z=5=% 
Z=m=|E=120/5x 〈 归 一 化 的 ) 
i 
图 2C.13 例 2C. 2 题 的 等 效 传输 线 电路 图 2C. 14 长 度 为 4 的 等 效 传输 线 电路 





图 2C. 15 用 于 求解 例 2C. 2 电介质 分 界面 问题 的 史密斯 圆 图 


120x 


Nin (z =— 0. 6cm) = z (0. 25 — j0. 45) 


= 42.15 — j75. 87 = 86.87 — 60. 9° (2C. 35) 
< 
设计 一 个 雷达 天 线 单 。 雷 达 天 线 单 是 覆盖 在 天 线 上 的 一 种 电介质 材料 ， 防 
止 天 线 受 天 气 影响 。 材 料 的 厚度 应 使 得 不 产生 反射 波 ( 参 见 图 2C. 16). 
从 传输 线 模拟 ( 见 图 2C. 17) 中 ,可 以 明显 地 看 出 如 果 d=A/2, WW mer =m. WHR 
Mer =m» CEA 1 上 是 完全 匹配 的 ， 那 么 在 分 界面 1 上 将 不 会 产生 反射 。 
考虑 一 个 有 具体 数值 的 例子 ， 在 自由 空间 中 一 3cm 的 一 个 均匀 平面 波 垂 直人 射 在 玻璃 
纤维 (e: 王 4. 9，co 一 0) 雷 达 天 线 章 上 。a) 玻 璃 纤维 厚度 为 多 少时 将 没有 反射 ? b) 如 果 人 射 波 的 
频率 减少 了 10% ， 问 折射 到 玻璃 纤维 内 的 人 射 能 量 百 分 比 是 多 少 ? 
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在 这 个 问题 中 , & 二 4. 9eo，f==c/4= 二 3X10:/3X10 *=10GHz, 


自由 空间 ka 自由 空间 
i 雷达 天 


3X10 有 to | 钱 四 | mn 
a) d=A,/2=0. 678cm 时 ， 没 有 反射 。 -一 入 射 | o=0 
一 > 能 量 KA 


b) 如 果 fø =0.9f, IWA Ac H) =c/ fig =Ao/0. 9. 
B (新 ) = wx V pie = orf x ype: = 2r X0.9 X f AiEl = 








2x Ai Al 2C.16 雷达 天 线 单 
0. 9B» (新 ) 一 后 (新 0.5 分 析 的 几何 
由 于 物理 宽度 d 是 相同 的 ， 因 此 有 图 形 
Ai 
ee Te dade 
A, (新 ) Ai A ` 
这 里 可 以 通过 求解 下 面 的 传输 线 问题 ( 见 图 2C. 18) 得 到 pwr o 
+0.45)> 
界面 1 界面 2 
prp 
自由 7 自由 "Nir 
空间 | ， | 空间 <0.454— 


n | n B A 
0 0 
Z,=2.214 
<—1/2 > 
pi Ni $n To 
Ng 和 Nan 
No tim $z naas 


图 2C. 17 EARR MIE i k E 图 2C.18 雷达 天 线 单 的 等 效 传输 线 电路 
为 了 利用 史密斯 圆 图 ( 见 图 2C. 19) ， 使 用 归 一 化 的 值 : 





图 2C. 19 用 于 求解 雷达 天 线 单 问题 的 史密斯 圆 图 ( 例 2C. 3) 
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L=n= tf — 120n _ _ 

E V4.9 V4.9 
但 是 因为 Z. =m, MA zL 二 V4.9。 这 是 史密斯 圆 图 (7 二 2. 214，x 一 0) 上 的 A 点 。 现 在 画 
HIP Bl, 移动 0. 45wtg BK || EW BOAR. BH zp 二 1. 6 十 j0. 85。 

maa =m. 6 十 j0. 85)。 等 效 传输 线 负载 等 于 md. 6 十 j0. 85) /m =0. 723 +50. 384, 
在 史密斯 圆 图 中 用 C 点 来 标 出 这 个 zL 二 0.723 十 j0. 384 的 归 一 化 负载 。 为 了 求 出 反射 系 
. 数 的 大 小 ， 测 量 到 0C==0.26，|T|* = 二 0.0676。 折 射 能 量 等 于 1 一 |r| 二 0.9324== 
93.24%, <a 


20.4 ”利用 史密斯 圆 图 求解 斜 入 射 问题 的 例子 中 


K 2C. 2 总 结 了 斜 人 射 时 的 平面 波 斜 人 射 ( 反 射 ) 问 题 和 传输 线 之 间 的 比较 结果 。 
考虑 如 图 2C. 20 所 示 的 例子 ， 一 频率 为 表 2C.2 平面 波 反射 ( 斜 入 射 ) 与 传输 线 

















10GHz 的 垂直 极 化 波 从 自由 空间 斜 人 射 到 多 层 模拟 之 间 的 比较 
电介质 的 分 界面 上 ， 人 和 人 射 角 为 40°. 平行 极 化 平面 波 传输 线 
入 射 波 的 自由 空间 波长 为 E, = Ecos V 
8 
a= os 一 3em (2C.36) =H I 
Zom = YmCOSOm = » / = cosé, Z= L. 
根据 斯 涅 尔 定理 ， 0a = M COn = A/ C08 oT 
. 40° 
b = arcsin ( sin )= 23. 79° (2C. 37) Im =AmcO8Im=w Van q=w VLC=p 
v2.54 垂直 极 化 平面 波 传输 线 
40° = 
6, = arcsin( = j= 18.73" GD Sme v 
V4 | Hz |= Hoos I 
sin40° 
0 = i = 40° (2C. 39) ee fm l _ S 
‘ arcsin( JI ) Zoa = rer a E 
对 于 垂直 极 化 ， 有 gm 一 Amcosgun = w Jimena q= w VLC=B 
— 120x _ 
Za = a0 = 4920 
Z = 120r/v2.54 _ 258.50 (2C. 40) 
cosĝz 
Ža = 120n//4 = 1990 
cosh; 
用 波长 表示 的 每 一 个 区 域 的 长 度 
ee ps Se a (2C. 41) 
yn。 , Paton - Le mEm COSOn 
2x Ào 
Ae SS E S E (2C. 42) 
w Vpo€o Vsrcosg Ve.cosO, 
因此 ， 
d: _ 0.2V2.54ecos23.79" _ 0 097 
人 2z 3 
Lo ides i es 73" = 0.189 (2C. 43) 
3z 


现在 从 分 界面 AA 开始 ， 我 们 有 如 图 2C. 21a 所 示 的 等 效 传输 线 ， 它 位 于 图 2C. 22 所 
示 史 密斯 圆 图 上 的 A 点 。 
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Z Gg SE, oe A (2C. 44) 
cos40 
式 中 
Zos = 1990 
TA = SS 一 一 oe 47 


而 且 ， 从 图 2C. 22 所 示 的 史密斯 圆 图 中 可 以 看 出 ， 从 A 点 向 电源 端 移动 0. 189 个 波长 时 ， 


可 以 读 出 (B 点 ): 


zs = 0. 48 — j0. 325 (2C. 45) 





B d/h=0.189— 


Gy B 
Zi, Zoa % 
A C B 


B 
a) 媒质 3 的 等 效 传输 线 b) 媒质 2 的 等 效 传输 线 
—dy/)s,=0.097 +> 


c 
Zo Z'a Zo Z: 
G B E) 





c) 用 Zu 进行 归 一 化 d) 传输 线 1 
G 

Zs 
C 
e) 用 Zu 进行 归 一 化 


图 2C. 21 该 例子 的 等 效 传输 线 





2C. 22 ”用 于 求解 多 层 电介质 对 斜 人 射 平面 波 反射 的 史密斯 圆 图 


因此 ， 


Zs = (0. 48 — j0. 325) X 199 (2C. 46) 
这 可 以 看 做 史密斯 圆 图 上 的 B 点 和 图 2C. 21b 所 示 的 传输 线 。 
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重新 进行 归 一 化 ， 有 
199 


zp = (0. 48 — j0. 325) X z358 5 一 0. 37 — j0. 25 (2C. 47) 


这 是 史密斯 圆 图 上 的 B 点 和 图 2C. 21c 所 示 的 传输 线 。 现 在 ， 如 果 向 电源 端 移动 0. 097 个 
波长 ， 就 可 以 得 到 图 2C. 21d 所 示 的 传输 线 模拟 和 史密斯 圆 图 上 的 C 点 。 


zo = 0.38-+)0. 3 (2C. 48) 
因此 
Ze = (0. 38 +j0. 3) X 258. 5 (2C. 49) 
重新 归 一 化 ， 可 以 得 到 
ze = (0. 38 + j0. 3) X Ti Er. (2C. 50) 


这 是 史密斯 圆 图 上 的 C' 点 和 图 2C. 21e 所 示 的 等 效 传输 线 。 从 史密斯 圆 图 上 ， 可 以 读 出 反 
射 系数 为 
R, = 0. 66162° (2C. 51) 
以 及 功率 反射 系数 为 
(R; |? = 0, 488 (2C. 52) 


参考 文献 
1. Hayt, W. H., Jr., Engineering Electromagnetics, 5th Edition, McGraw-Hill, New York, 1989. 


2. Ramo, S., Whinnery, J. R., and Van Duzer, T., Fields and Waves in Communication Electronics, 
Wiley, New York, 1967. 


附录 2D) 
非 均匀 传输 线 


2D.1 非 均 匀 传 输 线 


非 均 匀 传 输 线 可 以 表示 非 均 匀 媒 质 中 的 很 多 物理 现象 ， 其 中 非 均 匀 媒 质 的 媒质 特性 是 
位 置 的 函数 。 一 个 一 维 等 效 理想 非 均匀 传输 线 的 单位 长 度 串联 电感 L' 和 单位 长 度 并 联 电 容 


C 是 一 维 空间 坐标 的 函数 。 


令 


工 = L'(z) 
C' = C'(z) 
如 果 e 和 在 横 截 面 上 是 均匀 的 ， 则 有 
1 1 


= =u 








VLCI ve ” 
AP, u, 是 相 速 度 。 
一 阶 耦 合 微分 方程 是 
_ WV _ yy Al 
ie L Cz) aa 
81 Loy 
De C (z) = 
把 上 式 写 为 相 量 形式 ， 有 
W rinn TE 
全 L Cz)jwI 
下 
— = C (z)jwV 


fst (2D. 3a) 和 式 (2D. 3b), ， 可 以 得 到 
SV 1 A'N aCe FV = 
Ə Lz) dz Əz L CC te) ot’ 


类 似 地 ， 可 以 得 到 工 的 方程 为 

ot ats ac 3. — LOC) əd =0 
ROD. 5a) 和 式 (2D. 5b) 的 相 量 形式 分 别 为 

ov 一 aL. H+ PLON =0 
an r5 ae Os LCT =0 


0 








我 们 可 以 得 到 一 个 指数 传输 线 的 解析 解 ， 下 一 节 将 专门 讨论 这 个 问题 。 


2D.2 指数 传输 线 


这 一 节 定 义 一 个 指数 传输 线 ， 它 的 电感 和 电容 都 是 下 式 所 示 的 指数 函数 。 


令 


(2D. la) 
(2D. 1b) 


(2D. 2) 


(2D. 3a) 


(2D. 3b) 


(2D. 4a) 


(2D. 4b) 


(2D. 5a) 


(2D. 5b) 


(2D. 6a) 


(2D. 6b) 


= Lie 
C= Ce 
如 果 注 意 ， 
LC = LC, = g 
那么 ， 方 程式 (2D. 5a) 和 式 (2D. 5b) 将 分 别 具 有 下 列 形式 
aaV Vv y = 








az? az LC iii 
FI 
Pl nalo 


对 于 在 空间 中 和 时 间 中 都 做 正弦 变化 的 情况 ， 可 以 假设 
Viz,t) = Voie? 
由 式 (2D. 8) 和 式 (2D. 10) ， 可 以 得 到 
(一 这 ,7 — q(— jk.) — LoCo (jw)? = 0 
一 十 jk,g 十 w:LiCo 二 0 
w LoC = kè — jk,q 
4 w 为 实数 时 ，A, 将 为 复数 ， 因 此 
k, 一 及 一 jav 
将 式 (2D. 12) 代 入 式 (2D. 11) 中 ， 可 以 得 到 
w LoCo= (B, — jas)? —j(B, — ja, 
w Lili = R—at — avg 
— Aea t p= 0 
这 样 ， 可 以 得 到 


ay 
West (2D. 14) 代 入 式 (2D. 13a) 中 ， 可 以 得 到 
_¢ g 2r! 1 
Bi 4 = 77 LoCo 
B= 土 B 


2 
B= [LC — i 


因此 ， 得 到 ky =+B—ja,=+BTrj(q/2), 


= 
2 


式 中 





ety? = ete et? 
令 
We 4 
2V Lo Co 
= ay LoCo 
则 
we 
By = B JIS 
且 


2 
ne. La 
ev =e 


因此 ， 指 数 传输 线 方程 式 (2D. 8) 的 正弦 稳 态 解 为 
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(2D. 7a) 
(2D. 7b) 


(2D. 7c) 


(2D. 8) 


(2D. 9) 


(2D. 10) 


(2D. 11) 


(2D. 12) 


(2D. 13a) 
(2D. 13b) 


(2D. 14) 


(2D. 15a) 


(2D. 15b) 


(2D. 16) 


(2D. 17a) 


(2D. 17b) 


(2D. 18) 


(2D. 19) 
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Woz) = Vi e?e 4 Vy e? et (2D. 20) 
上 式 右 端的 第 一 项 是 一 个 正 向 行 波 ， 第 二 项 是 反 向 行 波 ， 分 别 由 下 式 给 出 
Vi (Cz) = View?ze E ARK) (2D. 21) 
V Cz) = Vo ee CR TR) (2D. 22) 
应 用 同样 的 方法 ， 由 方程 式 (2D. 9) 可 以 得 到 电流 的 解 为 
T(z) = Iie :ei + Ty ‘(Yretip (2D. 23a) 
了 T(z) = fe" * (Ey fT R) (2D. 23b) 
To) = Ife “Wet (AT HR) (2D. 23c) 
从 式 (2D. 4a) 、 式 (2D. 21) 和 式 (2D. 7a) 中 ， 可 以 得 到 Yi STS 以 及 Vi ST, 之 间 的 关系 。 
Tig 1 ƏV (ez) 
jal (z) Əz 
TA OLE. jp) viera 
T(z)=— TS Vi ell? = ee 





y S E 
T (2)=— SS, ews -ii 
wL o 

Tt (= Te we 


+ Ve _ jolo _ wo 
A= a (2D. 24) 
类 似 地 ， 
— Vo _ ols 
Ts B—j(q/2) (2D. 25) 


应 当 注 意 ， 在 非 均匀 传输 线 中 ， 反 向 行 波 的 特性 阻抗 与 正 向 行 波 的 特性 阻抗 是 不 相等 
的 ， 即 





Ze eZ (2D. 26) 
进一步 分 析 ， 有 
= Vi (z) = Vi ef = eB 
Zz) = ræ [geo ei 
2 (x) = Zi e (2D. 27) 
类 似 地 ， 
Z (z) = Zye" (2D. 28) 
如 果 将 式 (2D. 18) PAY BALA, BARD. 24) 可 以 写 为 
二 al. 4 
pne i a To as 
e+i(t) & (1-5) + ja. y LoCo 
= oo 
© BUO /wj Fio] 
zi = |Le LA = w/w)? + jw./w)] 
Co 1— w/w w/w 
2, 1/2 
a E eae 
z = 2,| (1 =) j2] (2D. 29a) 


类 似 地 ， 可 以 证 明 


Z = 2 (1-4) +] (2D. 29b) 
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AP, Zo 是 由 下 式 给 出 的 名 义 上 的 特性 阻抗 


[L 
Zo = C (2D. 30) 


对 于 一 个 均匀 传输 线 ， 有 g 二 w. 二 0， 均 匀 传 输 线 的 所 有 公式 都 可 以 从 下 式 中 求 得 
Z = Z = [HH o = 0) (2D. 31) 


2D.3 输入 阻抗 


Uz) Dt 
T(z) T()4+T®) 
Vi eel D= oi + Vo el /2= etips 
Vi ef emip: (1 二 Iy” ) 
Ta e (9/2) pipz (1 十 Tye" ) 
e (1+ Twe) 
a+r) 





Z(z) = 


Z(z) = 
Z(z) = 


Z(z) = Ze (2D. 32) 


式 中 
v- 
ly = VE (2D. 33) 


To = TF (2D. 34) 
0 


注意 





Dor 一 一 天 Tov (2D. 35) 


20.4 z=0 处 的 任意 负载 





1 十 Tov ) 
Zo — Zi Tov 
Zi(Zo — Zi rw) = Zi Z (1 二 Tov) 
Tov (Zi Zi + ZZi )= ZZi — Zi Zo 
ZZZ) 
Zi (Zi + Zo) 


ZL.= ZZ; ( 


Dov (2D. 36) 
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类 似 地 ， 
Tu 一 一 oS (2D. 37) 
L 0 
由 式 (2D. 32) 可 知 ， 在 z= —h 处 的 输入 阻抗 为 
pes (Lt Dw 
Z(h) = Złe Gara) 
e” 十 Tove 入 
=e t gk f Se ， 
zo = zre (Stars) 
ee Zoe™ CZ, +Z) Zi AN + 2Z5 ) g” +Z (ZL — Zi )e 
Zh TDH) (LHL — EZ, — Bee iets 
上 式 可 以 写 为 
Zh) = er ` 


N= cosphLZi (Zi + Zo) + Zo (Zi — Zi )] + jsingh( Zi (Z + Zo) — Zo (Z. — Zt) ] 
N= cosBh[Z,(Zj + Z,)]+jsinBh Zs Z. — Zo Z + 22¢ Zo] 
D= cosph[Z, + Zo — Z, + Zł] +jsinghlZ, + Zo + Z. — Zi] 
D= cosBh[Zj + Zo ] +jsingh[2Z, + Z 一 万] 
(Zi ZL — Zo Z +225 Zo) 
Zi(Zo Zoa) ] 

(2Z, + Zo — Zi) 

(Zi + Zo) | 
到 

(Zi + Zo) 


+ jenn | 2 Zs ZO) 


a ZZ +Z) 1+ jtanph | 


Z(h)= e (Zitz) 


1 + jtangh | 


a EAD Z. + jtanph | 


Z(h)= e 7 ETA 
2 


(2D. 39) 


aise 4 A 
高 频 时 良 导 体 中 的 损耗 计算 : 表面 电阻 Rs 


由 式 (2. 14) 可 知 ， 表 面 电 阻 Rs 可 以 写 为 


R= fe = f= 

这 个 表面 电阻 是 一 个 长 Lm 和 宽 lm 的 矩形 良 导 体 材料 在 高 频 时 的 交流 电阻 。 在 图 2. 2 
H, WR /三 1 和 8 一 1， 由 式 (2.38) 可 知 ，Rwsc 一 1/os。Rs 是 单位 面积 的 电阻 ， 其 单位 为 
Q, (ABER 4 的 增 大 而 增 大 ， 随 6 TD. KERAKLIK, 电压 增 大 ，(E 
是 沿 z 轴 方 向 的 ); 而 当 5 增 大 时 ， 电流 了 增 大 。 在 计算 电介质 -导体 分 界面 的 电介质 一 侧 
内 的 电磁 场 时 ， 如 果 假 设 导体 是 一 个 理想 电导 体 ， 那 么 就 可 以 把 导体 内 的 电流 理想 化 地 看 
成 在 分 界面 上 的 一 种 面 电流 并 。 因 此 ， 如 果 5b 二 1， 电 流 就 等 于 K， 每 单位 面积 上 的 功率 损 
耗 是 


FIR = KRs 
由 理想 电导 体 表面 上 的 边界 条 件 ， 可 以 得 到 
|K|= |Ñ] 


因此 ， 每 单位 面积 的 功率 损耗 是 

Se = SRs| Ñ|? (W/m?) 
在 表面 S 上 的 总 功率 损耗 为 

w, = [| 却 Rs| 埋 |*ds 
这 就 是 式 (4. 14) 的 理论 依据 。 


附录 OA 


一 个 由 下 式 所 表示 的 周期 函数 
fQ@) = fa+T) (6A. 1) 
AY DA FA A RRB A 
f(t) = as DacosCnwot) + >}, sin Cwt) (6A. 2) 
n=] n=1 
式 中 , 工 是 周期 。 
在 式 (6A. 2) 中 ， 有 
wo 一 =z (6A. 3) 
= 1 T/2 
n= 于 | fdt (6A. 4) 
2 T/2 
iii | ,fcosCrwot) de (6A. 5) 
2 T/2 : 
p 三 ZST F@sinGnyot) dt (6A. 6) 


在 直角 坐标 系 中 ， 当 试图 求解 给 定 边 界 条 件 下 的 拉 普 拉 斯 方程 时 ， 我 们 必须 对 定义 在 
某 一 个 区 间 上 的 任意 函数 进行 傅 里 叶 级 数 展开 。 边 界 条 件 可 能 仅 需 要 利用 正弦 项 、 奇 次 正 
弦 项 等 。 下 面 的 例子 将 说 明 如 何 确定 一 个 函数 的 整个 周期 及 其 周期 是 多 少 。 
如 图 6A. 1 所 示 ， 定 义 在 一 有 限 范围 << 内 的 一 个 函数 zz) 。 
试 画 出 函数 xz(z) 的 各 种 可 能 的 周期 性 延 拓 ， 使 得 其 傅 里 叶 级 数 具 有 如 下 性 质 : 
A. 仅 含 奇 次 谐 波 项 。 
B. NE EZH. 
C. 仅 含 余弦 项 和 奇 次 谐 波 项 。 
D. 仅 含 正弦 项 和 奇 次 谐 波 项 。 
在 一 个 周期 内 ， 通 过 调整 函数 的 周期 和 延 拓 ， 使 得 其 满足 上 面 所 给 定 的 要 求 条 件 。 
解 A. 当 仅 含 奇 次 谐 波 项 时 ， 要 求 有 旋转 对 称 性 ， 即 
x(t) = 一 z(t 干 去 ) (6A. 7) 
周期 性 延 拓 如 图 6A. 2 所 示 ， 周 期 是 T=22,. 
B. 当 仅 含 正弦 项 时 ， 要 求 有 奇 对 称 性 ， 即 
xt) =—2(—2) (6A. 8) 
周期 性 延 拓 如 图 6A. 3 所 示 ， 周 期 是 T 一 2 ， 仅 画 出 从 一 右 Be 的 部 分 。 
C. 当 仅 含 余弦 项 和 奇 次 谐 波 项 时 ， 要 求 有 偶 对 称 性 和 旋转 对 称 性 ， 即 


zt) = zé t) 
x(t) = 一 z(: 干 去 ) (6A. 9) 
周期 性 延 拓 如 图 6A. 4 所 示 ， 周 期 是 T 王 4 铂 ， 仅 画 出 从 一 所 到 34 的 部 分 。 


附录 6A 受 限 傅 里 叶 级 数 的 展开 





i 1 


图 6A.1 定义 在 区 间 0 过 :<n 上 的 函数 A) 图 6A. 2 仅 含 奇 次 谐 波 项 的 z(t)。 虚 线 表 示 z(t 一 T/2) 
x(t) 





at, 


x(t) 


—at, 
«— T 


图 6A. 3 仅 含 正弦 项 的 a(t) 图 6A. 4 仅 含 余弦 项 和 奇 次 谐 波 项 的 Z(t) 
D. 当 仅 含 正 弦 项 和 奇 次 谐 波 项 时 ， 要 求 有 x(i) 
奇 对 称 性 和 旋转 对 称 性 ， 即 


alt) =— x(— t) 





x(t) 一 z(: 干 去) (6A. 10) 


周期 性 延 拓 和 如 图 6A.5 所 示 ， 周期 是 
T= 二 4 ， 仅 夯 出 从 一 到 3c, 的 部 分 

作为 周期 性 延 拓 对 傅 里 叶 系 数 计算 的 影响 的 
一 个 例子 ， 我 们 继续 研究 周期 为 2 的 情况 B。 因 6A.5 仅 含 正弦 项 和 奇 次 谐 波 项 的 c0) 
此 ， 有 





i= |" f(t) sinCnwot) dt (6A. 11) 
1J 一 5 


式 中 ，w 二 2x/24 二 x/t。 因 为 f(2) 是 奇 函数 ，sin(nwo) 是 奇 函 数 ， 所 以 被 积 函 数 fC sin(nw9t) 
对 所 有 积分 值 n 都 是 侦 函 数 ， 因 此 有 


ba = ED |" FD sinGwotddt = Z|" fO sinCrwot dt (6A. 12) 
2t, 0 ti Jo 
2 工 
b, = Z| ADsinoauopd: (6A. 13) 
2 
< 
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附录 了 A 
二 维和 三 维 格林 函数 


7A.1 简介 


7. 2 节 简 要 地 讨论 了 格林 函数 。 对 于 狄 利 赫 里 边界 条 件 ， 拉 普 拉 斯 方程 的 一 维 格林 函 
数 是 如 下 式 所 示 微 分 方程 的 解 
a 





一 一 0(z 一 工 )， Qg L (7A. la) 
其 给 定 的 边界 条 件 为 
G=0, x=0 (7A. 1b) 
G=0, 2=L (7A. 1c) 
可 以 证 明 ， 格 林 函 数 为 
G=G =: =, o<r< r (7A. 2a) 
G=G =24—2, cece (7A. 2b) 
对 于 一 个 任意 的 输入 f(z)， 可 以 从 下 式 的 全 加 积分 得 到 响应 y(z) 
ylz) = | f(z) Gs) dz (7A. 3) 
函数 y 所 满足 的 微分 方程 是 
Éy =— f(x), Oa Lb (7A. 4a) 
x 
其 边界 条 件 是 
y=0, xz=0 (7A. 4b) 
y=0, x=L (7A. 4c) 


式 (7A. 3) 所 表示 的 y 是 方程 式 (7A. 4) 的 解 ， 其 中 的 G 由 式 (7A. 2) 给 定 。 如 果 考 虑 在 
两 个 子 区 域 0 二 x 二 x' 和 x' 二 zx 二 L 上 的 解 ， 则 可 以 更 具体 地 写 出 式 (7A.3)， 有 : 


ye) =| HL 2) pr)dz', OS oto! (7A. 5a) 
ated = PUSE fai, Pesel (7A. 5b) 
注意 到 : 在 一 些 书 籍 中 ， 利 用 输入 强度 为 一 个 单位 脉冲 函数 来 定义 格林 函数 : 
ie = ete" (7A. 6) 
此 时 ， 所 得 到 的 解 将 与 式 (7A. 2a) 和 式 (7A. 2b) 的 符号 相反 
G=G = zx 三 一， Oi Be (7A. 7a) 





L 





6=6, =a! = ai<z<L (7A. 7b) 
我 们 也 可 以 考虑 一 下 具有 狄 利 替 里 边界 条 件 的 一 维 亥 姆 霍 效 方程 ， 
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dG 


gt G=— lz — x' ) (7A. 8a) 
G=, r=0 (7A. 8b) 
G=t, #=L (7A. 8c) 
G=G = 4 eee? get wet a! (7A. 9a) 
G= G, = 4 Seni, af eet L (7A. 9b) 


7A.2 另 一 种 形式 : 无 穷 级 数 


7. 2 节 使 用 的 方法 是 在 两 个 子 区 域 中 分 别 求解 齐 次 方程 ， 而 将 施加 脉冲 的 点 = r 


除 掉 。 利 用 边界 条 件 和 激励 源 条 件 ， 可 以 求 出 待定 常数 。 其 结果 是 一 个 闭 式 的 格林 函数 。 
现在 ,我们 将 应 用 特征 函数 展开 法 来 求 男 一 种 形式 的 格林 函数 。 


如 果 利 用 这 种 方法 求解 方程 式 (7A. 6) ， 则 可 以 将 其 解 写成 一 个 无 穷 级 数 
G(z,x') = (z')sin sa (7A. 10) 
注意 ， 式 (7A. 10) 右 端的 每 一 项 都 满足 在 Zz 一 0 或 工 处 G=0 的 边界 条 件 。 由 式 


(7A.10), ， 可 以 得 到 





ia = > (-#) a, (x sin E (7A. 11) 


将 式 (7A. 11) 代 入 式 (7A. 6) 中 ,并且 两 边 同 乘 以 sinmrz/ 工 ， 然 后 在 0 一 工 上 积分 ， 可 


以 得 到 


数 。 


= bp (¥) a a, (x! sin TTsin di = faa — z')sin pe (7A. 12) 
0 
由 三 角 函 数 的 正 交 性 质 ， 可 得 
L NRE MRZE _ = a 
| sin zzsin L dz = 0, mÆ n= zon =n (7A. 13) 
因此 ， 由 式 (7A. 12) ， 可 以 得 到 


(32) ana 二 一 sin mn’ 








L E 
, 2L ’ 
An (x )=— ai 
这 样 ， 就 有 
GCz,z') = 237 A stn PrZ sin PZZ (7A. 14) 
x S a L E 


式 (7A. 14) 是 式 (7A. 7a) 和 式 (7A. 7b) 的 另 一 种 形式 ， 虽 然 式 (7A. 14) 为 一 个 无 穷 级 
因此 ， 如 下 方程 


wy = f(x) (7A. 15) 


的 解 可 以 写 为 


y(z) = -中 Join He sin f(z) dx! (7A. 16) 
因为 在 式 (7A. 16) 中 含有 1/n? 项 ， 所 以 这 个 解 是 收敛 的 。 


7A.3 斯 特 姆 - 刘 维 尔 算 子 


对 于 一 个 由 普通 二 阶 微分 方程 所 描述 的 一 维 问题 ， 其 一 般 的 级 数 求解 方法 可 以 用 斯 特 
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姆 - 刘 维 尔 算 子 工 来 系统 地 表示 : 


[L+ar(x)]y = f(x) (7A. 17a) 
式 中 
t= rp Bete (7A. 17b) 
dx dz ` 
令 P, EL 算 子 的 正 交 特征 函数 的 一 个 完备 集合 ， 即 
[L+aA,r(x) ] Y, (xz) 一 0 (7A. 18) 
其 边界 条 件 与 式 (7A. 17a) 的 原始 问题 的 边界 条 件 相同 。 如 果 G(z，z') 是 格林 函数 
[L +ar(x2) ]G(2,2') = (zr— xz") (7A. 19) 
满足 与 原始 问题 相同 的 边界 条 件 ， 则 
Glz1z) = J) Ee (7A. 20) 
我 们 将 对 从 式 (7A. 20) 得 到 的 两 个 具体 问题 ， 给 出 格林 函数 级 数 形式 的 两 个 例子 5 。 
£G 一 6(Cz 一 工 ) 


方程 式 (7A. 6) 是 方程 式 (7A. 19) 的 一 个 特例 ， 其 中 
=0, p(xz)=1, g(x)=0, rx =1, L= 
从 下 式 可 以 得 到 特征 函数 
(L+ar(x) ]y(2) = (+. )%， =0 


dê 
dx? 





其 边界 条 件 为 
dh =0, r=ORL 
这 样 ， 有 
p= [Fin "CER WD, n = 1,2," ,00 
_ (nxy’ 
a= (T) 
4. sin zzz [2 sin 28% 
G(z,2')= >} L i L k 
L 
这 个 结果 与 式 (7A. IONE. BSAFE E A BWM BR (RABM. 
TG 4 pG= Ka— 2!) (TA. 21a) 
G(0)= G(L) = 0 (7A. 21b) 


方程 式 (7A. 21a) 是 方程 式 (7A. 19) 的 另 一 个 特例 ， 其 中 
A=, ple) =1, glx) =0, r(x) =1, L= =; 


正 交 函数 是 
gn = = sing. = \/ Zsin zzz 
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2 
_ ga (RB 
4. =f = (T) 
因此 ， 
Cacti = 2 ¥ ida wis Nd (7A. 22) 
| O eae E — (nx/L)’ 
为 了 结束 这 一 节 ， 这 里 将 写 出 斯 特 姆 - 刘 维 尔 问题 的 闭 式 格林 函数 : 
I — he Car" hy (x) ! 
Gi = Glz) Malet!" ls sz (7A. 23a) 
"4 
G, = eng = BRS, pel (7A. 23b) 


p(2’)wl2')’ 
RP, Ay (EE O< Ki) EFM EWR. he (z) 是 在 z <<a 区 间 上 齐 次 方程 
的 解 : 


G, (x) = Aih (x) (7A. 23c) 
Gz (x) = Azh: (x) (7A. 23d) 

而 wea’) Æ h, Al h: Æ r= Kb AY BA BE CWronskian) 4E , 
wlx) = hlr )hiCx')— hr hi (2') (7A. 23e) 


可 以 从 通 解 式 (7A. 23)， 得 到 式 (7A. 9a)) 和 式 (7A. 9b) 给 出 的 格林 函数 的 闭 式 解 ， 
注意 
px)=1, h(x) = sinkz, h(x) = sink(L— x) 
且 可 以 得 到 的 朗 斯 基 和 矩阵 为 
wa')= hr hb Cx) — he (ahi (2') 
(sinkr ) (— k)cosk(L — x) — sink(L — x) (k) coskx 
=— [sinkrcosk(L — x) + coskxsink(L — x) ] 
=—[sink(z+L—=2z)] 


=— ksinkL 

. F . 
G=G, = SRE 2 smi 0<r<z (7A. 24a) 
G= G, = See sink zi<a<L (7A. 24b) 


式 (7A. 24) 和 式 (7A. 9) 之 间 的 符号 差异 ， 是 因为 式 (7A. 9) 是 相应 于 脉冲 强度 为 一 1 的 
响应 。 


7A.4 直角 坐标 系 中 的 二 维 格林 函数 
7A. 4.1 拉 普 拉 斯 方程 : 公式 





oe. T= Ma—2z'd(y— y') (7A. 25a) 
z=0Ka, G=0 
y=0 Rb, G=0 (7A. 25b) 
PA sk 
首先 ， 写 出 
GCCzyyyz' sy’) = > En (y3x',y')sin “= (7A. 26) 





m=1,2,... a 


这 里 构造 出 这 样 的 函数 使 得 在 r= 0 或 a 处 的 边界 条 件 能 够 得 到 满足 。 
将 式 (7A. 26) 代 人 式 (7A. 25a) 中 ， 可 以 得 到 
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之 is (2) envi" 13)sin <= + sin — Tanti oF 2 2] 
= (a—-z')dy—y') (7A. 27) 
用 sin(Czrz/a) 乘 以 式 (7A. 27) 的 两 边 ， 并 在 0 一 a 上 对 z 进行 积分 。 
根据 正 交 性 质 ， 等 式 的 左边 为 


| 一 (22) B,C ysx' sy Sa mer Py n] 
以 及 等 式 右边 为 
| sz 一 z)8Cy 一 >)sin zzdz = sin MS (y — 
因此 ， 可 以 得 到 > 所 满足 的 微分 方程 为 
Foren ye ,一 (22) enzy = = 2 sin MEE 5 (y — y) (7A.28) 


现在 ， 利 用 求 式 (7A. 23a) 和 式 (7A. 23b) MITT, A E 28), 
方程 式 (7A. 28) 的 齐 次 形式 是 





2 
Penoy (ZE) myx y) = 0 (7A. 29) 
在 y=0 R b, 满足 边界 条 件 cn =0: 
A; h (x) > A„h V Cy) = A, (a's y")sinh 9 KR1O<y<y' (7A. 30a) 


Ah, (2) > B,h® (y) = Ba (zy )sinh ZEV, 区 域 2,y 二 y 二 b (7A.30b) 
现在 ， 经 过 化 简 后 ， 由 式 (7A. 23e) 得 到 的 朗 斯 基 和 矩阵 为 


nat 








wly;z' y) 一 一 “sin h 一 一 (7A. 30c) 
由 式 (7A. 23a) ， 可 以 得 到 
ç a = (2/a)sin@mnz' /a)( he | ae? |, 
Se — Gn/ a)sinh(rmb/ a) 
_ — 2/mnsin(mnz /a)sinhGnn/ a) (b — y)sinh(mnry/ b) ' 
sinhQmnb/ a) EFLI CA S 
由 式 (7A. 23b), ， 可 以 得 到 
2 — (2/mn)sin(mny /a)sinh[ (mx/a) (6 — I, 
Em (257 1) = sinh(mrxb/a) y Eyr 
(7A. 31b) 
现在 ， 完 整 的 格林 函数 是 
当 Kta, 0<y<y' AT, 
4 = sin(™™ )sinh| mn ) 6—») | 
Glz,y;x', y) =>) a Se 
T m=1 1 n( 2?) 
msinh ( — 
X sin ™™ sinh ries (7A. 32a) 


当 Kra, y'<ySd 时 ， 





2 5i sin@mrz/a)sinh[ (mz/a)(b— y) | 


1 AS 
GCCzyyiz y = msinh(mnb/a) 








1 了 
X sin ZT? sinh a (7A. 32b) 
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我 们 也 可 以 得 到 另 一 种 形式 的 格林 函数 。 首 先 满足 在 y= 二 0 或 5 处 的 边界 条 件 ， 即 不 
是 采用 式 (7A. 2) ， 而 是 采用 如 下 形式 的 解 


oo 


Glasy32'sy') = b3 8. (232°',y')sin 7 (7A. 33) 


n=1,2,... 


在 Balanis'! 的 式 (14. 83a) Ast (14. 83b) 中 给 出 了 所 求 得 的 结果 。 
7A.4.2 拉 普 拉 斯 方程 的 级 数 形式 解 ( 双 线 性 解 ) 
对 于 二 维 问题 的 格林 函数 的 级 数 形式 解 ， 我们 需要 正 交 特征 函数 im 。 
这 些 正 交 特征 函数 是 如 下 方程 式 的 解 ( 对 于 拉 普 拉 斯 方程 
Or fom OF ho _ 
A + ae FAm = 0 (7A. 34a) 
其 边界 条 件 为 
Ym 二 0， 工 二 0 或 4 二 0，y 二 0 或 5 (7A. 34b) 


当然 ， 我 们 知道 满足 边界 条 件 式 (7A. 34b) H IE 26 FEE K 
数 是 











a 
rm = Arm Sin asin ia 图 7A.1 二 维 矩形 区 域 被 分 为 
两 个 子 区 域 
由 正 交 性 质 ， 可 知 ， ER 1, 0<y<y'—e; 
1 一 | | wyzdzdy = ŽA, DM 
X=0y y=0 
这 样 ， 有 Am 二 2/Vab， 
= 2 . MTT. nny 
Qi a | Sin (7A. 35a) 
_ TC ¢mn\? nn\? T”? 
Am = [ (=) +S] ] (7A. 35b) 


利用 双 线 性 形式 式 (7A. 20) ， 可 以 得 到 


GCzyyiz',y/) 一 A sin GB pe y? 





_ E sin(mrz'/a)sin(nny'/b) . max... nry 

STAA =| tla Cal Tn q Sin H (7A. 36) 

注意 ， 对 于 拉 普 拉 斯 方程 ， 有 4 二 0。 

可 以 用 式 (7A. 36) 来 求解 泊 松 方程 : 

V əv 
ar’? Əy 

利用 式 (7A. 36) MUN AY. AR 








= q(z,y) (7A. 37a) 


co 


5 sin(mnz/a)sin(nry/b) 
: (mx/a)? + (nx/b)? 


x [flac „y )sin@mrz'/a)sin(nry'/b)dz' dy’ (7A. 37b) 
7A.4.3 ” 雍 姆 霍 兹 方程 (级 数 形式 ) 
对 于 齐 次 狄 利 赫 里 边界 条 件 ， 格 林 函 数 满足 如 下 方程 


2 2 
Se + SS + BG = 0) — 9!) CR BA 


Viz sw= a 


m=] n=1 


其 边界 条 件 是 
G=0, z=0Na, y= 二 0 或 5 (7A. 38b) 
在 这 种 情况 下 ， ASF: 
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wm = Sin sin (7A. 39) 





以 及 式 (7A. 36) 可 以 修改 为 
55 K _sin(mrz'/a)sin(nry'/b) ` MAX, ny 
Clary! sy) ab 2424 y -mar Fia T OG 
(7A. 40) 


7A.5 广义 格林 函数 方法 
到 目前 为 止 ， 我 们 已 经 推导 出 了 满足 齐 次 狄 利 赫 里 边界 条 件 的 格林 函数 ， 在 所 有 例子 
中 ， 位 函数 也 满足 齐 次 狄 利 赫 里 边界 条 件 。 


现在 ， 让 我 们 来 研究 是 否 可 以 利用 一 个 更 一 般 的 具有 脉冲 源 的 格林 函数 ， 而 不 必 满 足 
齐 次 狄 利 赫 里 边界 条 件 。 标 量 交 姆 霍 兹 方程 是 


VO +BY) = f(r) (7A. 41) 
而 这 个 问题 的 格林 函数 是 GCr，r) GO, DWED 
V2GCrr ) + 8GC.r') = 6(r—r') (7A. 42) 
下 面 给 出 在 附录 16C 中 将 要 讨论 的 格林 第 一 和 第 二 公式 。 
格林 第 一 公式 
fs as = i vyav 十 用， (Vo + TW dV (7A. 43) 


在 上 式 中 ，S 是 限定 体积 Y 的 一 个 闭合 曲面 , Ale 是 两 个 标量 函数 ,有 是 垂直 于 表 
面 S 的 单位 矢量 。 


格林 第 二 公式 
f [se y 2 Jas = [] (te vg- y vel (TA. 44) 
FA GG, 7') 乘 以 式 (7A. 41), FR B(7) 乘 以 式 (7A. 42), ， 可 以 得 到 
GVG 二 BEGG = fG (7A. 45) 
OVG+ OG = B,7') (7A. 46) 
从 式 (7A. 46) 中 减 去 式 (7A. 45) ， 并 在 体积 V 上 进行 积分 ， 可 以 得 到 
Ns GY, av — |] ,feav = (ce VG—G VB]dV (7A. 47) 


将 式 (7A. 44) 应 用 于 式 (7A.47) 的 右 端 ， 并 计算 出 式 (7A.47) 左 端的 第 一 项 ， 可 以 
得 到 
oF) = || roo rrav+ | pC- g? 2 as (7A. 48a) 


由 于 7' 是 V 内 的 任意 一 点 ， 且 7' 是 一 个 虚拟 变量 ， Wi tes, i 
可 以 将 式 (7A. 48) 写 为 (交换 和 7') 
om = |] f ocea [oe S— c 2T Jas (7A. 48b) 


在 上 式 中 ， 微 分 是 关于 带 撤 () 坐 标的 。 
如 果 边 界 条 件 是 齐 次 狄 利 赫 里 边界 条 件 ， 即 在 S EO AG 都 满足 这 个 边界 条 件 ， 那 
么 第 二 个 积分 (闭合 面积 分 ) 就 变 为 0， 因 此 


OF) = [] rneer av (7A. 49) 


实际 上 ， 这 就 是 在 前 面 所 有 讨论 中 使 用 过 的 又 加 积分 。 在 所 有 那些 讨论 中 , + OMG 
两 者 都 满足 齐 次 狄 利 赫 里 边界 条 件 。 式 (7A. 48) 是 对 于 一 般 情况 的 修正 释 加 积分 。 为 了 使 
HCA. 48)， 我 们 需要 同时 知道 在 闭合 边界 S ERD, a/n 和 G/n. 
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7A.6 三 维 格林 函数 和 格林 并 矢 


自由 空间 中 标量 交 姆 霍 兹 方程 
ViG+ kG =— 6(7—7') (7A. 50) 
的 三 维 格林 函数 是 
eee iad lea, 
GOFF ) — dn Tr—7T (7A. 51) 


令 式 (7A. 50) MISK (7A. 51) 中 的 有 k= 二 0， 就 可 以 得 到 拉 普 拉 斯 方程 及 其 格林 函数 。 
格林 函数 FGF，7F ) ， 也 称 为 格林 并 矢 ， 满 足 如 下 方程 


(VX VX—RIPG,7') = wd(F—-7') (7A. 52) 
RP, u 是 一 个 单位 并 矢 ， 由 下 式 给 出 
3 3 
u= DDD bn bm. (7A. 53) 


在 式 (7A. 53) 中 ， 2 在 直角 坐标 系 中 分 别 是 他 、 SME, m=1, 2, 3. Ome Kronecker 
delta 函数 ， 并 由 下 式 给 出 
网 es (7A. 54) 
在 文献 [2，3] 中 ， 给 出 了 并 矢 及 其 性 质 的 一 个 很 好 的 说 明 。 在 这 一 点 上 ， 也 可 以 定义 
二 重 梯度 VY: 








VI X ewe. > 2 (7A. 55) 
HIFRAF NER, 可 以 证 明 并 矢 林 函数 为 
T(F,7') = (uta VV)GG,7') (7A. 56) 


式 (7A. 56) 将 式 (7A. 51) 给 出 的 标量 格林 函数 G 与 式 (7A. 56) 给 出 的 并 矢 林 函数 联系 
了 起 来 。 
这 样 一 来 ， 电 场 方 程 


VXVX E-—RE =— jw (7A. 57) 
的 解 ， 可 以 看 做 并 矢 林 函 数 醋 的 一 个 释 加 积分 。 
E@) =— ja |] TEF J @ dr (7A. 58) 
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热 等 离子 体 媒质 的 实验 模拟 


Dikshitulu K. Kalluri, R. Prasad 和 S. Sataindra © 


9A. 1 简介 

Rotman", Golden’! 45 Kalluri 和 PrasadL5 使 用 人 工 电介质 模拟 了 各 向 同性 无 损耗 冷 
等 离子 体 。 本 章 采 用 层 琶 人 工 电介质 的 概念 来 介绍 模拟 各 向 同性 无 损耗 热 等 离子 体 媒 质 的 
一 种 方法 ， 反 过 来 ， 层 到 人工 电介质 可 以 用 介质 棒 来 模拟 。 在 这 种 媒质 存在 的 情况 下 ， 用 
实验 方法 研究 了 在 9. 5GHz 时 波段 喇叭 天 线 的 正和 互 平 面 辐射 方向 图 ， 并 与 理论 方向 
图 进行 了 对 比 。 
9A.2 热 等 离子 体 模型 


在 静 磁 场 不 存在 且 波 沿 = 轴 传 播 的 情况 下 ， 可 以 把 热 等 离子 体 看 成 趾 一 种 介 电 常数 为 
KK 的 电介质 : 





K = Ka (â, 4, +â, 4,) + Kz 4, a, (9A. 1) 
式 中 
1—w 
Kam = (9A. 2) 
w 
K. 一 -一 wp (9A. 3) 
=z wo +a’y’ a 


且 a 是 反映 等 离子 体 平均 温度 的 声速 ，w 是 波 的 角 频 率 ， 
coy 是 等 离子 体 的 角 频 率 ，y 是 沿 波 = 轴 传 播 的 复 传播 常 
数 。 即 便 在 静 磁 场 不 存在 的 情况 下 ， 介 电 常 数 也 是 以 张 量 
的 形式 出 现 的， 因为 通过 适当 定义 一 个 等 效 的 介 电 张 
量 %* 18002 ， 也 可 以 把 热 等 离子 体 中 空间 电荷 波 的 影响 作为 
一 种 效应 包含 在 介质 中 。 


9A. 3 问题 的 公式 表示 1 Were 
在 研究 无 穷 多 个 电介质 薄片 层 琶 的 各 向 异性 特性 时 ，， TARR, BAAD Kallari, 


R. Prasad, and S Sataindra, Experimental 

Collinc 提 出 了 这 个 研究 的 动机 。 如 图 9A. 1 所 示 ， 通 过 simulation of a warm plasma medium, 
用 人 工 电介质 模拟 两 种 不 同等 离子 体 频 率 的 各 向 同性 冷 等 IEEE Trans. Plasma Sci., PS- 13, 4 
离子 体 ， 这 个 想法 也 适用 于 模拟 热 各 向 同性 等 离子 体 。 每 ©1985 IEEE. ) 
一 个 厚度 为 + 和 相对 介 电 常数 为 e。 的 人 工 电 介质 被 男 一 个 
厚度 为 d 和 相对 介 电 常数 为 sy 的 人 工 电介质 分 隔 开 。 

令 沿 各 个 主轴 的 主 介 电 常数 分 别 为 a 、e: 和 es， 且 令 这 些 主轴 分 别 与 zx-、y 和 > 轴 相 
HE. Collin BBM @ 和 es 的 近似 表达 式 为 


El =e + (ee) = (9A. 4) 





© @IEEE， 经 过 允许 转载 ， 资 料 源 自 IEEE Transactions on Plasma Science, 13(4), 194-196, August 1985. 
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s= ker GN aal Haa 
PA» BARRE AT th Sh SPH IKEA 





e = e (4, 4, +Â, â,) +e 4, a, (9A. 6) 
对 于 满足 如 下 不 等 式 的 有。S， 采 用 平面 波 近 似 是 精 确 的 
2n 
bRS= (9A. 7) 
ve 


AF, ee Me, 中 的 较 大 者 。 
对 于 ko S 的 一 般 值 ，Collin 在 文献 L5] 的 式 (9A. 14a) 和 式 (9A. 14b) 中 给 出 了 等 效 介 电 
Rel 和 es 的 二 阶 近 似 值 。 对 于 满足 下 式 要 求 的 S 值 ， 平 面 波 近似 是 满足 要 求 的 








a 
和 

= 1 (9A. 8) 
9A. 4 介质 棒 媒 质 的 设计 及 其 等 效 等 离子 体 参 数 


设计 步骤 总 结 如 下 。 

1) 选择 适当 的 运行 频率 和 层 释 人 工 电介质 中 各 介质 薄片 厚度 t 5d 的 额定 值 。 

2) 为 表征 两 种 不 同等 离子 体 频率 的 各 向 同性 冷 等 离子 体 媒 质 ， 设 计 两 种 人 工 电介质 。 
利用 介质 棒 媒 质 可 以 构造 人 工 电 介质 。 求 解 如 下 式 所 示 的 超越 方程 9'， 就 可 以 得 到 介质 
棒 媒 质 的 等 效 等 离子 体 频率 

2xb À . /2nb 
FQ) = era 5 oh 0 (9A. 9) 
[25m(z%) | 
AF, > 是 介质 棒 的 半径 ，2 是 相 邻 两 个 介质 棒 之 间 的 间距 。 等 离子 体 波 长 1, 是 F(X) 的 最 
大 零点 ， 等 离子 体 频 率 方 =c/， 其 中 < 是 自由 空间 中 的 光速 。 令 与 两 种 介质 棒 媒 质 对 应 
的 两 个 等 离子 体 角 频率 分 别 为 wpa 和 wp o 
3) 冷 等 离子 体 的 介 电 常数 为 


K=1-®% (9A. 10) 
式 中 ，w。 是 等 离子 体 角 频 率 ，w 是 波 角 频 率 。 对 于 选 定 的 波 频率 和 在 第 2) 步 计算 中 得 到 
的 两 个 等 离子 体 频 率 ， 可 以 从 式 (9A. 10) 中 求 出 介 电 常数 。 令 

ss 一 1— (9A. 11) 
All 

e = 1 — 2 (9A. 12) 


4) 检验 不 等 式 条 件 ( 式 (9A. 7)) 是 否 满足 。 
5) 对 于 选 定 的 t+ 和 5S(==t 十 d) 值 ， 利 用 式 (9A.4) 和 式 (9A.5) 可 以 求 出 & 与 62。 
6) 现在 ， 通 过 类 比 ， 可 以 看 出 6. 一 K;, 和 es 一 Ks。 因 此 ， 由 式 (9A.2)， 就 可 以 求 出 
热 等 离子 体 的 等 效 等 离子 体 频率 wp 。 
7) 利用 下 面 的 公式 ， 可 以 求 出 相位 常数 p: 
E = BK. (9A. 13) 
式 中 ， ko =o/Co 
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8) 由 式 (9A. 3) 和 式 (9A. 13) ， 可 以 得 到 声速 a 的 表达 式 ， 由 下 式 给 出 
ifa Ey 
i= [F T (9A. 14) 
RP, 是 运行 频率 ，f, 是 热 等 离子 体 的 等 效 等 离子 体 频率 。 
9) 应 当 计 算 并 检验 (el —e,)/e Fil (es —e2) /e 5 它们 是 否 可 以 忽略 不 计 。 


9A.5 设计 样 例 


1) 选择 运行 频率 为 9. 45GHz，t 一 1. 4cm 和 S=2. 8cm。 

2) 选择 两 种 介质 棒 媒 质 来 模拟 两 种 冷 等 离子 体 ( 见 图 9A. 2)， 参 数 为 : 

对 于 媒质 a, r=0.0022in, b=0. 7cm, 

对 于 媒质 5b, r=0.0024in, b=0. 7cm, 

由 步骤 9) ， 得 到 fpe =a. /2n=9. 099399GHz 和 fy, =9. 20937GHz。 

3) 利用 式 (9A. 11) 和 式 (9A. 12) 可 得 , ea = 0. 072825 All e, = 0. 0502781 。 

4) “4 t=1. 4cm 和 S==2. 8cm AY, ¢/S=0.5; ko S=5.544 和 2r/e 一 23.292。 因 此 。 满 
足 式 (9A.7) 。 

5) 由 (9A. 4) 式 和 (9A.5) 式 可 得 ，e1 =0. 0615515 和 e: =0. 0594867, 

6) 由 式 (9A. 2)， 可 得 等 效 等 离子 体 频率 f, =9. 154GHz. 

7) 由 式 (9A. 13)， 可 得 B=0. 4910318rad/cm。 

8) 由 式 (9A. 14), ， 可 得 a=5. 66 X10%cm/s, 

9) e! =0. 0616545 和 ef 一 0.0595636， 并 且 满 足 式 (9A. 8). 

因此 ， 在 运行 频率 为 9.45GHz 时 ， 图 9A.2 和 图 9A. 3 所 示 的 人 工 电 介质 可 以 模拟 等 
离子 体 频 率 f,=9. 154GHz 和 声速 为 a=5. 66 X 10° cm/s 的 热 等 离子 体 。 两 种 介质 棒 媒 质 
由 铀 导线 制 成 ， 一 种 介质 的 参数 是 "= 一 0. 7cm 和 一 0.0022in， 另 一 种 介质 的 参数 是 b= 
0. 7cm 和 一 0.0024in， 如 图 9A. 2 所 示 。 为 了 清楚 起 见 ， 图 9A. 2( 不 是 按 比 例 ) 中 放大 了 


两 种 介质 棒 媒 质 中 棒 半 径 的 差异 。 
© © o o © e 





© © © o © © 


Te © O © © o | 


d=1.4cm 


M, 
© ð © B öö © 
=2.8cm 
© © © © © O 
t=1.4cm M, 
© © © o © © | 


© © © © © © 


9 y 2 2 
œ> b=0.7cm> p =0.7om >»; 
r=0.0022in r=0.0024in 


图 9A.2 介质 棒 媒 质 
(Ait RH HR, AH MG D. Kalluri, R. Prasad, and S. Sataindra, Experimental simulation of a warm- plasma 
medium, IEEE Trans. Plasma Sci. , PS-13, 4. © 1987 IEEE. ) 


如 下 表 所 示 ， 利 用 不 同 的 运行 频率 (了 )， 同 样 的 人 工 电介质 可 用 于 模拟 其 他 等 离子 体 参数 。 
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f (GHz) fp (GHz) aX10™ (cm/s) 
9. 35 9.154 8.515 
9.4 9. 154 6.8 
9.5 9. 154 4. 859 
9.55 9. 154 4. 256 
9. 60 9. 152 3. 786 


9A. 6 模拟 的 实验 验证 


这 种 人 工 电 介质 用 于 模拟 一 个 热 等 离子 体 平板 ， 设计 一 个 实验 可 以 测量 喇叭 天 线 的 E 
和 五 平面 辐射 方向 图 。 将 实验 所 得 结果 与 理论 结果 进行 了 对 比 。 理 论 结 果 是 用 式 (9A. 15) 
和 式 (9A. 16) 得 到 的 吕 
O sin[ (ko B/2)sing | \* 

P, =K. | (ks B/2) sind 





1 
X (SSOD FOTO San coro EE} 9A 15) 


_ x cos[ (ky A/2) sind ] 
P, =c. 4 ame (x/2)° — [Cko A/2) sind ]? | 





x | CL + ating nD SEES | sue 18) 
KH, Ko AC, 是 与 照射 强度 相关 的 常数 ，n 是 等 离子 体 的 折射 系数 ，A 和 B 是 孔 辽 的 尺 
T, 工 是 等 离子 体 平 板 的 厚度 ， 且 &- 王 ov 于 一 sin 0。 
当 a>0.00lc 时 ， 折 射 系数 nH 
1= (w,/w)? [1 — (5/2) (a/c) | 
aF ee sd 
喇叭 天 线 的 孔 际 尺寸 是 A= 二 B= 二 喇叭 的 轴 间 长度 = 二 7. 6cm， 等 离子 体 平板 的 厚度 为 
8. 4cm。 用 TM 模式 激励 喇叭 天 线 。 在 9. 5GHz 时 ， 得 到 了 使 用 或 不 使 用 人 工 电 介质 的 喇 
WRAW EA H FRR A. 
图 9A. 3(E 平 面 ) 和 图 9A. 40H FI) Stas A h SE Se A Pe 7 Bl A A. Ge 
些 图 中 可 以 清楚 地 看 到 ， 理 论 和 实验 结果 一 致 ， 这 样 就 验证 了 热 等 离子 体 的 实验 模拟 效 
果 。 应 用 这 种 模拟 方法 来 建立 热 等 离子 体 的 一 种 检测 方法 的 研究 工作 正在 进行 之 中 。 


30° 15° 0° 15° 30? 





(SY 


a) 没有 等 离子 体 b) 对 于 被 模拟 的 热 等 离子 体 ，L=84 cm 


图 9A.3 在 9.45GHz 时， 喇叭 天 线 的 平面 辐射 方向 图 
( 实验 结果 ; 一 理论 结果 )( 经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 D.Kalluri，R. Prasad, and S. Sataindra, Experimental 
simulation of a warm-plasma medium, IEEE Trans. Plasma Sci. , PS-13,4. ©1987 IEEE. ) 


由 于 等 离子 体 参 数 随 运行 频率 变化 ， 现 在 的 模拟 方法 还 不 适合 于 研究 波 传播 特性 随 热 
等 离子 体 频率 的 变化 。 研 究 工 作 的 进展 有 望 移 除 这 一 限制 。 
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a) 没有 等 离子 体 b) 对 于 被 模拟 的 热 等 离子 体 ，L=84 cm 


图 9A.4 在 9.5GHz 时 ， 喇 叭 天 线 的 五 平 面 辐 射 方向 图 
(一 一 实验 结果 ; ------ 理论 结果 ) ( Bit rH HR, BH HMA D. Kalluri, R. Prasad, and S. Sataindra, 
Experimental simulation of a warm-plasma medium, IEEE Trans. Plasma Sci. , PS-13, 4. © 1988 IEEE. ) 
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HR OB 
波 在 手 性 媒质 中 的 传播 


可 以 证 明 ，R 和 工 波 是 手 性 媒质 中 波 传播 的 标准 模式 。 
如 果 随 着 波 的 传播 ， 其 极 化 状态 不 发 生 改 变 ， 就 称 这 个 模式 是 标准 传播 模式 。 在 无 源 
PHRF, BE eA Tre 





VX E 一 一 = (9B. 1) 
VX H = æ (9B. 2) 
V-B=0 (9B. 3) 
V-D=0 (9B. 4) 
下 面 研究 一 个 R 波 在 这 种 媒质 中 的 传播 。 今 
E = (2 —j Ee t?® (9B. 5) 
D = (2 —j $) Dyd? (9B. 6) 
B = (+) Be (9B. 7) 
H = Gi+p)H&*? (9B. 8) 
其 中 , k 是 手 性 媒质 中 的 波 数 。 由 式 (9B. 1)， 可 得 
2 x z 
0 0 — jk. =— jwBo 
E, 一 证 0 
由 上 式 可 得 
k.Ey = wBo (9B. 9) 
同样 ASR COB. 2) 可 得 
k.Hy = wD。 (9B. 10) 


由 式 (9. 93) AER C9. 94) 所 给 出 的 手 性 媒质 的 本 构 关 系 式 ， 以 及 将 式 (9B.5) 代 入 式 
(9B. 8) 中 ， 可 以 得 到 


D, = eE, + & Bo (9B. 11) 
Hy =— &E, +% (9B. 12) 
Hy st COB. 10) Æ (9B. 12) ， 可 以 得 到 Eo 和 Bu 之 间 的 关系 式 : 
= ($ — vê. )B. =0 (9B. 13) 
sh COB. 13) 和 式 (9B. 9) 可 以 写 为 矩阵 的 形式 为 
k 
一 RE 一 ogg 一 一 ol E, 
7 = 0 (9B. 14) 
R | 加] 
只 有 当 和 矩阵 的 行列 式 等 于 零 时 ， 这 一 组 齐 次 方程 才 有 一 个 非 平 凡 解 ， 由 此 得 到 下 面 的 
方程 : 
k? — 2apék, — kè = 0 (9B. 15) 


这 样 ， 这 个 及 波 的 波 数 kH 
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kr = apg. + Lk? + Cog.) J? (9B. 16) 
而 且 ， 进 一 步 可 以 证 明 波 阻抗 为 
E. 7 
t =H, Ga (9B. 17) 
对 于 一 个 L 波 ， 其 波 数 &u .为 
ka =— op. + LR? + Cap®.)? J? (9B. 18) 


以 及 波 ( 特 性 ?阻抗 仍然 是 由 式 (9B. 17) 给 出 。 


附录 12D 讨论 在 磁 等 离子 体 中 的 法 拉 第 旋转 ， 并 将 其 与 手 性 媒质 中 的 自然 旋转 进行 了 
对 比 。 


附录 1OA 
表面 波 激 励 引 起 等 离子 体 羽衣 的 反 向 散射 


Dikshitulu K. Kalluri 


10A. 1 简介 


Keith Groves 博士 是 我 在 Air Force Office of Scientific Research Summer Faculty 
Research Program(1994) 的 PL/GP 项目 中 的 研究 伙伴 ， 他 建议 我 研究 下 面 的 问题 ,空军 
实验 室 (Air Force Laboratories) 进 行 的 实验 表明 ， 在 某 一 特定 的 中 间 频 带 内 ， 等 离子 体 羽 
衣 会 产生 相当 大 的 不 期 望 的 电磁 反 向 散射 。 

图 10A. 1 和 图 10A. 2 所 示 为 等 离子 体 羽 衣 中 的 电子 密度 和 碰撞 频率 。 这 个 羽衣 是 一 个 
韭 均 句 有 损耗 等 离子 体 圆柱 体 。 在 其 轴线 (r= 二 0) 上 的 最 大 电子 密度 Nom He 3E13(#/cm*)， 相 
应 的 等 离子 体 角 频率 (注意 ， 为 了 方便 起 见 ， 将 会 偶尔 使 用 计算 机 符号 Exx=10™): 


} 2 
wa = Sar = 3 X 10” (rad/s) (10A. 1) 
0 


FL. 太一 wm/2r 一 47.75GHz。 这 里 Mle 分 别 是 电子 的 质量 与 电荷 量 的 绝对 值 ，eo = 
8. 854E 一 12(F/m) 是 自由 空间 的 介 电 常数 。 碰 撞 频 率 (vy) 也 随 r 变化 ， 其 变化 范围 是 
6E11 一 1Ell(rad/s)。 在 这 里 ， 我 们 将 研究 在 f=50MHz 到 10GHz 的 频率 范围 内 ， 这 样 
一 个 非 均 匀 有 损耗 等 离子 体 羽 衣 对 电磁 波 的 散射 。 

地 对 地 电动 机 羽衣 电子 密度 


#/cm’ 


ts 
m 
—_ 
im) 


径 向 距离 ，m 
NW PANNAON~IONO—N 
Pioneer 
Coon re NNNNNNNNNWY! 





"iQ 1 2 3 4 
轴 向 距离 ，m 


图 10A.1 等 离子 体 羽衣 的 电子 密度 
(经 过 克 许 转载 ， 图 片 源 自 Final Report Summer Faculty Research Program, Air Force Office of Scientific 
Research, Report Number A669853，38，1994. ) 


日 经 过 允许 转载 ， 资 料 源 自 Final Report Summer Faculty Research Program, Air Force Office of Scientific 
Research, Report Number A669853, 38, 1994. 
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地 对 地 电动 机 羽衣 碰撞 频率 





3 4 


2 
轴 向 距离 ， m 


图 10A.2 等 离子 体 羽 衣 的 碰撞 频率 
(经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 Final Report Summer Faculty Research Program, Air Force Office of Scientific Research , 
Report Number A669853, 38, 1994. ) 


10A.2 基于 等 离子 体 参 数 的 问题 分 类 


1) 等 离子 体 半径 a 的 数量 级 大 约 是 0. 5m; 其 归 一 化 值 是 a/Ahpm 二 afom/c 二 83.3。 在 这 
样 的 条 件 下 ， 等 离子 体 圆 柱 体 被 归 类 为 厚 等 离子 体 。 

这 里 ，c 是 光速 二 3X10sm/s，Ahpm 是 相应 于 等 离子 体 频 率 的 自由 空间 中 的 波长 。 

2) 随 着 了 从 50MHz 变化 到 10GHz， 归 一 化 值 a/4 二 af/c 将 从 8. 3X 10-* AE {EF 16. 67, 

3) 碰撞 频率 (y) 非 常 高 ， 大 约 是 轴 上 的 等 离子 体 频率 。 等 离子 体 必须 被 归 类 为 高 度 碰撞 的 。 

4) r=a 周围 外 的 一 层 具 有 汕 流 的 特性 。 

5) 除去 外 层 ， 在 50MHz 到 10GHz 的 频率 范围 内 ， 圆 柱 体 的 其 余部 分 就 像 一 个 高 密 
度 等 离子 体 ( 良 导体 ) 。 

6) FXE, roa 是 自由 空间 和 <a 像 是 一 个 良 导体 的 高 密度 等 离子 体 表明 ， 该 圆柱 体能 
够 支持 TM 表面 波 传播 。 当 < 万 时 ， 在 靠近 一 a 的 外 层 边 缘 ( 汕 流 ) 像 是 一 个 粗糙 的 表面 5 。 

这 篇 报告 的 作者 (下 文 称 为 作者 ) 强 烈 地 受到 了 他 对 光 频 下 表面 等 离子 体 激 元 研究 经 历 
的 影响 ， 以 及 对 在 这 种 情况 下 表面 等 离子 体 激 元 激励 是 否 会 产生 反 向 散射 感到 好 奇 。 然 
后 ， 在 全 面 进行 研究 这 个 专题 之 前 ， 作 者 想 了 解 高 碰撞 率 非 均匀 等 离子 体 对 高 频 电磁 波 辆 
射 的 吸收 。 这 方面 内 容 将 在 下 面 讨论 。 
10A.3 TM 波 的 吸收 

将 等 离子 体 圆 柱 体 模 拟 成 一 个 宽度 为 d= 20 的 非 均 匀 有 损耗 等 离子 体 平板 ， 就 可 以 研 
究 高 碰撞 率 等 离子 体 圆 柱 体 对 电磁 波 吸收 的 问题 。 图 10A. 3 显示 出 了 这 个 模型 ， 为 了 直观 
起 见 ， 应 用 三 角 函 数 对 不 均匀 性 进行 数学 描述 : 


sn) 


wp (2) = wpm Ta 


通过 改变 的 值 ， 就 可 以 改变 曲线 的 形状 以 使 其 近似 地 符合 实验 曲线 的 形状 。 

在 0<z<d 的 区 域内 ， 正 弦 电 磁场 所 满足 的 方程 是 
V X E =— jwp H (10A. 3) 
V X H =— NeT + jweoE (10A. 4) 
jwmv =— eE — mo (10A. 5) 


(10A. 2) 
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X(z)=(@, (2) /@)? (9a) 
U=1-jZ, Z(z) =V (2) /@ (92) 
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v=3.E11 (rad/s) 
(@,) (2) =, (sinnz/d)™ 
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图 10A. 3 不 均匀 性 的 数学 模型 
(经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 Final Report Summer Faculty Research Program, Air Force Office of Scientific 
Research, Report Number A669853, 38, 1994. ) 。 


REE, H 和 w 分 别 是 电场 强度 、 磁 场 强度 和 速度 。 其 他 符号 具有 通常 的 含义 。 假 定 
各 个 场 量 的 变化 形式 是 


F(2z,2z,t) = F(z) & Ss) C10A. 6) 
对 于 TM 波 ， 可 以 得 到 其 状态 变量 E. Alp Hy) HMPA RAYE: 
_ 1 dE,_ C—X/U 
Ee Tae on (0A. 7) 
— 1 dmH)_ (1_ x/E, (10A. 8) 
jko dz 


这 里 ，S 二 sin9，C 二 cos9, 9 是 人 射 角 ( 与 = WERK), ko w/e, p= (lw) = 
1207 是 自由 空间 的 特性 阻抗 ， 以 及 符号 X 和 U( 在 磁 离子 理论 中 使 用 的 符号 ) 分 别 是 
X(z)= [w (z)/w]? (10A. 9a) 


=i- zp = Be (10A. 9b) 
w 


可 以 设计 出 如 下 数值 方法 来 求 吸收 系数 。 

1) 在 z=d 处 ， 假 定 Ex 是 一 个 适当 选取 的 任意 复数 Kx， 即 Ex(d)=Kxy=El. FE, 
在 z=d kh, (pH BH Kx/C. 

2) 利用 这 些 初 值 ， 数 值 求 解 一 阶 耦合 微分 方程 式 (10A.7) 和 式 (10A. 8), 48] Ex (0) = 
ax 和 woH,(0) 二 6b,。 

3) 计算 反射 和 折射 系数 : 








E? dO 
Ri = Eta. TO (10A. 10) 
E: 2K, 
Ta |= EL = F (10A. ID) 














这 里 ， 上 标 I、R 和 了 分 别 是 指 人 射 波 、 反 射 波 与 折射 波 。 下 标 11 是 指 人 射 波 为 平行 
(TM) 极 化 的 。 

4) 计算 吸收 系数 : 

A=1—p—r=1-—|Ru|?—|Tu |? (10A. 12) 

这 里 op Alc 是 功率 反射 与 折射 系数 。 

当 人 射 角 等 于 60" 时 ， 图 10A. 4a、 图 10A. 4b 和 图 10A. 4c 分 别 是 op、r 与 A 随 频 率 f 的 变化 
曲线 。 这 里 假定 是 常数 ， 且 等 于 3Ell(rad/s)。 从 这 些 曲 线 中 可 以 清楚 地 看 到 ， 吸 收 随 频率 的 
增 大 而 增 大 。 注 意 ， 由 于 在 w (2) =o 时 = 的 值 随 频率 的 增 大 而 增 大 ， 所 以 源 波 的 透 和 深度 也 随 
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频率 的 增 大 而 增 大 ， 这 就 定性 地 解释 了 吸收 随 频 率 的 增 大 而 增 大 这 一 结果 。 附 带 地 ， 注意， 对 
于 所 考虑 的 TM 模式 ， 存 在 一 个 伪 布 儒 斯 特 角 ， 如 图 10A. 5 所 示 。 
1 





功率 反射 系数 


as (z)=3 x 10" [sin (nad) ] 1/2 rad/s 
碰撞 频率 (9) =3 x 10" rad/s 


10° 10° 10 10° 10’ 10° 10° 


频率 (Hz) 
a) 反射 系数 
10° 
R 10°" 
a (i 
iR 
$ 0” 
Ey 
R 10% 
10%. 
10° 10° 10° 10° 10’ 10° 10° 
频率 (Hz) 
b) 折射 系数 
4 
x 2 
We 0.1, 
x 
x 6 
4 
2 
10° 10° 10° 10° 10’ 10° 10° 
频率 (Hz) 


c) 入 射 波 的 吸收 角 为 60° 


10A.4 各 个 功率 系数 对 频率 的 依赖 关系 
(经 过 允许 转载 ， 图片 源 自 Final Report Summer Faculty Research Program, Air Force Office of Scientific 
Research, Report Number A669853, 38, 1994. ) 


10° 


ware 





功率 反射 系数 
E 






碰撞 频率 
等 离子 体 v=3.Ell rad/s 
FE 行 频率 wj=3.Ell[sin (nya) ]'? 
10 20 30 40 50 60 7 80 
入 射 角 ，9 度 ) 


图 10A.5 功率 反射 系数 与 人 射 角 之 间 的 关系 曲线 
(经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 Final Report Summer Faculty Research Program, Air Force Office of 
Scientific Research, Report Number A669853, 38, 1994. ) 


总 之 ， 只 基于 镜面 反射 和 在 上 面 所 假定 的 相关 物理 现象 ， 或 许 不 能 解释 在 中 间 频 带 内 
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增 大 的 反 向 散射 。 这 就 使 得 我 们 需要 考虑 在 模型 中 结合 新 的 物理 现象 。 

在 外 层 中 出 现 的 消 流 也 许 会 起 到 一 定 的 作用 。 因 为 对 于 所 考虑 的 频率 范围 ， 等 离子 体 
是 高 密度 的 ， 所 以 可 以 把 庙 流 层 看 成 一 个 粗糙 表面 。 内 层 的 行为 就 像 是 一 个 气 化 的 导体 。 
这 些 想法 使 作者 想到 需要 考虑 表面 波 激励 问题 。 


10A.4 表面 波 的 回顾 


如 图 10A. 6 所 示 ， 有 一 个 表面 波 “” 沿 = 表面 传播 ， 其 相 速度 Va o/h. 4 |x| >0 
时 ， 表 面 波 的 场 会 衰减 。 如 果 两 种 电介质 的 介 电 常 
数 为 异 号 上 且 en 二 一 ez， 那 么 这 两 种 电介质 的 分 界面 


* 


就 可 以 支持 这 样 的 表面 波 。 如 果 媒 质 2 是 自由 空间 sa 
和 媒质 1 是 等 离子 体 ， 且 等 离子 体 的 等 离子 体 频率 wee 自由 空间 z 
使 得 sa 一 (1 一 中 /wo) 到 一 1， 就 可 以 满足 分 界面 上 媒质 1 等 离子 体 


&,;=1-(@,J/@)? 


支持 表面 波 的 条 件 。 这 样 的 表面 波 称 为 表面 等 离子 
体 激 元 。 对 于 光学 频段 ， 媒 质 1 是 一 种 金属 ， 其 特 
性 就 像 是 负 介 电 常数 的 等 离子 体 。 10A.6 自由 空间 - 等 离子 体 分 界面 
然而 ， 由 于 表面 波 的 色散 特性 (与) 位 于 CRRA AA, MJÆR Final Report Summer 
光线 的 右 侧 (参见 图 10A. 9b， 为 了 便于 阐述 ，Reeoriy Repo Nomber ASHES, 38, 1094) 
其 中 8 是 &. 的 实 部 )， 自 由 空间 中 的 电磁 波 以 任 
意 角度 人 射 在 分 界面 上 不 能 激励 起 表面 波 。 在 光学 中 ， 通 过 使 用 一 个 ART 耦合 器 或 者 光 
栅 硝 合 器 或 者 粗糙 表面 ， 就 可 以 得 到 所 需要 的 额外 的 AR. 


10A.5 等 离子 体 羽衣 上 的 表面 波 激励 


由 10A.2 和 10A.4 节 中 ， 可 以 很 清楚 地 看 
到 在 等 离子 体 羽 衣 表 面 上 激发 一 个 表面 波 的 条 
件 是 存在 的 。 这 一 节 将 讨论 获得 表面 等 离子 体 
激 元 的 色散 关系 式 ” 所 需要 的 方程 (参考 
图 10A.7)。 


eee See 





等 离子 体 区 域 (0 一 ”<<a) : 
2 
Bk iy 
wlw — jv) 
4 图 10A.7 具有 湾流 层 的 等 离子 体 


(经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 Final Report Summer 
Faculty Research Program, Air Force Office of 
(10A. 14) Scientific Research, Report Number A669853, 38, 


Er(r,g,z,t) = AG (r) ee? 











式 中 1994. ) 
— k, (r) +k? = Be), ko = S (10A. 15) 
AL GO) Wi AE AAT FE 
@G fl, i de/drqdG_,, z 
STH | i ie G= 0 (10A. 16) 
这 个 TM 波 的 其 他 场 分 量 可 用 电场 的 zx 分 量 来 表示 。 
Er—— ie. ae (10A. 17a) 
10 


?一 一 应 oe o5 (10A. 17b) 
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Ziu= i = aa (10A. 17¢) 
Ay HS Ve] KR Ca<r<co); 
#241 ym 0 (10A. 18) 
=B +R = B (0A. 19) 
E2(rsgs29t) = BKo (koroh? (0A. 20) 
E'(r, 9.852) = iB EEK (hon oh? (10A. 21a) 
Fir. p= [Ewe K, (harem (10A. 21b) 


XE, K, AK, 是 第 二 类 修正 贝 塞 尔 函 数 馈 。 在 r=a 4b, HE. MH, 的 连续 性 边界 
和 条件， 可 以 得 到 下 面 的 色散 关系 式 : 
k? (a) Gla) Ko (koa) _ 
eta) Gila) *" Hay (10A. 229 
在 这 些 方程 中 ，w 是 实数 ，k. 和 其 他 几 个 量 都 是 复数 ， 这 些 复 模式 将 用 于 后 面 的 计算 
中 。 特 别 地 ， 记 





k. = B—ja (10A. 23) 
式 中 ， 相 位 常数 8 和 衰减 常数 a 都 是 实数 。 表 面 波 的 传播 速度 为 
Vin = 2 (10A. 24) 


10A.6 色散 关系 的 数值 解法 


对 一 给 定 的 实数 值 w， 上 面 的 方程 用 于 计算 复数 值 &.。 一 般 使 用 Mathematica 软件 的 
数值 模式 。 这 一 方法 由 下 面 给 出 的 两 个 步骤 之 间 的 迭代 所 组 成 ， 一 直到 收敛 为 止 。 

步 又 1: 给 出 于 的 一 个 猜测 值 ， 然 后 数值 求解 G 所 满足 的 微分 方程 式 (10A. 16), 其 
初始 条 件 为 G(C0) 王 理 ，G' (0) 王 0。 但 是 要 仔细 地 处 理 在 r=0 处 的 奇 点 。 这 样 ， 可 以 得 到 
G(a) Ail G' (a) Hi. 

AE OR 2: 现在 解 色散 方程 (是 一 个 非 线 性 代数 方程 );， 求 得 &.。 

因为 圆柱 体 很 厚 ， 所 以 对 于 某 些 w 值 ，GCa) 和 Ga) 有 可 能 都 很 大 ， 虽 然 它们 的 比值 
不 是 很 大 。 为 了 包括 这 一 点 ， 也 发 展 了 另 一 种 数值 方法 。 如 果 定 义 一 个 新 的 变量 y= 二 G'/G， 
就 可 以 把 G 所 满足 的 二 阶 微分 方程 转化 为 一 阶 非 线 性 微分 方程 : 


dy [+ k? de,/dr _ 4a 加 
了 二 r k? Cr) e(r) ptr kip) = 0 (10A. 25) 








其 初始 条 件 是 y=0 
这 里 也 要 仔细 处 理 在 ~ 一 0 处 的 奇 点 问题 。 


10A.7 反 向 散射 


等 离子 体 羽 衣 上 的 表面 行 波 类 似 于 在 端 部 激励 模式 下 沿 细 线 天 线 叫 流 过 的 电流 波 。 表 
面 行 波 的 传播 速度 接近 于 光速 。 远 区 辐射 场 是 
. , Sin[ (p/2)ko LC1 — pcos@, ) 
E, =p Ajk Lsin@, iniedi pot] (10A. 26) 
式 中 ， 相 对 于 9 和 工 来 说 ，A 是 一 个 常数 ，b 是 观察 点 离开 圆柱 体 羽 衣 轴 线 的 角度 ，zp 
是 除 以 c 之 后 的 传播 速度 。p 接 近 于 1 但 是 却 小 于 1。 表面 波 在 沿 轴 线 传播 了 一 段 距离 L 
后 ， 当 在 z==L 处 遇 到 媒质 性 质 空间 不 连续 时 会 被 反射 。 就 是 这 个 反射 波 产生 了 反 向 散 
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射 。 图 10A. 8 定性 地 解释 了 反 向 散射 个 。 当 p 接近 于 1 时 ,方向 图 外 中 的 第 一 个 最 大 值 
出 现在 


6, = 49. 35 [+ Be (10A. 27) 


反 向 散射 


10A.8 引起 反 向 散射 的 反射 波 
(经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 Final Report Summer Faculty Research Program, Air Force Of fice of Scientific 
Research, Report Number A669853, 38, 1994.) 


10A.8 样 例 计 算 


假定 电子 密度 沿 径 向 方向 以 零 阶 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 的 形式 变化 。 因 此 ， 等 离子 体 频率 
的 平方 等 于 


wi (7) = abao (u i] (10A. 28) 


如 果 y= 二 0， 那 么 媒质 将 是 均匀 的 ， 而 如 果 wp 一 2.405， 则 在 边缘 r= a 处 的 等 离子 体 密 
度 为 0。 对 于 样 例 计算 ， 选 择 w 一 2.1。 这 样 有 
tity (2) = Oyen VfB 1) 一 -0.2 到 2w (10A. 29) 
进一步 选择 wm 一 3E11(rad/s)， 等 离子 体 频率 f,(a)=19.51GHz, 
为 了 便于 说 明 起 见 ， 让 沸 流 层 限于 0. 4<r<0.5 区 域 中 ， 所 以 a==0.4。 取 碰撞 频率 y 
为 1. Ell(rad/s)， 它 就 是 外 层 中 的 碰撞 频率 值 。 使 用 这 些 参 数 ， 就 可 以 按照 10A. 6 节 描 
述 的 方法 ， 通 过 数值 求解 得 到 a 随 f 变化 和 8B 随 f 变化 的 曲线 。 图 10A. 9 给 出 了 这 些 结 
果 。 假 定 工 =1m， 从 图 10A. 2 中 可 以 看 到 ， E L=1m 处 媒质 性 质 似乎 不 连续 。 为 了 便于 
说 明 起 见 ， 取 f=600MHz, 4 二 0. 5m， 由 式 (10A. 27) 可 得 ，0, 二 34. 9”。 对 于 一 个 与 轴线 
成 34.9 角 和 人 射 的 自由 空间 EM 波 ， 图 10A. 9 中 标 有 等 离子 体 圆柱 体 上 的 表面 波 的 色散 曲 
线 左 侧 的 曲线 就 是 光线 。 这 条 曲线 是 一 条 直线 ， 其 方程 为 
ko = kocos34. 9° (10A. 30) 
标记 有 Ak.=2. 29 的 水 平 线 与 动量 (用 光子 学 中 的 语言 ) 的 z 分 量 成 正比 ， 这 个 动量 
是 由 汕 流 的 粗糙 表面 所 提供 的 。 等 离子 体 满 流 的 频谱 的 全 加 将 产生 一 个 可 以 被 激励 起 表 
面 波 的 频带 范围 。 图 10A. 9a 允许 我 们 计算 波 在 到 达 不 连续 点 之 前 ， 传 播 了 一 段 距离 L 
时 表面 波 的 衰减 。 在 600MHz 处 ，a 二 0.26119 和 exp(—2eL) =59.3%. Alt, ha 
60% 的 功率 没有 被 反 向 散射 。 所 有 这 些 数 值 都 是 在 p 接近 1 的 假设 下 得 到 的 ， 可 以 通过 
计算 在 f=600MHz 时 的 w/B 值 来 验证 这 一 点 。 保 证 p<*1， 可 以 得 到 2. 9767E8m/s 的 传 
播 速 度 。 
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12 轴 上 的 等 离子 体 频 率 3.E11 (rad/s) 12 与 轴线 成 34.9。 角 入 射 
碰撞 频率 1.E11 (rad/s) mu=2.1 的 自由 空间 EM 波 





频率 ， 以 100 MHz 为 单位 





005 0.1 02 03 04 0.5 0.6 q 0 10 20 30 
衰减 常数 《Np/m) 相位 常数 Crad/m) (z 分量) 
a) 衰减 常数 b) 相位 常数 


图 10A.9 样 例 计算 


(经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 Final Report Summer Faculty Research Program, Air Force Office of Scientific 
Research, Report Number A669853, 38, 1994.) 


10A.9 结果 和 结论 


基于 到 目前 为 止 所 得 到 的 结果 ， 可 以 得 到 下 面 关 于 各 种 参数 的 观察 结果 。 

频率 的 影响 : 在 低频 时 ， 由 式 (10A. 26) 给 出 的 与 4 成 反比 的 辐射 场 很 弱 。 在 高 频 时 ， 
衰减 常数 比较 大 ， 以 及 在 到 达 不 连续 点 之 前 表面 波 就 耗 散 完 了 ， 因 此 反 向 散射 很 弱 。 

L 的 影响 : 由 式 (10A. 26) 可 知 ， 随 着 工 的 增 大 ， 辐 射 场 会 增 大 ， 但 是 方向 角 0 减 小 ， 
Ak. 减 小 ， 使 得 表面 波 的 激励 比较 容易 。a 或 8 不 发 生变 化 。 但 是 由 于 工 增 大 ， 波 的 衰减 
会 增 大 。 或 许 ， 反 向 散射 的 频带 中 心 会 随 工 增 大 向 更 高 频率 移动 。 

极 化 的 影响 : 模型 假定 是 TM 波 ， 由 于 仅 当 波 的 电场 具有 z 分 量 时 ， 才 能 激发 出 表面 
等 离子 体 激 元 。 


10A. 10 ”未 来 工作 展望 


基于 等 离子 体 羽 衣 上 的 表面 波 激励 的 理论 ， 给 在 中 频带 增强 的 反 向 散射 提供 了 一 个 似乎 
有 理 的 解释 。 基 于 一 个 简单 模型 和 近似 数据 进行 了 样 例 计算 。 我 们 将 进一步 改善 理论 ， 并 基 
于 更 多 的 实验 数据 来 进行 更 精确 的 计算 。 当 有 关 这 方面 的 实验 数据 变 得 有 效 时 ， 将 在 模型 中 
结合 满 流 等 离子 体 的 频谱 。 作 者 打算 提交 一 份 暑期 研究 延长 建议 以 便 完成 这 项 工作 。 
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电磁 辐射 的 经 典 光 子 理论 


在 经 典 电磁 理论 中 ， 光 的 波动 性 由 麦克 斯 韦 方 程 所 描述 ， 而 光 的 粒子 性 由 几何 光学 来 
描述 号。 电磁 波 包 可 被 看 做 经 典 的 粒子 和 经 典 的 光子 。 
S p 和 r 分 别 表示 光子 沿 光 线 运 动 时 的 动量 和 位 置 。 
光子 的 位 置 是 波 包 的 几何 中 心 。 

如 图 10B. 1 所 示 ， 当 动量 为 pi 的 光子 从 媒质 1 运 
动 到 的 媒质 2 中 时 ， 其 动量 为 pz:， 光 束 发 生 了 折射 。 

令 相应 的 能 量 为 E 和 E,。 沿 x 轴 的 动量 分 量 是 
守恒 的 ， 且 由 下 式 给 出 





pi sing, = pesind, (10B. 1) 
光子 的 能 量 也 是 守恒 的 ， 由 下 面 关系 式 给 出 
E, = E; (10B. 2) 


对 于 一 个 频率 为 o 和 波 数 R= | k| 的 波 ， 其 相 速度 4 二 w/k， 
WIE n ENH 一 c/x 一 cR/w。 如 果 用 光子 来 描述 ， 则 


图 10B.1 光线 的 折射 


能 量 E=he 和 动量 p= 二 放 ， 其 中 友 是 普 朗 克 常 数 。 因 此 ，n 二 cp/E， 它 的 各 个 分 量 为 
nı = P nz — pe (10B: 3) 





E, E, 
这 样 ， 式 (10B. 1) 等 价 于 下 式 
n Sin0 = nsing, (10B. 4) 
这 是 斯 涅 尔 定 律 的 一 般 形式 。 
在 一 条 光线 中 光子 的 速度 更 像 是 波 包 的 群 速度 ， 因 此 


v= v, =p Wh (10B. 5) 


因为 很 可 能 | ws | Au, 所 以 在 一 般 情况 下 ， 有 
E OE | _ 
at |22| - [VE] 
在 非 均 匀 媒 质 中 ， 
E= clp] (10B. 6) 


n(r,E) 
IÈ (10B.6) Æ E ft — Â Ba pi Be, EARE E OW. 将 称 为 哈密 顿 函数 


(Hamiltonian)"! , 


E= H(p,r) (10B. 7) 
光线 中 的 光 粒 子 ， 也 即 光 子 ， 满 足 哈密 顿 方程 : 
p= BA y H (10B. 8) 
Əp 
z Tiaa oH(r,p) Ea 
六 一 一 sr Ly, H (10B. 9) 


光子 的 速度 v =r 由 下 式 给 出 


Vv, = 


ah nu 
EEE S ETET (10B: 10) 
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式 中 
n= (10B. 11) 
p np 
光子 所 受 的 力 为 
二 £ E Vn 
f=p = 7+ Ean/oE (10B. 12) 


如 果 注 意 到 w Ak BES H Ap REKK, 那么 方程 式 (10B. 8) 和 式 (10B. 9) 可 以 
转化 为 包含 w 和 的 方程 











b w 一 Wen (10B. 13) 
a OO Wy (10B. 14) 
or 
AH, o 扮演 哈密 顿 函 数 的 角色 。 一 般 情 况 下 ， 它 是 按照 下 式 随时 间 变 化 的 
dw _ Ow 
i= (10B. 15) 
对 于 一 个 非 色散 空间 和 /或 者 时 变 媒质 中 ， 
at _ ke 
wm w(r,k,t) mr (10B. 16a) 
or w 
a (10B. 16b) 
a wo Wine (10B. 16c) 
由 式 (10B. 15) ， 注 意 ， 对 于 一 个 时 不 变 、 空 间 变 化 的 媒质 ， 
o ke 
a (10B. 17a) 
dw ao _ 
-wo (10B. 17b) 
AF, o 是 一 个 运动 常数 ， 且 
w = wo (10B. 18) 
经 过 空间 不 连续 性 时 频率 是 守恒 的 。 而 且 
iA = w Vial ated] (10B. 19) 
如 果 
n= nle) (10B. 20) 
那么 
dks _ o (10B. 21) 
dt 
AL, 是 守恒 的 。 这 实际 上 就 是 斯 涅 尔 定 律 。 
ki sind, = kesing (10B. 22) 
如 果 假 设 
n= n(t) (10B. 23) 
ok ow Viena = 0 (10B. 24) 
大 是 守恒 的 ， 但 是 
te = oe a 2 inn(e) 


频率 wo 不 守恒 。 
如 果 波 沿 = 轴 方 向 传播 ， 那 么 
dz É 


0) = 2 = ae 





反 过 来 , & 守 恒 意味 着 
p= eono 二 常数 


图 10B. 2 所 示 为 折射 系数 在 时 间 中 的 一 个 阶 跃 变 
化 。 在 这 种 情况 下 ， 
niw, = nswz (10B. 27) 
在 时 间 边 界 ( 时 间 折 射 ) 上 ， 一 个 光子 的 时 间 折 射 可 
以 用 下 面 的 定律 来 描述 : 


w, tana; = cztana2 (10B. 28) 
式 中 
tine <= SE es (10B. 29) 
e n 


用 光子 语言 来 说 ， 在 时 变 媒 质 中 的 频率 变换 就 称 为 
AFINE. TATR US, Mendonca! RM E 
MARE ZHE TGF IM. Kalluri Pie T Ea 
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(10B. 25) 
(10B. 26) 

ct 

02 
m 
n Oo £ 
a 
图 10B. 2 一 个 光子 在 时 间 不 连续 
点 的 折射 


杂 媒 质 中 的 电磁 学 : 通过 求解 时 变 磁 等 离子 体 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 ， 并 利用 守恒 以 及 求 
解 与 之 相关 的 初 值 问题 ， 讨 论 了 频率 和 极 化 变换 器 。 附 录 10C 简要 介绍 Kalluric 的 研究 


结果 。 
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附录 1OC 
时 变 媒 质 中 的 光子 加 速 ” 


在 附录 10B 中 ， 从 经 典 光 子 理 论 ， 我 们 得 到 这 样 的 结果 : 在 穿 过 一 个 空间 不 连续 性 界 
面 时 ， 频 率 w 会 保持 不 变 ， 波 数 & 会 随 着 媒质 在 空间 中 的 变化 而 变化 ; 然而 ， 在 穿 过 一 个 
时 间 不 连续 性 的 界面 时 ， 波 数 有 会 保持 不 变 ， 而 频率 却 会 因 媒质 随时 间 的 变化 而 变化 。 根 
据 光 子 理论 ， 这 后 一 种 情况 称 作 是 光子 加 速 。 根 据 经 典 电磁 理论 ， 利 用 麦克 斯 韦 方 程 连同 
时 变 复 杂 媒 质 的 适当 本 构 关系 式 ， 我 们 可 以 系统 地 阐述 频率 变换 问题 0']。 

Electromagnetics of Time-Varying Complex Media: Frequency and Polarization 
Transformer( 时 变 复 杂 媒 质 中 的 电磁 学 : 频率 和 极 化 变换 器 ) 是 有 关 这 个 专题 的 一 本 综合 
性 著作 。 附 录 LOC 将 概要 地 介绍 此 书 。 这 本 书 论述 了 时 变 复杂 媒质 及 其 应 用 。 


10C. 1 引言 


参考 文献 [2] 论 述 了 时 变 复 杂 媒 质 及 其 应 用 。 这 些 复杂 性 是 非 均 匀 、 色 散 、 双 各 向 同 
性 、 各 向 异性 及 其 他 们 的 组 合 。 媒 质 的 复杂 性 是 由 本 构 关系 式 表示 的 。 文 献 [1] 给 出 了 一 
个 适用 于 各 种 复杂 媒质 的 综合 的 和 精确 的 本 构 关 系 表 示 式 。 

作为 当前 研究 的 热点 呈 ， 媒 质 复 杂 性 的 另 一 方面 是 媒质 的 时 变 参 数 。 虽 然 多 普 勤 效应 
(由 运动 媒质 引起 的 频率 变化 ) 是 在 很 多 著作 中 都 会 讨论 的 专题 ， 但 在 有 关 电 磁 学 的 著作 中 
却 很 少 讨论 由 一 般 时 变 媒 质 引起 的 电磁 波 的 频率 变换 问题 。 运 动 媒质 问题 是 时 变 媒质 中 的 
一 种 特殊 情况 。 

在 静止 媒质 中 的 频率 变化 是 与 我 们 通常 的 经 验 相悖 的 。 本 书 论述 几 个 数量 级 的 频率 偏 
移 问题 ， 它 可 以 通过 给 各 向 异性 媒质 (尤其 是 磁 等 离子 体 媒质 ) 的 复杂 性 增加 时 变 参 数 这 一 
复杂 性 来 实现 。 一 个 时 变 磁 等 离子 体 媒质 可 以 看 做 一 个 频率 变换 器 ， 其 输出 波 频率 相对 于 
输入 波 频率 的 频率 变换 比 可 以 很 高 (频率 上 移 ) 或 很 低 ( 频 率 下 移 )。 本 书 第 一 部 分 (理论 部 
分 ) 通 过 使 用 简单 的 理想 几何 模型 以 及 磁 等 离子 媒质 的 本 构 关 系 ， 已 经 讨论 过 这 种 异常 的 
效应 。 因 此 ， 这 个 问题 变 得 更 易于 理解 ， 并 且 重 点 是 考察 效应 而 不 是 达到 高 精度 结果 的 目 
的 。 对 于 三 维 问题 中 的 数值 模拟 ， 利 用 时 域 有 限 差 分 (FDTD) 方 法 就 可 以 得 到 精确 的 结果 ， 
这 在 本 书 第 二 部 分 (时 变 媒 质 的 FDTD 方法 ) 中 已 经 讨论 过 。 

本 附录 由 如 下 几 部 分 组 成 。10C. 2 节 讨 论 与 媒质 性 质 空 间 不 连续 性 相反 的 时 间 不 连续 
性 的 效应 ， 并 给 出 由 时 间 不 连续 性 所 引起 频率 偏 移 的 一 个 简单 解释 。10C. 3 节 讨 论 时 变 等 
离子 体 媒质 的 本 构 关 系 。10C. 4 节 考 虑 一 无 限 大 等 离子 体 媒质 的 突然 开关 过 程 。10C.5 节 
论述 开关 一 等 离子 体 平板 这 一 更 为 实际 的 问题 ，10C. 6 节 讨 论 在 频率 偏 移 研 究 进展 中 的 一 
些 应 用 问题 。10C. 7 节 解 释 时 变 磁 等 离子 体 中 波 的 传播 理论 ， 以 及 通过 改变 电离 水 平 或 偏 
置 磁场 使 媒质 的 相对 介 电 常数 产生 一 个 很 大 变化 的 可 能 性 。 相 对 介 电 常数 的 这 种 大 幅度 变 
化 会 引起 一 个 很 大 的 频率 偏 移 。10C. 8 节 概 要 地 介绍 第 三 部 分 (应 用 、 频 率 和 极 化 变换 
器 )， 而 10C. 9 节 则 概要 地 介绍 第 四 部 分 (实验 )。 


© ©SPIEO. 1~0. 7 节 是 根据 Weiglhofer, W.S. 和 Lakhtakia, A. 编写 的 《光学 和 电磁 学 中 的 复杂 媒质 导论 》 
(SPIE，Bellington，WA，2003) 一 书 中 “时 变 磁 等 离子 体 媒 质 引 起 的 频率 转换 ”一 章 (pp. 245-266, H Kalluri 
编写 ) 写 成 的 。 
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10C.2 由 媒质 性 质 时 间 不 连续 性 引起 的 频率 变化 


我 们 考虑 沿 z 轴 方 向 传播 的 平面 波 垂直 地 人 射 到 一 个 媒质 介 电 性 质 在 空间 不 连续 的 界 
面 上 。 图 10C. la 是 介 电 常 数 s 在 空间 中 的 阶 牙 分 布 。 

在 z=0 处 ， 介 电 常 数 从 si 突变 E E 
为 ez。 我 们 再 假设 介 电 常数 纵 断 面 是 
时 不 变 的 。 入 射 波 、 反 射 波 和 透射 波 
的 相位 因子 可 以 表示 为 Ya = á n 
see-wo ， 其 中 ， 对 于 人 射 波 下 标 为 
A=I, 对 于 反射 波 下 标 为 A=R, Xt yz ok a 
于 透射 波 下 标 为 AST., X FAE 
Alt, Æ z 一 0 处 电场 切 向 分 量 的 连续 
性 条 件 要 求 

an = wr = wr = wa (10C. 1) 

这 个 结果 可 以 解释 为 : 通过 电磁 
媒质 性 质 的 空间 不 连续 性 时 ， 频 率 w 
保持 不 变 。 当 电磁 波 在 空间 中 由 一 种 
媒质 进入 另 一 种 媒质 时 ， 波 数 和 会 发 b) 
生变 化 ， 这 是 由 于 相 速 度 发 生 了 变 图 10C.1 时 间 和 空间 不 连续 性 的 效应 比较 
化 ， 这 里 没有 考虑 电磁 波 的 吸收 。 在 
图 10C. la 下 方 的 图 中 用 图 解法 说 明了 这 一 点 。owr& 图 中 两 条 直线 的 斜率 分 别 是 两 种 媒质 中 
的 相 速度 。 通 过 画 一 条 水 平 线 并 使 其 与 这 两 条 直线 相交 ， 就 可 以 实现 w 不 变 。 交 点 的 & 值 
给 出 了 两 种 媒质 中 的 波 数 。 

如 果 考 虑 媒质 性 质 时 间 不 连续 的 情况 ， 则 会 产生 一 个 对 偶 的 问题 。 在 上 一 0 时 刻 ， 让 
一 无 界 媒 质 ( 在 空间 中 ) 的 介 电 常数 经 历 一 个 突然 的 变化 。 现 在 ， 当 将 :一 0 代入 相位 因子 
时 ， 电 场 在 上 一 0 时 刻 的 连续 性 要 求 : 在 不 连续 性 出 现 之 前 就 存在 的 波 ( 称 之 为 源流) 的 相 
位 因子 必须 与 在 改变 后 或 切换 后 媒质 中 新 产生 的 波 的 相位 因子 Wy 相等 。 这 一 结果 必须 对 
所 有 zz 值 都 成 立 。 因 此 ， 这 就 要 求 在 空间 不 变 媒 质 中 ， 波 在 穿 过 时 间 不 连续 性 时 其 波 数 
RERE. E ok 图 中 画 一 条 垂 线 ， 就 可 以 实现 & 不 变 ， 如 图 10C. lb 下 方 的 图 形 所 示 。 
交点 处 的 w 值 就 是 新 产生 的 电磁 波 的 频率 "7]。 


100.3 ”时 变 等 离子 体 媒质 


任何 一 种 等 离子 体 都 是 带电 粒子 和 中 性 粒子 的 混合 体 。 对 于 每 一 个 粒子 种 类 ， 混 合体 
都 可 由 两 个 独立 的 参数 来 表征 。 这 两 个 独立 参数 就 是 粒子 密度 N 和 温度 工 。 关 于 等 离子 
体 有 大 量 的 文献 可 供 参考 。 这 里 给 对 本 附录 感 兴趣 的 读者 提供 了 几 篇 参考 文献 [8 一 10]。 
这 些 文献 论述 了 将 磁 等 离子 体 模拟 为 一 种 电磁 媒质 的 方法 。 在 探索 将 媒质 看 成 时 不 变 电 磁 
参数 的 一 些 应 用 时 ， 这 些 模型 就 已 经 足够 用 了 。 
在 一 些 应 用 中 ， 热 效应 并 不 重要 的 。 这 样 一 种 等 离子 体 称 作 冷 等 离子 体 。 洛 伦 效 等 离 
子 体 中 就 是 对 冷 等 离子 体 进 一 步 简 化 的 结果 。 在 洛 伦 兹 等 离子 体 中 ， 假定 电子 之 间 的 相互 
作用 仅 是 通过 空间 聚集 电荷 的 力 才 发 生 的 ， 并 且 质 量 较 大 的 正 离子 和 中 性 粒子 是 静止 的 。 
正 离子 保证 了 混合 体 从 整体 上 呈 电 中 性 。 在 本 章 中 ， 洛 伦 效 等 离子 体 作 为 基本 模型 ， 用 于 
研究 一 种 非 周 期 性 时 变 电 子 密度 纵 训 面 N(2) 的 主要 效应 。 
对 于 这 个 看 做 电介质 媒质 的 简单 模型 ， 其 本 构 关系 为 
D = se, E (10C. 2) 


E E 
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AF 


e 一 1 一 坚 (10C. 3) 


并 且 
op 一 ÉN (10C. 4) 

在 这 些 公式 中 ，g 和 m 分 别 是 电子 电荷 量 的 绝对 值 与 电子 质量 ，wi 是 等 离子 体 频率 的 
平方 ， 它 正比 于 电子 密度 。 

图 10C. 2 中 给 出 了 œ 与 w 之 间 的 关系 的 
草图 。 只 有 当 信 号 频率 大 于 等 离子 体 频 率 时 ， 
相对 介 电 常数 ww 才 是 正 实数 值 。 因 此 ， 对 于 
各 向 同性 等 离子 体 ，w 是 一 个 截止 频率 。 在 截 
止 频 率 以 上 ， 洛 伦 兹 等 离子 体 表现 得 像 是 一 种 
色散 电介质 ， 其 相对 介 电 常数 的 值 在 0 一 1 
之 间 。 

通过 改变 电子 密度 N 就 可 以 改变 媒质 的 ”图 10C. 2? 等 离子 体 媒质 的 相对 介 电 常数 e 
相对 介 电 常数 ， 这 可 以 通过 改变 电离 水 平 依次 as 
得 到 实现 。 图 10C. 1b 所 示 的 介 电 常数 突变 是 一 个 理想 化 的 快速 电离 。 从 定量 角度 来 说 ， 
如 果 源 波 的 周期 远大 于 电子 密度 时 间 纵 剖面 中 的 上 升 时 间 ， 则 可 以 使 用 突变 近似 。 在 文献 
中 ， 把 在 纵 剖面 中 的 一 个 阶 牙 变化 称 为 突然 产生 忆 习 ， 或 瞬间 电离 中 。 

用 实验 不 容易 实现 一 个 很 短 的 上 升 时 间 。 在 给 定时 间 内 ， 空 间 中 的 大 部 分 区 域 必须 
均匀 地 电离 。Joshi AP, Ku”, Kuo § Ren! 以 及 Rader 等 人 909 开发 了 实现 了 这 
些 条 件 的 巧妙 的 实验 方法 ， 并 且 用 各 向 同性 等 离子 体 演示 了 频率 偏 移 的 原理 ( 见 本 书 第 
四 部 分 ) 。 在 文献 中 被 引用 得 最 早 的 频率 偏 移 的 实验 证 据 之 一 是 Yablonovitch 写 的 一 篇 
RAPEX. Savage 等 人 5 使 用 电离 波 前 使 频率 上 移 。 电 离 波 前 是 未 电离 媒质 和 等 
离子 体 之 间 的 一 个 运动 边界 3 。 用 一 个 电离 辐射 脉冲 源 ， 比 如 一 个 强 激光 脉冲 ， 就 可 
以 产生 这 样 一 个 波 前 。 当 脉冲 在 中 性 气体 中 传播 时 ， 它 将 中 性 气体 转化 为 等 离子 体 ， 因 
此 在 等 离子 体 和 未 电离 媒质 之 间 就 产生 了 一 个 运动 分 界面 。 然 而 ， 电 离 波 前 问题 与 运动 
等 离子 体 问题 还 是 有 一 些 不 同 。 在 电离 波 前 问题 中 ， 只 有 分 界面 运动 ， 而 等 离子 体 并 不 
随 分 界面 运动 。 

基于 等 离子 体 的 电介质 模型 的 本 构 关系 ( 式 (10C. 2))， 并 没有 显 含 等 离子 体 中 的 电流 
密度 J。 而 包含 等 离子 体 电流 密度 J 的 本 构 关系 式 是 





D= sE (10C. 5) 
j=— gv (10C. 6) 

电子 的 速度 v 由 力 方程 给 出 : 
m dz — (10C. 7) 


FEDL LOC. DH, ey FEL RDB A) SH AE BY He PH HH. 
以 磁场 力 被 忽略 不 计 。 磁 场 力 (一 qv X H) EAR AR HER). Stanic 研究 了 这 个 问题 ， 将 其 看 
做 一 个 弱 非 线性 系统 。 

因为 离子 运动 忽略 不 计 ， 所 以 在 式 (10C. 6) 中 不 包含 离子 电流 。 这 样 一 种 近似 称 作 射 
频 近 似 "" 。 它 用 于 研究 无 线 电 波 在 电离 层 中 的 传播 。 在 低频 波 传 播 研 究 中 ， 需 要 考虑 离子 
的 运动 。 

将 式 (10C. 5) 至 式 (10C.7) 代 和 人 麦克斯韦 方程 组 的 安培 环 路 定律 中 
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Vx H=J+22 (10C. 8) 


可 以 得 到 

VX H = jwece,(wE (10C. 9) 
式 中 ，sp (wo) 由 式 (10C. 3) 给 出 ， 并 且 有 时 间 依 赖 关 系 exp(jwt)。 对 于 电子 密度 N(x) 随时 
间作 变化 任意 的 情况 ， 式 (10C. 6) 不成立" 中。 因为 在 不 同 的 时 刻 新 电子 产生 ， 使 得 电 
子 密度 N(2) 增 大 。 新 产生 的 电子 的 初始 速度 为 0， 然 后 被 电场 逐步 加 速 。 这 样 ， 在 等 离子 
体 建立 过 程 中 的 某 一 给 定时 刻 ， 所 有 电子 的 速度 都 不 相同 。 因 此 

J) A— qN(@) v(t) (10C. 10) 
但 是 ， 却 有 

AJ (t) =— gN m: kt) (10C. 11) 
这 里 ，AN; 是 在 1; 时 刻 电 子 密度 的 增加 值 ，vw; OEE t 时 刻 产 生 的 这 AN, 个 电子 在 上 时 
刻 的 速度 。 因 此 ，J(i) 由 式 (10C. 11) 的 积分 给 出 ， 而 不 是 由 式 (10C. 10) 决 定 。 当 对 
式 (10C. 11) 中 的 积分 求 上 的 微分 ， 可 以 给 出 下 式 的 了 和 五 之 间 的 本 构 关系 : 


s walt (10C. 12) 


为 了 描述 各 向 同性 等 离子 体 的 电磁 性 质 ， 必 须 使 用 式 (10C. 8)、 式 (10C. 12) 和 法 拉 第 
方程 
VX E =— p 2 (10. 13) 
在 分 析 ESE SA H=H SAM z 轴 方 向 传播 的 电磁 波 问 题 时 ， 可 以 假设 各 场 分 量 在 空 
间 中 作 简 谐 变化 ， 即 
F(zyt) = fe (10C. 14) 
将 式 (10C.14) 代 入 式 (10C.8)、 式 (10C.12) 和 式 (10C.13) 中 ， 得 到 已 和 互 的 波动 


方程 


dE 22 2 = 
Erg 十 [LRzc +a (t) JE = 0 (10C. 15) 
All 
dH E ae dH _ 
de 十 LR2zc2 + w(t) J << 0 (10C. 16) 


10C. 4 无 界 等 离子 体 媒质 的 突然 建立 


图 10C. 3 所 示 为 这 一 问题 的 几何 构 形 。 一 个 频率 为 wo 的 平面 波 在 自由 空间 中 治 = 轴 
方向 传播 。 在 :一 0 时 刻 ， 突 然 建立 一 个 等 离子 体 频率 为 w 的 无 界 等 离子 体 。 这 样 就 会 产 
生 一 个 媒质 性 质 的 时 间 不 连续 性 。 当 ws 为 常数 时 ， 方 程式 (10C. 16) 的 解 为 


3 
H(t) = >) Hexp(jwnt) (10C. 17) 
1 


式 中 
wan[Lo2 — Pe 十 oz)] 一 0 (10C. 18) 
根据 式 (10C. 18), ， 可 以 得 到 这 一 问题 的 色散 曲线 ok, A 10C.4 所 示 为 色散 曲线 
w-k， 其 中 顶部 和 底部 两 条 曲线 分 别 是 方 括号 内 的 因子 等 于 0 时 的 结果 ， 而 水 平 线 则 是 因 
子 w 二 0 时 的 结果 。 垂 直 直 线 二 常数 与 色散 曲线 wk 有 3 个 交点 ， 分 别 为 点 1、2 和 3。 第 
3 个 模式 就 是 摆动 模式 。 它 的 场 的 瞬时 形式 为 
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E;(x,y,z,t)= 0 (10C. 19) 
H, Cas yyZzot) 一 §H, wr ore Ezeos(he) (10C. 20) 
Js (zy,z,t)= SHok gainik) (10C. 21) 


虽然 摆动 模式 的 频率 为 0， 但 其 随 空间 位 置 的 变化 而 变化 。 在 自由 电子 激光 器 中 ， 这 
样 的 摆动 场 用 于 产生 相干 辐射 ”。 它 的 电场 为 0 但 是 却 有 一 个 由 等 离子 体 电流 J 产生 的 
磁场 。 在 沿 x 方向 有 静 磁 场 存 在 时 ， 第 3 个 模式 变 为 一 个 行 波 ， 它 的 频率 下 移 。 这 一 点 将 
在 10C. 7. 5 节 中 讨论 。 





自由 空间 等 离子 体 
Lo) ja WAVAV cea 
WV EAA 
t<0 Ww 

阶 跃 纵 剖 面 

LOC. 3 ”突然 建立 的 无 界 等 离子 体 媒质 图 10C.4 色散 曲线 w 与 摆动 磁场 
模式 1 和 模式 2 的 频率 分 别 由 下 式 给 出 : 
wz =E Jor +R) (10C. 22) 


A, w 是 一 个 负 值 。 因 为 在 空间 中 和 时 间 上 的 简 谐 变化 由 相位 因子 exp(wt 一 &z) 来 表 
示 ， 所 以 负 w 值 产生 了 一 个 沿 = 轴 负 方向 传播 的 波 。 这 是 一 个 反 向 行 波 ， 或 者 为 了 方便 起 
见 ， 将 其 称 为 由 不 连续 性 所 产生 的 反射 波 。 模 式 1 和 模式 2 的 频率 要 比 源 波 的 频率 高 。 它 
们 是 频率 上 移 的 波 。 


10C.5 开关 等 离子 体 平板 


从 实验 上 来 说 ， 电 磁 波 与 等 离子 体 平板 的 相互 作用 比 与 无 界 等 离子 体 媒质 的 相互 作用 
更 容易 实现 。 当 入 射 波 进入 一 预先 存在 的 等 离子 体 平板 时 ， 它 必然 会 经 历 一 个 空间 不 连续 
性 。 如 果 等 离子 体 频率 低 于 人 射 波 频率 ， 那 么 人 射 波 将 被 部 分 地 反射 和 透射 。 当 等 离子 体 
频率 高 于 入 射 波 频率 时 ， 波 将 被 完全 地 反射 ， 因 为 等 离子 体 的 相对 介 电 常数 小 于 0。 

然而 ， 如 果 等 离子 体 平板 足够 薄 ， 由 于 隧道 效应 ， 波 将 可 以 被 透射 中 。 对 于 这 种 时 不 
变 的 等 离子 体 ， 反射 波 和 透射 波 的 频率 与 源 波 的 频率 相同 ; 它们 称 作 A 波 。 在 等 离子 体 
内 ， 波 的 波 数 与 源 波 的 波 数 不 同 ， 但 由 于 边界 条 件 的 要 求 ， 它 与 源 波 的 频率 相同 。 

当 源 波 在 自由 空间 中 传播 时 ， 突 然 建立 起 一 个 等 离子 体 平板 ， 那 么 等 离子 体 平板 区 域 
内 的 波 会 经 历 一 个 媒质 性 质 的 时 间 不 连续 性 。 因 此 ， 这 个 开关 动作 产生 了 新 的 波 ， 其 频率 
上 移 ， 然 后 波 穿 出 等 离子 体 平板 继续 传播 。 这 些 波 称 作 B 波 。 图 10C. 5 说 明了 这 种 现象 。 
在 图 10C. 5a 中 ,频率 为 wm 的 源 波 在 自由 空间 中 传播 。 在 :一 0 时 刻 ， 建 立 起 一 个 等 离子 
体 频率 为 w 的 等 离子 体 平板 。 图 10C. Sb 中 的 A 波 的 频率 与 源 波 的 频率 相同 。B 波 是 由 于 
等 离子 体 平板 的 突然 建立 而 产生 的 新 波 ， 具 有 上 移 频率 w 二 VC Fo) =o, HBR 
个 也 波 来 说 ， 负 频率 表明 它 是 一 个 反 向 行 波 。 然 而 ， 只 要 这 些 波 仍然 在 等 离子 体 平板 区 域 
内 ， 它 们 的 波 数 就 与 源 波 的 波 数 相同 。 当 B 波 要 穿 出 等 离子 体 平板 时 ， 它 们 遇 到 空间 不 连 
续 性 ， 所 以 波 数 会 相应 地 发 生变 化 。B 波 只 会 在 开关 动作 时 刻 产生 ， 因 此 它 只 能 存在 一 自 
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有 限 的 时 间 。 在 图 10C.5 中 ,为 了 说 明 频 率 变化 ， 画 出 了 波 在 时 域 中 的 波形 。 因 此 ， 
图 10C. 5 中 箭头 符号 表示 时 间 变 量 +。 一 个 更 精确 的 描述 见 图 10C. 5b。 


Ilo) 





a) 说 明 频 率 的 变化 ， 画 出 了 波 的 时 域 波形 b) 给 出 了 一 个 更 精确 的 描述 


10C. 5 开关 一 个 各 向 同性 等 离子 体 平板 的 效应 。A 波 与 人 射 波 的 频率 (oo ) 相 同 ， 而 卫 波 的 频率 上 
BA w= VY (wi 十 wr) 二 一 wi 


10C.6 应 用 


ABT, 已 经 开展 了 许多 关于 频 移 应 用 的 研究 。 一 个 简单 的 应 用 就 是 频率 变换 器 。 使 用 
普通 设备 可 以 产生 某 一 频段 的 源 波 ， 开关 等 离子 体 器 件 将 其 转换 为 男 一 频段 的 新 电磁 波 ， 
而 使 用 其 他 方法 是 不 容易 实现 这 一 频段 的 波 。 频 移 原理 可 用 于 卫星 或 飞机 的 等 离子 体 隐 
Te. 或 生成 作为 超 宽频 信号 的 短 脉冲 "站 。Nerukh 等 人 详细 论述 了 频 移 原 理 在 光子 学 方面 
的 应 用 。 


10C.7 时 变 磁 等 离子 体 媒质 


在 静 磁场 存在 情况 下 ， 等 离子 体 媒质 的 性 质 就 如 同 各 向 异性 电介质 W'””。 因 此 ， 在 这 
种 媒质 中 电磁 波 传播 的 理论 类 似 于 在 晶体 中 光波 的 理论 。 当 然 ， 另 外 我 们 还 应 考虑 等 离子 
体 媒 质 的 强 色散 特性 。 

冷 磁 等 离子 体 可 以 由 两 个 参数 来 表征 : 电子 密度 N 和 准 静 态 磁 场 。 第 一 个 参数 通常 
用 等 离子 体 频率 cop 给 出 。 准 静态 磁场 的 强度 和 方向 对 等 离子 体 的 介质 特性 有 着 重要 的 影 
响 。 与 准 静 态 磁 场 成 正比 的 参数 是 10C. 7. 1 节 已 经 定义 过 的 电子 回旋 频率 ww。 磁 等 离子 
体 的 截止 频率 由 we 和 on 两 者 所 共同 决定 。 另 一 个 重要 方面 ， 就 是 磁 等 离子 体 介 电 性 质 存 
在 一 个 谐振 频率 。 在 谐振 频率 点 ， 相 对 介 电 常数 e 变 为 无 穷 大 。 例 如 ， 对 于 10C. 7.24 
中 的 纵向 传播 ， 当 信号 频率 w 等 于 电子 回旋 频率 ws 时， 会 发 生 谐振 。 在 频带 0 二 ww 
A,e>lAdtFR-HEN w wo Ao 组 合 ，e。 可 以 具有 很 大 的 值 ; 例如 ， 当 


O 经 过 允许 转载 ， 资 料 摘自 Kalluri, D. K. Introduction to complex Mediums for Optics and Electromagnetics , 
W. S. Weiglhofer and A. Lakhtakia，(eds. ) SPIE, Bellingham, WA, pp. 245-266, 2003. 
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fo=w,/2n=10"Hz, fy=a,/2x=10" Hz H. f=10Hz hf e,=9X10°", 因此， 可 以 通过 
HL EER ce, 有 一 个 很 大 的 变化 ， 因 而 将 磁 等 离子 体 转换 为 自由 空间 。 同 样 ， 可 以 
通过 准 静 态 磁场 衰 萎 而 使 得 e,。 有 一 个 很 大 的 变化 ， 因 而 将 磁 等 离子 体 媒质 转换 为 各 向 同性 
等 离子 体 媒质 。 本 节 其 他 部 分 会 讨论 这 些 问 题 。 
10C. 7. 1 基本 场 方程 

电场 E(r，t) 和 磁场 H(r，) 满 足 麦克 斯 韦 旋 度 方程 : 





VX E=— pio on (10C. 23) 
VX H= & Æ J (10C. 24) 
在 准 静 态 磁场 Bu 存在 情况 下 ， 电 流 密度 的 本 构 关 系 为 
i = eof (ry)B — J X (rot) (10C. 25) 

式 中 

oy = ws = a Ê, (10C. 26) 
ELERT, B 是 一 个 沿 准 静 态 磁 场 方 向 的 单位 矢量 ，w 是 回旋 频率 ， 并 且 

dip = CNG) (10C. 27) 

Meo 

10C.7.2 ”特征 波 


接 下 来 ， 在 均匀 时 不 变 无 界 磁 等 离子 体 媒质 中 ， 由 如 下 假设 可 以 得 到 沿 = 轴 方 向 传播 
的 平面 波 的 解 为 


f(z,t)= explj(wt — kz) J (10C. 28) 
we(z,t)= wr (10C. 29) 
wh (zt) = wr (10C. 30) 


式 中 ，f 代表 场 量 E、H 或 J 的 任意 一 个 分 量 。 

被 广泛 认可 的 磁 离 子 理 论 *" 用 于 研究 一 个 任意 极 化 平面 波 在 各 向 异性 冷 等 离子 体 中 的 
传播 ， 其 中 平面 波 的 等 相位 面 传播 方向 与 静 磁 场 方 向 成 任意 角度 。 当 平面 波 在 这 种 媒质 中 传 
播 时 ， 其 极 化 状态 会 连续 不 断 地 改变 。 然 而 ， 存 在 一 些 特定 的 标准 传播 模式 ， 其 极 化 状态 不 
发 生变 化 。 在 波 沿 准 静 态 磁场 方向 传播 的 情况 中 ， 左 旋 (L 波 ) 或 右 旋 (R 波 ) 圆 极 化 平面 波 就 
是 标准 模式 。 这 种 传播 方式 称 作 纵 向 传播 。 对 于 横向 传播 来 说 ， 寻 常 波 (O 波 ) 和 异常 波 (X 
波 ) 是 标准 模式 ， 其 中 波 的 传播 方向 与 静 磁 场 的 方向 相 垂直 。 本 附录 讨论 R 波 在 时 变 等 离子 
体 中 的 传播 。 在 其 他 文献 中 ， 可 以 找到 有 关 其 他 特征 波 传播 过 程 的 讨论 所 。 
10C.7.3 RRE 


对 于 R 波 传播 来 说 ， 其 相对 介 电 常数 是 亚当 


w, — lwt wa) lw wa) 
wlw — wy) wlw — wy) 


AP, wa 和 we 是 截止 频率 并 且 由 下 式 给 出 





spR 一 ] 一 


(10C. 31) 


2 
wae =F H (=) + w? (10C. 32) 


利用 式 (10C. 25) ， 并 将 其 写 为 式 (10C. 9) 的 形式 ， 从 式 (10C. 24 中 消去 J， 就 可 以 得 
到 式 (10C. 31) 。 
色散 关系 可 由 下 式 得 到 
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ic = wee = wlw + wa ) Cw — we) 


(10C. 33) 


Cw — wy) 
AF, ke 是 R 波 的 波 数 ，c 是 自由 空间 中 的 光速 。 上 式 展 开 后 ， 变 为 
w — amw — (kee? +a wtkeew, = 0 (10C. 34) 
图 10C. 6 中 画 出 了 R 波 传播 的 6; 与 w 的 关系 曲线 ， 而 图 10C. 7 给 出 了 色散 曲线 w-k。 
R 波 是 一 种 纵向 传播 的 特征 波 。 对 于 这 种 波 来 说 ， 除 了 8, 受 准 静 态 磁场 强度 的 影响 外 ， 媒 
质 表现 得 类 似 于 各 向 同性 等 离子 体 。 特 别 地 应 该 注意 到 ,在 图 10C. 6 中 可 以 看 到 这 样 一 个 
特殊 的 特征 ， 在 0 二 ww 频带 内 ， 对 于 及 波 有 ep 盖 1。 这 种 传播 模式 在 有 关 电 离 层 物 理 的 
文献 中 称 作 哨 声 模式 ， 而 在 有 关 固 态 等 离子 体 的 文献 中 称 作 螺旋 模式 。10C.7.6 节 和 
LOC. 7.7 节 通 过 瞬 态 磁 等 离子 体 媒质 论述 哨 声波 的 变换 以 及 这 种 变换 的 结果 。 各 向 同性 等 
离子 体 媒质 不 支持 哨 声波 的 传播 。 


EpR 





图 10C.6 R 波 传播 的 相对 介 电 常 数 10C.7 R 波 传播 的 色散 曲线 wk 


10C. 7. 4 ”突然 建立 

10C.4 节 分 析 了 在 x 轴 方 向 静 磁 场 存 在 情况 中 ， 等 离子 体 突然 建立 的 问题 。 
图 10C. 8 给 出 了 该 问题 的 几何 图 形 。 假 设 
源 波 是 一 个 R 波 。 突 然 建 立 过 程 等 效 于 媒 
质 介 电 性 质 产生 了 一 个 时 间 不 连续 性 。 AE g? 
这 种 情况 下 ， 波 数 & 在 穿 过 时 间 不 连续 性 i 
时 保持 不 变 。 对 于 一 个 给 定 & 的 源 波 ， 如 t 
REK 10C. 7 中 画 一 条 垂 线 ， 它 将 与 色散 
曲线 ork 中 的 三 条 分 支 曲线 有 3 个 交点 。 这 
三 个 波 的 频率 与 源 波 的 频率 不 同 。 在 这 种 1<0 等 离子 体 (w) 
情况 下 ， 媒 质 的 开关 动作 产生 了 三 个 及 波 ， 
分 别 记 为 R R AR. R 和 Rs ABH 图 10C.8 开关 一 个 无 界 磁 等 离子 体 媒 质 的 效 
波 ， 而 R 是 反射 波 。 应 。 给 出 了 R 波 人 射 时 在 等 离子 体 

下 面 给 出 波 的 一 种 物理 解释 。 入 射 波 的 中 产生 的 也 波 
电场 和 磁场 以 及 准 静 态 磁场 使 新 建立 的 磁 等 离子 体 中 的 电子 加 速 ， 这 反 过 来 会 辐射 新 的 电 
磁 波 。 将 大 量 电子 的 贡献 相 加 ， 我 们 可 以 得 到 新 电磁 波 的 频率 和 场 量 。 这 些 电 子 的 位 置 和 
运动 由 磁 等 离子 体 媒质 所 支持 的 聚 体 效 应 相关 联 。 辐 射 场 的 这 种 详细 计算 过 程 似乎 是 非常 
复杂 的 。 如 果 将 磁 等 离子 体 媒质 模拟 为 电介质 ， 就 可 以 用 一 个 简单 但 相对 粗略 的 方法 来 描 
述 等 离子 体 的 效应 ， 其 中 由 磁 离 子 理论 趾 来 计算 电介质 的 折射 率 。 新 电磁 波 的 频率 受 波 数 
ko 在 穿 过 时 间 不 连续 性 时 保持 不 变 和 折射 率 是 适用 于 磁 等 离子 体 中 波 传播 的 波形 的 折射 
率 这 两 个 要 求 条 件 的 约束 。 这 个 结果 给 出 了 一 个 守恒 定律 “koc 二 wo 二 nC(w)， 根 据 这 个 定 
律 可 求 出 w。 相 关 的 电磁 初 值 问题 的 解 给 出 了 新 电磁 波 的 电场 和 磁场 。 


R, (@,) 
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10C. 7.5 各 种 R 波 的 频 移 特性 


可 通过 参数 we 和 con 来 控制 频 移 作用 的 频 移 比 与 效率 。 这 里 给 出 用 源 波 频 率 wo 来 归 


一 化 所 有 频率 变量 的 结果 。 在 数值 计算 中 ， 
取 wo =1 就 可 以 实现 归 一 化 。 

对 于 R W., K 10C. 9a 与 图 10C. 9b 分 
别 画 出 了 w-w。 和 w-ws 的 曲线 。 图 10C. 10 给 
出 了 R 波 的 结果 : 因为 已 经 用 wo 对 频率 变 
量 进行 了 归 一 化 ， 所 以 纵 轴 上 的 值 就 是 频 移 
比 。 这 是 一 个 频率 上 移 的 波 。 并 且 其 频 移 比 
Bio, Mo, 的 增 大 而 增 大 。 从 图 10C. 10 中 
可 以 看 出 ， 适 当地 选择 w 和 w。， 我 们 似乎 
可 以 得 到 所 期 望 的 任意 大 的 频 移 。 然 而 ， 所 
产生 的 电磁 波 中 的 场 很 弱 ， 并 且 能 量 密度 
Si 可 能 较 低 。 在 表 10C.1 中 ， 通 过 考虑 两 
组 参数 值 Cw,，wb) 说 明了 这 一 点 。 对 于 参数 


w 





a) w-o 曲 线 


b) w-cr, HR 


图 10C.9 R 波 的 频 移 ; wis = (as tay)? 


(0.5，0. 5) ， 频 移 比 为 1.2， 但 能 量 密度 比 S/S 是 0.57， 而 对 于 参数 (2.0，2. 0) ， 频 移 
比 为 3. 33， 但 能 量 密度 比 仅 为 0.07。 类 似 的 结论 也 适用 于 其 他 波 。 


表 10C. 1 WFRA(w,, wo), Ri 波 的 频 移 比 和 能 量 密度 


ow Op Ob E,/Eo H,/Ho S1 /So ORI /wo 
0.5 0.5 0. 83 0. 69 0. 57 1. 20 
2.0 2.0 0. 39 0. 18 0. 07 3. 33 


R: 波 是 一 个 反射 波 。 这 是 一 个 频率 上 移 的 波 ， 其 频 移 比 随 wo, 增 大 而 增 大 ， 但 是 随 ww 
的 增 大 而 减 小 下 。 图 10C. 11 中 的 Rs 波 是 一 个 频率 下 移 的 透射 波 。 其 频 移 比 随 w 的 增 大 
而 减 小 ， 随 ws 的 增 大 而 增 大 。 当 ww 二 0 f, w 变 为 0。 电 场 Es 变 为 0， 磁场 退化 为 摇摆 
磁场 。 这 个 结果 与 10C. 4 节 讨 论 过 的 各 向 同性 媒质 中 的 结果 相 一 致 。 


4 4 
1.0 
0.5 1.5 
3 int 1.0 
3 0.5 
Or 2 py 


Ki L 23 4 10 12 3 4 
Op a, 
a) 频 移 比 随 @, 的 变化 b) 频 移 比 随 @, 的 变化 
图 10C. 10 R 波 的 频 移 。 取 wm 一 1， 频 率 变量 


都 已 对 于 源 波 频 率 进行 了 归 一 化 。 
曲线 上 的 数字 表示 on 和 wp 


0.2 





0.0 - 0.0 
01234 
四 Co 


P 
a) 频 移 比 随 wx 的 变化 b) 频 移 比 随 w, 的 变化 


10C.11 Rs 波 的 频 移 。w 一 1。 
曲线 上 的 数字 表示 o 
和 wy 
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10C. 7.6 伴随 能 量 增强 的 频率 上 移 

假设 在 无 界 磁 等 离子 体 媒质 中 存在 一 源 波 。 它 的 参数 应 使 其 折射 率 大 于 1。 一 个 以 哨 声 模 
式 传播 的 波 就 是 这 种 波 的 一 个 例子 。 通 过 移 去 电离 源 使 电离 过 程 衰减 ， 就 可 能 得 到 一 个 能 量 增 
强 的 频率 上 移 波 。 本 节 考 虑 突然 朋 溃 和 缓慢 衰减 这 两 种 极限 情况 。 根 据 式 (10C. 23) 至 
式 (10C. 25)， 可 以 得 到 在 时 变 磁 等 离子 体 媒质 中 R 波 磁场 的 波动 方程 : 


3 2 
ae dH [he + aC] dH iy MREH=0 (10C. 35) 





“ap iw @) a 


BEAR J TRAE Ok FS RE ARADEA T E SE ae HA OT A A A A 
来 求 其 解 。 在 两 种 情况 中 ， 最 终 的 上 移 频 率 都 等 于 源 的 频率 乘 以 折射 率 。 
当 源 的 频率 远 远 小 于 电子 回旋 频率 时 ， 哨 声波 的 折射 率 n 相当 大 。 对 于 突然 崩溃 情 


况 ， 电 场 增 强 了 n./2 倍 ; 而 对 于 缓慢 衰减 情况 ， 电 场 增强 了 nw/V2 倍 。 对 于 能 量 密度 来 
说 ， 相 应 的 增强 倍数 分 别 是 n,/4 和 n,/2。 基 于 能 量 平衡 原则 ， 下 面 给 出 这 个 结果 的 一 个 
物理 解释 。 哨 声 模式 中 的 能 量 主要 是 由 等 离子 电流 产生 的 磁场 能 。 在 等 离子 体 完全 衰减 以 
后 ， 等 离子 体 电流 也 完全 衰减 为 零 ， 由 等 离子 电流 产生 的 磁场 能 被 转化 为 波 的 电场 能 和 磁 
场 能 ， 同 时 产生 了 增强 的 电场 和 能 量 密度 的 频率 上 移 波 。Bakov 等 人 最 近 关 于 一 般 时 变 磁 
等 离子 体 中 能 量 关系 的 工作 "1 可 用 于 研究 其 他 模式 的 频率 偏 移 。 
图 10C. 12 示 出 了 一 个 指数 衰减 情况 的 结果 : 

w(t) = wpe (10C. 36) 
其 中 ， 所 有 变量 都 用 源 波 的 对 应 量 进 行 了 归 一 化 。 源 波 的 频率 是 on = 1, KH or 就 是 频率 
上 移 比率 。 参 数 ww 与 ww 分 别 取 为 100 和 150。 参 数 5 取 值 为 0.01， 因 为 在 一 个 时 间 常 数 
内 含有 源 波 的 100/2r 个 周期 ， 所 以 参数 5 描述 了 一 个 缓慢 衰减 的 情况 。 对 独立 变量 时 间 
用 源 波 的 周期 进行 了 归 一 化 。 为 了 比较 起 见 ， 图 10C. 12 也 给 出 了 表示 突然 崩溃 情况 的 结 
果 的 水 平 线 。 可 以 很 清楚 地 看 出 ， 频 率 上 移 伴随 着 能 量 的 增强 。 


30 000 = 10 


= 
= 20 000 各 
w 6 
$ 10 000 Rio x 
过 2 By 
由 1 
x 0 2 
s 
-10 000 0 0 
0 200400 600 800 1000 1200 0 200400 600 800 1000 1200 0 200 400 600 800 1000 1200 
时 间 时 间 
a) b) c) 
11 7 
10 6 
5 wo=1 
4 @,=100 
PS 0.8 H 3 @=150 
0.7 2 一 上 一 缓慢 衰减 b=0.01 
2 一 * 一 突然 崩溃 
0.6 1 
0 
°.5 "300 400 600 800 10001200 (0. 200 400 600 800 10001200 
时 间 时 间 


d) e) 


图 10C. 12 伴随 能 量 增强 的 whistler 波 的 频率 上 移 。 纵 轴 上 的 值 对 于 源 波 对 应 量 归 一 化 了 。 源 频 
率 wo 取 1。 横 轴 上 的 时 间 对 于 源 波 的 周期 进行 了 归 一 化 
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10C.7.7 可 控 螺 旋 摇 摆 磁 场 的 产生 

在 准 静 态 磁场 存在 的 条 件 下 ， 等 离子 体 可 以 传播 一 个 哨 声 波 。 当 更 磁 场 关 断 时 ， 哨 声 
波 的 能 量 将 转化 为 一 个 螺旋 摇摆 磁场 的 能 量 '。 根 据 方程 式 (10C. 35) 的 解 ， 可 以 对 这 一 现 
象 进行 分 析 。 在 式 (10C. 35) 中 假定 wi 为 常数 ， 而 o 是 时 间 的 函数 。 

图 10C. 13 示 出 了 一 个 指数 衰减 情况 的 结果 : 

w(t) = awe™ (10. 37) 

所 有 变量 都 用 源 波 对 应 量 进行 了 归 一 化 。 参 数 ww 和 w, 分 别 取 为 100 5 1000, b 取 为 
0.01。 为 了 比较 起 见 ， 图 10C. 13 也 给 出 了 表示 突然 崩溃 结果 的 水 平 线 。 不 论 Bo 的 衰减 速 
度 是 多 少 ， 都 会 产生 一 个 强 摇摆 磁场 。 


2 





一 = 一 突然 崩溃 
一 一 缓慢 衰减 
1 
= -1 0 
-205 T00 200 300 400 0 100 200 300 400 0 100 200 300 400 0 100 200 300 400 
时 间 时 间 时 间 


i 
@=1, @,=100, @,=1000, b=0.01 


图 10C. 13 一 个 哨 声 波 被 转化 为 一 个 螺旋 摇摆 磁场 。 纵 轴 上 的 值 用 源 波 对 应 量 进行 了 归 一 化 ; 
wo 二 1。 模 轴 上 的 时 间 刻 度 用 源 波 的 周期 进行 了 归 一 化 
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本 书 第 一 部 分 和 第 二 部 分 讨论 了 电磁 波 与 时 变 磁 等 离子 体 之 间 相 互 作用 的 理论 及 数值 
模拟 。 假 定 在 自由 空间 中 有 一 个 无 界 边界 或 者 一 个 简单 平面 边界 。 

如 图 10C. 14 所 示 ， 建 立 了 频率 器 变换 的 概念 。 

系统 参数 fo 和 f; 会 影响 输出 的 频率 与 幅 值 。 

当 源 波 是 一 个 哨 声波 并 且 磁 等 离子 体 关 断 时 ， 可 以 得 到 一 个 非常 大 或 非常 小 的 频率 偏 
移 比 。 
在 这 些 情况 中 ， 除 非 等 离子 体 的 建立 过 程 非常 快 ， 否 则 新 生成 的 行 波 会 在 与 时 变 媒 质 
的 相互 作用 完成 之 前 离开 边界 。 

然而 ， 如 果 时 变 媒质 是 产生 在 空 腔 中 ， 由 于 波 被 空 腔 腔 壁 所 约束 ， 相 互 作 用 会 持续 下 去 。 

图 10C. 15 给 出 了 当 媒质 的 切换 发 生 在 空 腔 中 时 ， 频 率 变换 器 的 概念 。 源 波 的 极 化 特 
性 由 参数 8 和 tany 决定 ， 而 切换 角 (gw ) 是 输入 波 的 附加 参数 ， 它 对 输出 波 的 极 化 特性 起 着 
控制 作用 。 这 样 ， 图 10C. 15 中 的 系统 方 框 是 一 个 “频率 和 极 化 变换 器 ”。 





输出 输入 输出 
O (Ay fy) O, A), fi, p) 
0,(A;, fy) 1 (Eo, for Por Ô, tan y) O, (Ay fo pa) 
0; (A;, f) O, Ay fo Qa) 


图 10C.14 频率 变换 器 的 概念 图 10C. 15 频率 和 极 化 变换 器 概念 


附录 10C 时 变 媒质 中 的 光子 加 速 


在 这 一 部 分 中 ,利用 媒质 的 瞬 变 理论 以 及 适用 于 更 实际 的 空间 和 时 间 参 数 分 布 系统 的 
FDTD 方 法， 讨论 了 “频率 和 偏振 变换 器 ”的 概念 。 附 录 Q 详细 讨论 了 该 原理 的 一 个 最 有 价 
值 的 应 用 。 研 究 表明 ， 可 以 将 2. 45GHz 的 源 辐射 (日 常生 活 中 所 用 微波 炉 中 的 波源 ) 变 换 
为 300GHz 的 辐射 ， 并 且 伴 随 着 电场 强度 的 明显 增强 。 
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最 早 的 有 关 动 态 等 离子 体 引起 的 频率 偏 移 原 理 的 实验 验证 是 1973 年 由 Yablonovitch''®! g 
出 的 ， 他 观测 到 了 由 光 脉 冲 自身 产生 的 等 离子 体 所 引起 的 光谱 拓宽 现象 。 

Joshi 等 人 中 将 一 个 33. 3GHz 的 RF 波 的 频率 上 移 了 5%， 其 效率 为 10%。 他 们 也 观 
测 到 了 源 波 频 率 2. 3 倍 的 频率 ， 但 效率 更 低 。 

第 13 章 由 Alexeff 教授 编写 ,他 的 课题 组 是 完成 各 向 同性 等 离子 体 “ 原 理 的 证 明 ” 
实验 "~ 的 三 个 小 组 之 一 。 只 有 Kuo 等 人 做 了 包含 磁 等 离子 体 的 实验 "3 。 


10C.10 结论 


我 们 希望 本 书 中 介绍 的 理论 、FDTD 模拟 方法 和 结果 将 有 助 于 实验 设备 的 设计 与 性 能 
提高 ， 这 相应 地 也 会 促进 实际 器 件 的 开发 。 作 者 正在 努力 实现 其 中 的 一 个 实际 设备 ， 就 是 
从 2.45GHz 到 300GHz 变换 的 频率 变换 器 。 
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附录 ]1A 


夹 在 两 半 无 限 大 电介质 之 间 的 热 各 向 同性 
等 离子 体 平板 的 薄膜 反射 特性 ” 


T. Markos, Constantine 和 Kalluri Dikshitulu 


11A.1 引言 


金属 薄膜 将 在 下 一 代 集 成 光电 子 器 件 中 扮演 重要 的 角色 。 有 关 研 究 工作 表明 ， 光 子 - 
电子 耦合 和 电子 -等 离子 体 波 ( 电 浆 ) 传 播 在 纳米 尺度 传感器 的 构造 中 有 着 巨大 的 应 用 前 景 。 
通过 对 集成 在 电介质 上 的 金属 薄膜 反射 特性 的 模拟 ， 可 以 给 我 们 提供 有 关 在 光谱 内 器 件 对 
波 的 响应 的 一 些 有 价值 的 见解 ， 例 如 ， 频 率 、 薄 膜 厚 度 和 人 射 角 对 器 件 性 能 的 影响 。 在 纳 
米 尺度 的 分 辩 率 下 ， 人 们 正在 构造 使 用 表面 等 离子 激 元 的 光学 成 像 器 件 ， 它 能 有 效 地 提升 
光电 流 、 响 应 灵敏 度 和 带宽 上 。 对 于 下 一 代 光 刻 技 术 ， 人 们 正在 利用 复杂 的 纳米 压 印 技术 
来 制造 薄膜 光栅 ， 其 中 电介质 / 铁 电 体 / 金 属 被 集成 在 单 片 基底 上 ， 用 于 构造 可 调 表 面 等 离 
子 激 元 谐振 滤 光 器 "1 。 在 高 效率 太阳 能 电池 应 用 中 ， 具 有 增强 光学 吸收 性 能 的 光子 晶体 背 
反光 器 的 薄膜 对 光 能 的 吸收 呈 有 很 大 的 潜力 。 了 解 与 金属 /电介质 薄膜 相互 作用 时 电磁 波 
的 行为 ， 对 于 构造 新 型 传感器 是 相当 关键 的 。 

在 金属 的 等 离子 体 频 率 的 数量 级 范围 内 ， 会 出 现 一 些 有 趣 的 现象 ， 例 如 ， 在 平板 内 由 
场 的 内 部 干涉 所 引起 的 功率 反射 系数 振 功 所 现象 。 振 葛 的 性 质 ( 如 频率 和 幅度 ) 都 是 平板 厚 
度 、 人 射 波 的 人 射 角 、 包 封 材 料 的 折射 率 及 金属 自身 空间 色散 特性 的 函数 。 本 章 论述 薄膜 
的 物理 模型 和 功率 反射 系数 的 行为 。 我 们 将 使 用 基于 流体 动力 学 近似 的 热 等 离子 体 模型 ， 
这 种 近似 将 证 明 功 率 反 射 系数 的 振荡 。 基 于 薄膜 厚度 ， 由 修 逝 波 间 相互 作用 所 引起 的 功率 
隧道 效应 将 在 整个 内 反射 范围 中 显示 出 来 。 

Unz5 推 导出 了 在 热 可 压缩 各 向 异性 磁 等 离子 体 中 的 波动 方程 。Prasad[9 使 用 状态 
空间 法 得 到 了 自由 空间 中 热 等 离子 体 平板 的 功率 反射 系数 ， 并 且 给 出 了 最 大 /最 小 值 点 
和 特征 根 g。Kalluri 和 Prasad 描述 了 自由 空间 中 各 向 同性 冷 等 离子 体 平板 的 薄膜 反射 
特性 ， 以 及 平板 内 部 的 振荡 ， 并 且 求 出 了 在 平板 内 的 最 大 /最 小 值 。 在 Kalluri 和 Prasad 
的 论文 中 ， 他 们 假定 和 王 mi 王 1。 本章 的 功率 反射 系数 ， 是 从 麦克 斯 韦 方程 组 及 考虑 不 
同 输入 /输出 材料 的 流体 动力 学 近似 的 详细 的 方程 组 中 得 到 的 。 输 入 的 横 波 斜 人 射 在 平 
板 分 界面 上 ， 在 等 离子 体内 部 分 界面 复制 其 自身 ， 此 外 还 支持 来 自分 界面 的 具有 不 同 波 
数 的 纵向 声波 。 

对 于 在 频率 空间 中 的 不 同 折射 率 情况 ， 给 出 了 功率 反射 系数 的 特殊 情况 。 总 功率 反射 
系数 是 周期 性 的 并 且 具 有 逐渐 减 小 的 周期 性 。 当 声波 模式 速度 趋 近 于 0 时 ， 等 离子 体 变 为 
冷 等 离子 体 且 不 可 压缩 。 各 个 纵向 特征 根 依赖 于 参数 5 二 a/c， 其 中 a 是 电子 等 离子 体 波 的 
声速 。 在 某 些 金属 中 ，Fermi 速度 中 起 着 声速 的 角色 。 当 a 与 c 可 比拟 时 ， 即 是 说 6 过 
0. 1 一 0. 01， 等 离子 体 是 空间 色散 的 并 且 可 以 被 看 成 热 等 离子 体 。 值 得 注意 的 是 ， 纵 向 分 


CO ”作者 系 马萨诸塞 大 学 罗 维 尔 分 校 的 电磁 学 和 复杂 媒质 研究 实验 室 。 经 过 实验 室 主 任 D. K. Kalluri 的 允许 转 
载 ， 资 料 来 自 报 告 UML-EM & CM-2010-1. 
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量 的 速度 的 一 个 很 小 变化 ， 都 会 引起 功率 反射 系数 的 显著 动态 响应 ， 总 体 上 看 动态 响应 是 
周期 性 变化 的 但 包含 微弱 的 非 周 期 成 分 。 此 外 ， 热 等 离子 体 反 射 系数 内 的 振荡 趋 于 超过 冷 
等 离子 体 的 分 量 。 


11A.2 问题 的 公式 


为 了 描述 在 薄膜 内 的 电磁 波 ， 可 以 把 金属 模拟 成 一 个 厚度 为 d 的 有 损 ( 碰 撞 ) 均 匀 、 各 
向 同性 (无 静态 Bo ) 热 等 离子 体 平板 。 折 射 率 为 n, 的 等 离子 体 平板 被 夹 在 折射 率 分 别 为 m 
(输入 介质 ) 和 nr (输出 介质 ?的 两 个 半 无 限 大 电介质 中 间 ( 见 图 11A. 1)。 





图 11A.1 (TM 或 p) 波 斜 人 射 到 热 等 离子 体 平板 上 ， 反 射 /透射 波 


一 个 平行 (TM 或 p) 极 化 波 E' 以 8 角 入 射 到 平板 上 上， 在 所 有 入 射 平面 上 ， 反 射 波 的 角 
度 为 天 一 久 ， 透 射 波 的 角度 为 F. 
11A. 2. 1 平板 外 的 电磁 波 
对 于 等 离子 体 平板 外 的 人 射 、 反 射 和 透射 (I[、R 和 T) 波 来 说 ， 斜 人 射 的 电场 、 磁 场 
可 以 描述 为 
FIR'T 一 et HIRT 一 HEST eee (11A. 1) 
其 中 ，Eb” HoT 分 别 是 电场 和 磁场 复 振幅 ， 且 由 下 式 给 出 
ERT Pan REPET +39 ELST +2 ERT, HET = 2 HET +9) HYET + £HERT 
(11A. 2) 
PTEE r=0 处 波 的 相位 参考 值 ， 
PT 一 enet: (11A. 3) 
从 图 IIA. 1 中 可 以 看 出 ， 波 矢量 的 几何 构 形 可 描述 为 
ki = kom (2S +2C), kr =kom(2S—2C), kr = kon (ê ST — 2C) 
(11A. 4) 
RP, ST=hi/krS AC = V1 一 (ki/krS)*。ST 和 CT 描述 了 在 系统 输出 部 分 中 电介质 的 
特性 。 注 意 ，S 二 sin(84)，C 二 cos(0)，ST 二 sin(07) 和 CT 二 cos(07)。 如 果 kı=kr, W 
SI 一 S$ 和 C- 二 C。 因 为 位 置 向 量 是 r 二 全 x 十 $y 十 Xz， 所 以 在 等 离子 体 平板 外 波 的 相位 因 
子 变 为 


g = eto (25420) ， ge = eritom(Czs-zC) ， g = ghon as’) (11A. 5) 


附录 11A 夹 在 两 半 无 限 大 电介质 之 间 的 热 各 向 同性 等 离子 体 平 板 的 薄膜 反射 特性 


式 中 ， C= Jkt / k S= (krk) C. 根据 yy . 可 得 kh Hki = RE 其 中 krw/c or 
mr 一 Am。 利用 斯 涅 尔 定律 ， 可 以 导出 在 g 中 依赖 于 角度 的 参数 C'( 式 (11A. 5))。 斯 


涅 尔 定律 隐 含 着 边界 条 件 (或 相位 匹配 ) 已 经 得 到 满足 ， 这 在 式 (11A. 5) 的 工分 量 中 是 很 明 
显 的 ， 并 且 也 可 以 从 8 一 久 这 一 事实 看 出 来 。 为 了 满足 边界 条 件 ， 入 射 、 反 射 和 透射 波 的 
相位 因子 的 + 分 量 相同。 因此 ， 对 于 TM RA, CAMA le MAT FRA, EMM 的 切 向 
分 量 都 连续 。 

对 于 平面 波 传播 情况 ， 电 场 和 磁场 可 描述 为 


kier ë E'URT — 0, H's Tt == Ay. x ELET CITA: 6) 
wto 
式 中 ，m 是 自由 空间 的 磁 导 率 。 将 式 (11A.1) 代 入 式 (11A.6) 中 ， 可 以 得 到 
SE!=—CE!, SE®=CE?, SE! 一 一 CE (11A. 7a) 
Sy'H}=— El, Sy'H? =— ER, SH] =— ETC +S?) (11A. 7b) 
C7 H= Ei: OH; =E}, Cy H} = ER(C? +S) (11A. 7c) 


AH, 7 =p/m. 
11A. 2.2 平板 内 的 电磁 波 
对 于 热 等 离子 体 ， 其 基本 方程 为 麦克 斯 韦 方 程 : 


VX E? =— jwuH? (11A. 8a) 
VX H? = jweE” — eNou (11A. 8b) 
对 可 压缩 电子 气 ， 使 用 流体 力学 近似 ,动量 守恒 方程 为 (各 向 同性 情况 ) 
mN (jw + vu =— Vp — eN, EP (11A. 9a) 
能 量 守 恒 方程 为 
p = ¥KT.N (11A. 9b) 
状态 方程 为 
aa oe ip = KN, T, (11A. 9c) 


aH, NN, HAMAS AK SRE Cm), pA po 分 别 为 小 信号 和 大 信号 
ER (kg/m), TA Tu 分 别 为 小 信号 和 大 信号 的 温度 (K)，K 是 玻 尔 兹 曼 常 数 ,，Yy 
是 在 常 压力 下 的 特定 比 热 /在 恒定 体积 中 的 特定 比 热 ，m 是 电子 质量 (kg), u 是 速度 
矢量 (my/s) 。 

上 面 给 出 的 方程 是 基于 线性 理论 导出 的 。Unz 证 明了 式 (11A. 8) 和 式 (11A.9) 可 以 简 
化 为 波动 方程 


u(1—ni—* er +U) Cn, + E)n = 0 (11A. 10) 
这 里 ， 有 
=i —jz (11A.11) 
AF, Z 由 电子 碰撞 频率 ， 和 传输 频率 w 表示 : 
Z= = (11A. 12) 
而 下 面 一 项 


x= (ay (11A. 13) 


与 归 一 化 频率 的 平方 成 反比 ，X 一 2“， 其 中 0 一 w/w。 在 薄膜 中 存在 4 种 模式 :; 透射 / 反 
射 横 波 和 透射 /反射 纵波 。 在 边界 x 二 0 4b, d 起 着 声波 模式 的 波源 的 作用 ， 但 仅 存 在 在 平 
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板 介质 内 部 。 在 平板 内 部 ，TM 波 与 声波 的 速度 、 压 强 和 电场 强度 都 满足 波动 方程 式 
(11A. 10) 。 在 这 一 章 中 ， 可 以 用 入 射 媒质 、 入 射 角 和 等 离子 体 特 征 根 参数 9 来 描述 无 量 
纲 参 数 Ny: 

n, =m(Si+q'2), ni =P +g”) (11A. 14) 
其 中 ，9 是 待 求 的 。 注 意 ，9 并 不 是 g 的 导数 ， 而 是 用 来 区 分 色散 方程 在 m> 时 的 解 和 
在 n=1 时 的 解 。 对 于 热 等 离子 体 ， 纵 向 分 量 的 速度 是 至 关 重 要 的 ， 在 某 些 金属 中 它 比 光 
速 c 小 大 约 两 到 三 个 数量 级 。 在 等 离子 体内 ， 电 场 和 磁场 强度 可 描述 为 


FE?=Ey, H” = Hig? (11A. 15) 
在 式 (11A. 15) 中 ， 电 场 和 磁场 的 复 振幅 分 别 为 
EXS=2ZE'+SE'+2E!, H? = 2H?+5H>+2H (11A. 16) 
在 等 离子 体 平板 内 部 ， 场 量 的 相位 定义 为 
QP = eto sta? (11A. 17) 


将 式 (11A.15) 和 式 (11A.16) 代 入 式 (11A.10) 中 ,可 以 得 到 斜 人 射 到 等 离子 体 平板 时 
的 分 界面 方程 : 


U(1— n — 2 EP + Uni (SEE + Sq' ED) = 0 (11A. 18a) 
a eo 
u(1 n? 77 )ES= 0 (11A. 18b) 
U(1— ni — ŽE! + Uni (S'E? +q” ED) = 0 (11A. 180) 
可 以 将 式 (11A. 18a) 一 式 (11A. 180) 5 Wan FHE ERE R 
[F]LE] = 0 (11A. 19) 
即 
Fy, Fz Fs E- 
[FILE] = 2 Fa Fs| |E, (11A. 20) 
Fz Fz Fss E 
式 (11A. 20) 中 的 各 个 元 素 由 式 (11A. 18a) 至 式 (11A. 18c) 决 定 ， 它 们 的 表达 式 如 下 : 
hye u(i-m—#\+ (CU — 8) ni? (11A. 21a) 
Fi = (11A. 21b) 
Fi = (U—& ) ni Sq’ (11A. 21c) 
Fy = 0 (11A. 21d) 
Fi =u(i-n-#) (11A. 21e) 
Fz = (11A. 21f) 
Fa = U — ag" (11A. 21g) 
Fasi (11A. 21h) 
Fu = u(1—n—*)+ (CU — 8) nig’ (11A. 21i) 


4 6 MELE] A 47 RSE 0， 就 可 以 得 到 色散 关系 Fi Fs —Fis Fu 一 0。 对 于 冷 等 离子 
体 和 热 等 离子 体 模型 ， 其 特征 根 可 以 直接 从 下 式 的 色散 关系 中 得 到 
[a(t-3)- S|. gia =t [pp U-X)—S*]" 1A. 22) 


下 标 1 表示 向 上 的 前 向 行 波 ， 下 标 2 表示 由 分 界面 == 0 所 引起 的 向 下 的 反射 波 ， 下 
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标 3 和 4 相 类 似 。 利 用 式 (11A. 8) 求 解 磁场 强度 ， 可 以 得 到 


A A A 


= 仿 z 


A A 


x 分 2 
d/dx /dy Ə/Əz —jkomS 0 —jkomq' (11A. 23) 
E E EP E E E 
由 于 入 射 波 是 一 个 TM 波 ， 只 需 考虑 y 分量， 因此 
(VX E”) $ =— (— jkomSE? + jkomg'E®) 5 (11A. 24) 
根据 色散 关系 和 式 (11A. 24) 知 道 ， 磁 场 与 电场 的 切 向 分 量 之 比 变 为 
H? U—xX—é&n 














E? nag’ Os) (11A. 25) 
在 热 等 离子 体 中 ， 依 赖 于 电场 的 电子 速度 场 由 下 式 给 出 : 

l /g— 4 
u= z (E z VX Vx E") (11A. 26) 
AH, By =eNo/jiweo=wmX/je. AARAL. 21a) 和 式 (11A. 210), ROLA. 26) 将 变 成 为 

X 

i 1 U(—n g) + U—& nS’ 

pa S 一 CU — Sat Sy’ neh ne 


11A.2.3 ” 夹 在 两 种 不 同 电 介质 ( 即 n 和 nr) 之 间 的 热 各 向 同性 等 离子 体 平板 的 功率 反 
射 系数 
当 所 讨论 的 等 离子 体 媒 质 是 热 等 离子 体 时 ， 必 须 考 虑 纵向 电场 分 量 。 可 以 导出 夹 在 两 
种 不 同 电介质 m 和 nr 之 间 的 热 等 离子 体 的 功率 反射 系数 。 利 用 式 (11A.25)、 式 
(G11A.27) 以 及 下 列 无 碰撞 等 离子 体 的 方程 ，U 王 1， 可 以 得 到 


nn ni Hh Ilex L mpn Hy [i 
Ny Es a Nys ES 0 (11A. 28a) 
Ba = pe =—j5, Ba = Bo =j% (11A. 28b) 
En qı Er SX 
a= Ws ha = Yar Re =— Bas Ba =— Ba (11A. 28c) 


利用 在 z=0 处 和 4d 处 E 与 H 的 切 向 分 量 连 续 这 一 边界 条 件 ， 可 以 得 到 4 个 方程 。 
对 于 正弦 波 ， 我 们 使 用 了 切 向 边界 条 件 ， 因 为 它们 是 利用 麦克 斯 韦 旋 度 方程 导 得 的 。 法 
向 边界 条 件 ( 由 散 度 方程 得 到 ) 可 以 从 旋 度 方程 中 导出 。 因 此 ， 法 向 边界 条 件 是 不 独立 的 
边界 条 件 ， 当 满足 切 向 边界 条 件 时 就 可 以 保证 满足 法 向 边界 条 件 2] 。 因 为 在 电介质 中 
不 存在 电子 电流 ， 所 以 为 了 考虑 在 分 界面 上 电子 的 速度 等 于 0， 由 边界 条 件 还 可 以 导出 
另外 两 个 方程 。 根 据 边界 条 件 、 式 (11A. 1) 至 式 (11A.7) 和 式 (11A. 28)， 可 以 写 出 系统 
方程 如 下 : 


NE= E! + E® (11A， 29a) 
i=l 
4 
HE 一 H! + HS (11A. 29b) 
i=] 
4 
Sigs 0 (11A. 29c) 
i=1 
4 
Ee 一 orqid -一 Ete ik yy Cd (11A. 29d) 


i=l 


» H? e kya, 一 Hie ik yy Cd l (11A. 29e) 
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4 
>) uget = 0 (11A. 29f) 
i=l 


在 等 离子 体内 部 ， 波 的 纵向 分 量 由 静电 场 组 成 ， 当 舍弃 任何 加 等 于 0 时 。 将 
ACLA. 29) 写 为 矩阵 形式 ， 得 到 





1 1 1 1 —i 0 
cist 一 外 0 6 1 0 
ni nī 1 
一 一 0 0 
3 = 是 = [le dlA.30) 
ri Ab As x 0 一 1 0 
Crim _ Carma 4 r R 0 
(CHS) ni (C? +S*) 0 
Ai Ba —ALBa AsBs —AiBa 0 0 
AP, ASe Met, E] 二 Ere #°43¢ HHS 一 万 Je cv。 
由 反射 电场 与 人 射电 场 之 比 ， 可 以 得 到 复 反 射 系数 : 
ES 
(Ry = Et (11A. 31) 


符号 RI 表示 在 人 射 平面 上 人 射 波 和 反射 波 都 是 p 波 。 对 式 (11A. 31) 进 行 化 简 后 ， 
Ri AA 
Ri =— {baba (A1 +A) A? — Agani CC — CCC? + $*)] 
一 (X142 FASAL Ani (C? H SE) + AL Ha A +42) 2nf (C? + S*)} 
+E (A, — a3) — Arni (C? +S?) 
+ fis {A 一 13)G +42) nan LCCC? +S?) C] 
+ a4 —Aa5) 1 — a2) [nf (C? + S*?) — OC' gh I}}/4 (11 A, 32) 
式 中 
A =Bu Bas (CA's HASA —A2) mniLC' —C(C? + S*)] 
+ (AA HALA Dni (C? +S?) — (a, +45) C4 HAR) 2a CC + S*)} 
+ Bi C's —A4) (41 AZ CC + S’) 
+ Bis {C4 — ASA HA Dani LCCC? +S?) +C'] 
— (4 —-A) C1 — As) (C2? 十 3 十 CC h) (11A. 33) 
功率 反射 系数 定义 为 IRI 的 大 小 
的 平方 : | 
\ 
决 于 人 射 角 是 大 于 还 是 小 于 临界 角 。 ili 
式 (11A. 34) Xt nr 和 ni 依赖 性 很 大 ， 
因此 材料 的 选择 将 会 显著 地 影响 复 ”图 11A.2 d,=0.2, 8=0.1, @=60°, m=1.1 H nr= 


合 材 料 的 反射 特性 。 图 11A. 2 所 示 1. 3 时 的 功率 反射 系数 
为 归 一 化 厚度 为 d,=d/A,=0. 2 的 薄膜 的 功率 反射 系数 ， 其 中 jn 是 等 离子 体 的 波长 ，4, 二 








ol = |pRy |? GIA. 34) 

这 里 没有 给 出 式 (11A. 34) 的 解 

析 形 式 ， 因 为 它 太 复杂 了 ; 可 利用 
计算 机 代码 或 者 近似 方法 来 研究 它 。 
在 临界 角 处 ， 折 射 率 nt 和 zz 使 得 依 
赖 角 度 的 参数 C' 在 临界 处 变 为 0。 
复 反 射 系数 的 实 部 和 虚 部 的 变化 取 
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2nc/wp» ARF O=60°, 材料 的 二 1.1， nt 二 1.3， 以 及 6 二 0.1。 功 率 反 射 系数 从 单调 
变化 变 为 在 0 一 1 之 间作 复杂 振荡 ， 并且 其 周期 随 着 频率 上 升 而 减 小 。 


11A.3 功率 反射 系数 的 不 同 区 域 


理解 反射 特性 的 一 个 方法 是 考察 色散 关系 式 ， 求解 色 散 关系 式 可 以 得 到 等 离子 体 媒 质 
的 特征 根 。 对 于 各 向 同性 媒质 的 情况 ,共有 4 个 特征 根 ， 其 中 两 个 特征 根 gq1,, 对 应 于 一 组 
向 上 和 向 下 的 横 波 模式 ， 类 似 地 另外 两 个 特征 根 q3., 对 应 于 纵向 (声波 ) 模 式 。 横 波 模 式 可 
被 看 做 冷 等 离子 体 模式 ， 而 纵波 模式 可 被 看 做 热 等 离子 体 模式 。 对 于 U1 的 无 损耗 情况 ， 
特征 根 或 者 是 实数 或 者 是 虚数 ， 但 不 是 复数 。 根 的 零点 (在 这 里 称 为 临界 点 ) 决 定 于 人 射 波 
的 正弦 值 。 在 临界 点 处 ， 根 由 实数 变 为 虚数 或 由 虚数 变 为 实数 。 式 (11A. 22) 表 明 ， 当 9 
趋 近 于 0 时 特征 根 趋 近 于 无 穷 大 。 此 外 ， 当 2 趋 近 于 无 穷 大 时 ， 特 征 根 渐 近 于 依赖 于 入 射 
角 的 某 个 值 。 临 界 点 将 ol 分 为 3 个 主要 区 域 ( 见 图 11A.3): 第 一 个 区 域 ,， 0 二 0 一 
[1 一 (6mS)*]”: qn 和 g's 都 是 虚数 ， 对 于 较 厚 材料 会 引起 人 射 波 能 量 的 全 反射 。 注 意 ， 
在 py 中 存在 一 个 称 作 能 量 隧道 的 特殊 现象 ， 在 后 面 讨论 薄膜 材料 时 将 用 它 来 解释 在 第 一 
个 区 域 中 所 观察 到 的 一 个 跌落 现象 。 通 过 适当 地 选取 材料 的 折射 率 和 入 射 角 ， 在 第 一 
域 中 也 可 能 发 生 训 减 全 反射 (ATR) 。 第 二 个 区 域 [1 一 (8mS) KAK mS): qh 
仍然 是 虚数 ， 但 gs 是 实数 ， 允 许 纵向 ( 声 ) 等 离子 体 波 在 等 离子 体 中 传播 。 在 这 个 区 域内 ， 
由 于 纵向 分 量 的 内 反射 ,pl 呈现 出 一 种 振荡 行为 。 对 于 nn 二 nt 二 1 的 情况 ， 对 pol 做 一 些 近 
似 就 可 以 证 明 振 荡 行 为 仅 是 由 纵波 模式 引起 的 。 只 要 导出 一 个 可 以 决定 pl 零点 (近似 值 ) 
的 余 害 项， 就 可 以 说 明 振荡 只 依赖 于 gs。 薄 膜 厚度 的 一 个 微小 变化 都 会 引起 振荡 频率 的 显 
著 变 化 ， 这 表明 振荡 频率 对 薄膜 性 质 非常 地 敏感 。 第 三 个 区 域 , [1 一 (mS)*] “<Q<o: 
gq" 和 9s 都 是 实数 ， 纵 波 和 横 波 都 能 穿 过 平板 传播 。 在 第 三 个 区 域内 ,pi 会 发 生 不 同 复杂 
度 的 振荡 。 










soa Wy Sic) : ny = BEERE. > re LETA “t1- (SmS) Fön, 


E AE N E PE EEEN, OEA AEN EE ETE OEA 


Üi- ng i- as -2 [1- as a/n, 


站 


2.5 3 3.5 4 


0 0.5 1 1.5 


2 

Q 

11A.3 6=0.1 He=60°RIN HER. HPA THB =1 1 时 的 临界 点 。 
gi Al 9 都 与 nr 无 关 


改变 人 射 角 或 材料 特性 m+， 会 显著 地 改变 gi 和 gs 的 零点 ( 见 图 11A. 3) 。 这 里 设 定 了 pl 
的 临界 点 ， 临 界 点 会 改变 pl 的 动力 学 行为 。 这 些 临 界 点 界定 了 pi 的 区 域 ， 它 们 可 以 描述 为 


Nri.» = [1 — (mS)? J’, Qex.a = [1— (ôn S)? ]}? (11A. 35a) 
—_ 2741/2 aos 271/2 
qi (+ 00) = aa ditQ—> oo) = = SiT (11A. 35b) 
I I 
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后 面 几 节 将 详细 地 描述 在 由 q 的 临界 点 所 界定 的 不 同 区 域内 pj 的 行为 。 针 对 几 种 特 
殊 情况 ， 我 们 对 式 (11A. 32) 进 行 了 分 析 。 


11A. 3.1 区 域 1(0<Q<[1 一 (6n,S》*]'”) 中 的 功率 反射 系数 


根据 图 11A. 3， 各自 的 特征 根 为 
Pd (11A. 36) 

KAREK a 项 都 是 实数 ， 所 以 式 (11A. 32) (0 h I h TE SKI A A KAA. 
此 ， 不 存在 横 波 模式 与 纵波 模式 的 波 传播 ， 波 是 修 逝 波 。 在 这 个 区 域 中 ,功率 反射 系数 不 
会 发 生 振荡 并 将 保持 为 1。 后 面 几 节 将 论述 当 薄 膜 变 得 足够 薄 时 ， 能 量 隧道 效应 将 会 发 生 
EH. o 将 不 再 是 总 保持 为 1， 但 是 将 允许 一 部 分 能 量 穿 过 平板 。 
11A. 3. 1.1 区 域 1 和 能 量 隧道 效应 

对 于 厚 平 板 来 说 ， 波 是 修 逝 波 并 且 衰 减 场 之 间 不 存在 相互 作用 。 当 平板 变 得 足够 薄 
IN, 会 发 生 能 量 隧 道 现象 。 隧 道 现象 表现 为 在 区 域 1 中 透射 系数 rl 有 一 个 峰值 。 
Kallurit 由 给 出 了 峰值 的 一 个 表达 式 ， 它 是 一 个 超越 方程 ， 与 pi 振荡 中 的 相位 项 相关 。 对 
于 一 个 给 定 的 人 射 角 ， 调节 O 并 测量 的 峰值 就 可 以 得 到 Q6， 进 一 步 利 用 Omar AY VA A 
定 出 平板 厚度 或 等 离子 体 频率 。 

Xt FU — tb ER = ROS’, RL =k, Hn Snl 的 情况 ， 图 11A.4 示 出 了 能 量 隧道 
的 效应 。 其 中 也 给 出 了 功率 透射 系数 rl 二 1 一 pl 。 对 于 厚度 为 4,/20 的 薄膜 ， 平板 几乎 是 
完全 透射 的 。 对 于 d, 王 1， 冲 向 热 等 离子 体 平板 上 的 光 强 被 分 界面 完全 地 反射 回来 。 然 而 ， 
随 着 平板 厚度 的 减 小 ， 由 于 修 逝 前 行 电 场 和 修 逝 反 行 磁场 之 间 的 横向 相互 作用 (反之 亦 
然 ) ， 在 平行 于 =d 处 分 界面 的 平面 上 产生 了 一 个 实 传输 能 量 。 这 就 解释 了 我 们 在 第 一 个 
区 域 中 所 看 到 的 那个 跌落 。 对 于 空气 -等 离子 体 -空气 冷 等 离子 体 的 情况 ， 使 用 超越 方程 ， 
通过 对 最 大 功率 传输 进行 实验 测量 可 以 得 到 有 关 材 料 厚 度 的 信息 。 当 增加 平板 的 厚度 
时 ， 在 平板 内 的 衰减 场 到 达 另 一 侧 的 分 界面 时 ， 它 们 就 会 变 得 很 小 甚至 可 以 忽略 不 计 ， 
此 时 能 量 隧道 现象 也 会 相应 地 减弱 。 图 11A.5 给 出 了 电介质 -等 离子 体 - 电 介质 冷 和 热 等 
离子 体 情 况 的 结果 ，m 王 1. 46，mr 一 1. 48。 对 于 任何 厚度 ， 在 冷 等 离子 体 模型 (8 二 0) 和 热 等 





图 11A.4 区 域 1，0 一 0 二 [1 一 (6mS)*]'”。 不 同 薄膜 厚度 : d,=0.05, 0.1, 0.2, 1 时 的 
功率 反射 系数 。 折 射 率 为 ni 二 nt 二 1， 热 等 离子 体 图 在 0 一 60 时 6 二 0.1。 下方 
的 图 是 透射 系数 ,tI 二 1 一 ol 


附录 11A 夹 在 两 半 无 限 大 电介质 之 间 的 热 各 向 同性 等 离子 体 平 板 的 薄膜 反射 特性 


离子 体 模 型 (* 一 0. 1) 的 能 量 隧道 效应 之 间 都 存在 显著 的 差异 ， 当 引入 不 同 的 电介质 时 也 存 
在 差异 。 





图 11A.5 K1, 0<N<[1—(émS)?]”?. HA 11A. 4 相似 , (A n=l. 46, np =1. 48 


分 析 图 11A. 4 和 图 11A. 5 可 以 看 出 ， 在 等 离子 体 频率 附近 ， 即 d,=0.05 时 ， 热 等 离 
子 体 和 冷 等 离子 体 的 ol 的 最 大 差异 出 现 。 对 于 任意 的 厚度 ， 采 用 冷 等 离子 体 模型 时 会 有 
更 多 的 光 透 射 过 平板 。 在 测量 光学 常数 时 ， 通 过 对 超越 方程 使 用 一 个 适当 的 修正 因子 来 获 
得 nt 和 n+， 在 区 间 OCOK1 内 测 到 的 跌落 就 可 以 提供 有 关 材 料 n, 的 重要 信息 。 此 外 ， 从 
图 11A. 5 PAH 4 Q=0, LAY, py 二 1。 根据 式 (11A. 32), 4 O>0(w=0) Ht, X>, 
于 是 如 图 11A. 3 所 示 ， q> H. q3 aad 进一步 地 ， Ny s Ba 0, Ba» Aico H R1. 
当 2=1(o 一 op) 时 ， X—>l, hı > 0, Bas Re i 且 所 有 K 相等 ， FÆR 一 1。 对 于 
Q=0, 1, py 被 迫 必须 等 于 1， 与 任何 ma 无关， 或 者 对 于 任何 材料 的 选择 ，zxz 都 会 产生 一 
个 汇合 点 a 
11A. 3.1.2 区 域 1 和 表面 等 离子 激 元 

如 果 我 们 考虑 电子 等 离子 体 波 的 速度 工 要 比 光速 c= 二 3X10*m/s 小 数 个 数量 级 的 情况 ， 
那么 根据 式 (11A. 22) 和 式 (11A. 28b), 50, gs, Psa > OH SRFREA SRT. 
WA. 根据 式 (11A. 32), RAS 房 相 乘 的 项 才 会 存在 ， 可 以 导出 两 种 不 同 电介质 之 间 冷 
等 离子 体 的 功率 反射 系数 ， 

A Fees a/m — C'qg/ i C +92 — A g/l C EEA 
el | aF /mA C/A C +S, — A F O/D C qa nh CSN, 

(11A. 37) 

根据 式 (11A. 37) 可 以 画 出 图 11A.6， 这 里 使 用 了 Lekner ™ 和 Otto" 所 选用 的 材料 ; 

输入 电介质 是 基于 等 离子 体 频率 ni 二 1. 9018 的 玻璃 ，n, 二 0.055 十 j3. 28 的 银 薄 膜 ， 输 出 电 
介质 为 nt 二 1. 392 WHC. Wn, 的 实 部 所 示 ， 这 里 考虑 了 碰撞 。 

图 11A. 6 的 结果 与 Lekner 的 结果 很 好 地 一 致 。 根 据 式 (11A. 37) 的 结果 ，n, 中 的 碰撞 
项 使 得 9 的 实 部 不 等 于 零 。 由 于 这 就 是 ATR 的 情况 ， 波 长 4 二 546. lnm 所 对 应 的 频率 低 
于 等 离子 体 频率 ， 且 处 于 全 反射 区 。 图 11A. 6 中 也 给 出 了 C' 项 ， 可 以 证 明 它 在 临界 角 处 
等 于 0， 即 C' 王 VCzr/zi 关 一 S (6 王 47. 05°) 天 0， 这 使 得 随 着 光子 -电子 耦合 在 表面 等 离子 
激 元 角 53. 9 处 激发 出 一 个 表面 等 离子 激 元 ，pl 向 下 变 为 0。 在 临界 角 ( 本 例 为 47.05 ) 处 ， 
C' 由 一 个 纯 实数 转变 为 一 个 纯 虚 数 。 这 个 零点 就 是 发 生 全 内 反射 的 角度 ， 如 果 在 nl 和 nt 
之 间 不 存在 薄膜 ， 波 将 沿 着 分 界面 传播 。 在 这 个 临界 角 处 ，wv。 的 实 部 和 虚 部 的 解析 表达 式 
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(本 章 并 没有 给 出 ?都 会 发 生变 化 ， 因 此 ，Re{IRI d< ARet{ Ri d> A Im{ Ry bdo, F 

Im{IRI }z>o.。 表 面 等 离子 激 元 谐振 是 夹 在 nl 和 nt 之 间 的 金属 薄膜 的 效应 。 在 一 定 意义 

上 ,插入 金属 薄膜 对 于 入 射 p 波 产生 了 一 个 等 效 布 儒 斯 特 角 ， 而 对 于 仅 存 在 半空 间 材料 的 

情况 来 说 ， 这 个 角 是 不 存在 的 。 从 Averitt 给 出 的 文献 L14] 可 知 ， 对 于 e 实 部 和 表面 等 离 

子 激 元 谐振 ， 功 率 反 射 系数 完全 被 抑制 的 角度 可 由 下 式 计算 : 

NEETU Te) | = 53..9° (11A. 38) 
ver 


Osp = arcsin 





TTT CT TT TT PT TT chosen cetspatsncosseses 


图 11A.6 两 不 同 薄膜 厚度 下 ,功率 反射 系数 与 人 射 角 之 间 的 关系 ; d 分 别 为 35nm 
和 50nm。 折 射 率 为 = 二 1. 9018, nt 二 1. 392 H. n, =0. 055+j3. 28 


11A. 3.2 区域 2([1 一 (565n,S)]'* 二 Q 二 [1 一 (n,S》]') 中 的 功率 反射 系数 
根据 图 11A. 3， 各 自 的 特征 根 是 
wd (11A. 39) 
功率 反射 系数 呈现 出 振荡 行为 。 纯 实数 特征 根 x 表明 纵波 (声波 ) 模 式 将 可 以 穿 过 薄 
膜 。 在 式 (11A. 32) 中 ,包含 qo HA 项 是 复数 ， 表 明 穿 过 平板 传播 的 能 量 。 正 如 从 
图 11A. 2 中 看 到 的 ， 由 于 等 离子 体 媒质 的 空间 色散 性 质 ， 在 这 一 区 域内 振荡 是 剧烈 的 。 热 
等 离子 体 分 量 是 一 个 静电 场 强度 的 声波 模式 ， 其 波 速 为 y， 它 是 纵向 的 ， 也 是 麦克 斯 韦 方 
程 组 的 一 个 解 。 当 与 c 相 比 a 很 小 时 ， 不 存在 波 的 传播 ， 并 且 等 离子 体 变 为 冷 等 离子 体 ， 
此 时 只 存在 频率 为 w 的 等 离子 体 振荡 。 包 含 % 的 4' 项 将 是 实数 ， 并 且 横 波 模式 将 是 修 
逝 波 。 
11A. 3.2.1 区 域 2 和 n=n+1=1 时 对 p| 的 估算 
因为 sin(kojqid) 三 jsinh(koqid) 和 cos(kojqg1d) 夺 cosh(koq1d)， 所 以 有 
7 1 
Al 2Cq, (1 — X)[q gs sinCkoqsd) + S Xsinh(koq: d) ]/ 2 
1+ |2qı q È X[1— cosh(koqı d) cos(ky qyd) 
+ gé —Cq — X)? +S X ]sinhlkqd)sinlkogd)] 
在 这 个 区 域内 ， 可 以 近似 地 计算 功率 反射 系数 ， 有 如 下 简单 形式 


(11A. 40) 








= 1 
pi = 1 + LAoLgigs:sin(ko qsd) + © Xsinh(kyq,d) ]/ (A: + A;cos(koq;d) + A,sin(koqad)) |’ 
(11A. 41) 


附录 11A 夹 在 两 半 无 限 大 电介质 之 间 的 热 各 向 同性 等 离子 体 平 板 的 薄膜 反射 特性 
式 中 
Ay = 2Cgs (1 — X) (11A. 42a) 
A, = [digi —C’'@(1— X)? +S X] (11A. 42b) 
A, = 2qa.q;:S°X (11A. 42c) 
A; =— Az cosh (koq d) (11A. 42d) 
A, = A sinh (kaqid) (11A. 42e) 


ST AP HER, qi 项 对 式 (11A. 41) 的 贡献 不 是 很 大 。 在 我 们 感 兴趣 的 大 部 分 区 域 
A. A; MA, 两 项 都 较 大 且 为 负 值 ， 因 此 可 以 忽略 A,。 式 (11A.41) 的 近似 ( 记 作 oa) Ñ 
变 为 
2 1 
a 1+ (ALgigsin(k gd) + S?Xsinh(koq d) )/LA;cos(koq;d) + A,sin(koq.d) ] F 
(11A. 43) 





上 式 可 简化 为 


Pa 


1 
1 + {AoLqigssin(kogsd) + S?Xsinh(kogqid) ]/ VA + Az}? 
X ese’ (koqad + arctan(— A,/A;) + 2/2) (11A. 44) 
式 (11A. 44) 与 Kalluri 和 Prasad’) 得 到 的 冷 等 离子 体 平 板 的 结果 具有 相同 的 形式 。 
图 11A. 7 给 出 了 O=0.3 且 薄 膜 厚 度 d,=1 时 ，pol Alo, 的 结果 。 区 域 2 近似 地 位 于 {1. 04 一 
0 二 2} 范 围 内 。 一 直到 O~1. 86, ol 的 近似 结果 都 很 好 。 大 约 在 1.86< 2 天 2 的 范围 内 ， 
A,~A;~A,, WA ZESR CIA. 43) + me > SAR BE IZ 振荡 具有 周期 性 ， 其 周期 随 Q 
增 大 而 减 小 ， 这 是 由 依赖 于 Q 的 cse 项 所 引起 的 。 尽 管 在 括号 项 Lsin()]? 内 含有 振荡 项 ， 
但 是 p, 的 零点 并 不 由 该 项 所 决定 ， 而 是 完全 依赖 于 csc’ 项 的 相位 ， 因 此 有 


kogsd +arctan(—4*)+ = = mn, m= 0,1,2, (11A. 45) 

在 m=0, Ls Ds see Mh, csc” 项 趋 于 无 穷 大 ， 它 定义 了 Ps 的 离散 零点 ， 相应 地 也 定 

MT po WER. A 11A. 7 中 的 峰值 出 现在 使 dou/d2=0 的 2 处。 如 果 人 允许 式 (11A. 44) 
变 为 


Pip Pa 





14 15 
Q 


11A.7 式 (11A.40) 和 式 (11A. 41) 的 比较 及 其 近似 。 折 射 率 为 n=nr =l, 
0 一 0.3。 人 入射 角 0=60°, WIRE d,=1 
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(11A. 46) 





= 1 
Os IFA + A? cst (As) 
str, A; =A Lq gq, sin(koq;d) +S’ Xsinh(kogq,d) |B. As =kog3dt-arctan(—A,/A;)+n/2, 
此 时 ， 根 据 式 (11A. 46), 0, 的 极 值 点 所 满足 的 方程 是 一 个 超越 方程 ， 
dA, 








tan(A,;) = f ETa) (11A. 47) 
式 中 
(Az + A?) 
= 11A. 48 
f= CTF ADGA dA /dN (A, dA, dN + A, dA, 7am CS ) 
A 
eg af Lea Dy E 
A = kgd (3 ae + T aa pa (11A. 49) 


11A.3.2.2 ”区域 2 和 薄膜 厚度 
图 11A. 8 所 示 为 不 同 平板 厚度 d,=0.05, 0.1, 0.2, 0.5, 0.7, 1 时 的 pl ( 式 (11A. 34))。 




















i d,=0.05 i d =0.1 
pe 
0 = 0 | 
12 14 16 1g 2 12 14 16 18 2 
i d,=0.2 i d,=0.5 
NJ | Inn Awe he | 
0 LS al | 
12 14 #216 18 2 12 14 86 18 2 
Q Q 
i d =0.7 ‘ d=1 
FTTEFTRTTR | TTIW 
0 0 
{2 tA 16 天 2 12 14 16 18 2 
Q Q 


图 11A.8 不 同 薄膜 厚度 的 功率 反射 系数 图 。 折 射 率 是 二 nt 二 1，6 二 0.1， 人 射 角 为 9 二 60"， 
薄膜 厚度 分 别 为 d, 二 0.05，0.1, 0.2, 0.5, 0.7, #1 


电介质 的 折射 率 为 nw 二 nr 二 1， RL GS 
6 二 0. 1 且 入 射 角 为 0 二 60"。 这 个 区 域 © of E : dof 
的 范围 是 1.0037 二 Q 二 2。 随 着 平板 
厚度 的 增加 ， 振 荡 的 数目 也 在 增加 。 
振荡 幅度 分 布 在 0 一 1 之 间 的 整个 3 
围 内 。 因 为 nt 二 nr 二 1， 所 以 Pll =i 
的 点 是 方程 qasin (hogsd) = 一 他 
Xsinh(koqid) MY fF. py =0 的 点 是 
csc” 项 的 相位 等 于 mx 时 的 点 。 

对 于 ni 二 1.4， nr = 二 1.45 的 情 
OL» 在 2 的 范围 内 不 存在 第 二 个 临 
界 点 ， 因 此 1.0074<0<1.458. 4 
图 11A.9 所 示 ， 这 意味 着 对 于 所 有 图 11A.9 在 yy 的 频率 范围 内 ,nm 二 1.4， nr=1. 45 时 的 
QE, qi 都 将 是 虚数 。 输 入 和 输出 qi 和 q's 








附录 11A 夹 在 两 半 无 限 大 电介质 之 间 的 热 各 向 同性 等 离子 体 平板 的 薄膜 反射 特性 


媒质 的 折射 率 对 @ 的 第 二 个 临界 点 具有 调节 作用 ,这 将 会 改变 pi 的 振荡 行为 。 如 
图 11A. 10 所 示 ， 随 着 厚度 增加 ， 在 频带 中 会 出 现 尖 锐 的 止 口 。 

(1 一 (0aS)2 2 一 2 一 co) 区 域内 的 功率 反射 系数 。 后 续 章 节 将 讨论 gi Al qs 都 是 实数 
的 区 域 3。 


d,=0.05 _ 40.1 
i ae 
gaz 





y 
Pi 0.5 Pı 0.5 | 
if g 


d,=0.7 
.4 1.8 


N 


图 11A.10 不 同 薄 膜 厚度 下 的 功率 反射 系数 图 。 折 射 率 为 nl 二 1.4,， nr=1. 45, 
ò=0.1, Ağ fA 9 二 60"， 以 及 薄膜 厚度 分 别 为 4d, 二 0.05，0.1， 
0: 2s O55 07s l 


功率 反射 系数 ， ill Try 





1 | 
3 
0.6 


0.4 
0.2 
0 
0 0.5 1.0 1.5 Ah 2.5 3.5 
Q 
功率 反射 系数 ,5=0 





0.5 1.0 2.0 2.5 
Q 


图 11A.11 厚度 为 d=10nm 的 钠 薄 膜 的 热 功率 反射 系数 和 冷 功率 反射 
系数 。 折 射 率 为 m=1.45, nr=1.46, WHEATEAR 
wp =8.2X 10" rad/s, H HKE Ve =9. 87 X 10’ cm/s 求 得 
6==Ve/c 二 3.29X10 怀 。 人 射 角 O=60° 


11A. 3. 3 ” 钠 薄 膜 的 功率 反射 系数 

应 用 Forstmann 和 Gerhardts 提供 的 钠 的 材料 参数 : 等 离子 体 频率 为 w = 8. 2X10" 
rad/s， 由 费 米 速度 Ve 二 9. 87X10’'cm/s 求 得 6 二 VE/c 二 3.29X10 ，。 当 薄膜 厚度 4 二 10nm 
和 入射 角 O=60°Ht, FA 11A. 11 所 示 分 别 为 热 等 离子 体 模型 (上 方 ) 和 冷 等 离子 体 模型 (下 
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方 ) 的 功率 反射 系数 。 根 据 输入 和 输出 材料 ， 图 11A. 11 仅 示 出 了 前 两 个 区 域 的 结果 ， 因 为 
第 三 个 区 域 是 无 界 的 。 第 一 个 区 域 (y) 显 示 了 能 量 隧道 效应 ， 如 图 11A. 11 所 示 的 大 跌落 。 
与 10nm 薄膜 的 厚度 相 比 ， 等 离子 体 的 波长 4, 一 229nm 很 大 。 在 第 二 个 区 域 中 ， 由 金属 薄 
膜 的 费 米 速 度 所 引起 的 振荡 非常 明显 。 热 等 离子 的 振荡 支撑 在 冷 等 离子 体 之 上 。 与 前 面 的 
结果 相似 ， 振 荡 的 周期 由 实数 q, 所 决定 ， 虚 数 gq 随 0 增 大 而 减 小 。 


11A.4 结论 


我 们 讨论 了 夹 在 两 种 不 同 电介质 之 间 的 薄 金 属 平板 的 反射 特性 ， 着 重 分 析 了 功率 反射 
系数 及 其 相应 的 特征 根 。 如 果 将 薄膜 看 成 一 种 热 等 离子 体 ， 它 可 以 支持 纵 电磁 声波 模式 的 
传播 ， 且 纵 电磁 声波 模式 是 麦克 斯 韦 方程 组 的 一 个 解 。 功 率 反射 系数 的 振荡 具有 跟随 冷 等 
离子 体 分 量变 化 的 趋势 。 对 于 不 同 电介质 材料 ， 讨 论 了 冷 等 离子 体 的 情况 ， 模 型 表明 会 发 
生 表面 等 离子 激 元 的 激发 。 

材料 选择 会 影响 能 量 在 等 离子 体 材 料 中 的 传播 特性 。 特 征 根 依赖 于 输入 材料 的 折射 
率 、 纵 向 等 离子 体 波 的 波 速 和 入 射 角 。 

为 了 保证 在 任何 频率 下 og 都 是 纯 虚 数 ， 选 择 低 折射 率 的 输入 材料 会 使 得 Oy 变 为 虚 
数 。 如 果 把 正弦 和 余弦 选 作 为 qa 波 数 的 函数 ， 它 们 将 总 是 双 曲 型 的 ， 所 得 到 的 功率 反射 
系数 类 似 于 梳 状 函数 ， 其 周期 略 有 减 小 。 因 此 ， 输 入 媒质 的 折射 率 对 薄膜 反射 特性 具有 调 
节 效 应 。 
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we 11B 
非 均匀 热 磁 等 离子 体 中 波 的 一 阶 耦 合 微分 方程 * 


我 们 已 经 很 熟悉 非 均 匀 温 磁 等 离子 体 中 波 的 一 阶 微分 方程 "1 。 这 里 将 把 这 种 方法 推广 
到 非 均 匀 热 磁 等 离子 体 中 波 的 传播 情况 中 。 采 用 这 种 形式 ， 其 方程 很 容易 在 数字 计算 机 上 
ge - 库 塔 法 求解 。 假 定 等 离子 体 是 电 中 性 的 且 处 于 平衡 态 ， 并 且 忽 略 离子 的 运动 。 
RE, 、 Por No 和 T, (i6o 二 0) 为 等 离子 体 的 静态 值 ， 它 们 由 位 置 函数 给 出 ， Eis His 
pis Nis et Ala, 是 等 离子 体 中 波 的 小 时 谐 (e” ) 分 量 ， 并 定义 等 离子 体 的 参数 为 








2 = = = hah tes 
X= MD yo) = LeleH,), UD =1-72@ 
w Em mw w 
= a’ (F) = ueyKT, (7) 
C2 m 
式 中 ，a(7) 为 电子 气体 中 的 声速 ， 通 过 选取 一 组 新 的 独立 变量 
rF. FA wm ee [下 
F=E, B [4] A, u=% un, p oni oles (1B. 1) 
依据 小 信和 号 理论 ， 可 以 得 到 下 列 各 式 '， 其 中 ky =w(ue)'? =w/c: 
VX E=— ik, H (11B. 2a) 
VX H= ik, E—k, Xu (11B. 2b) 
_~iUXa= 让 十 外 大 十 多 Y2 cy. E) + XzzY (11B. 2c) 
0 0 
= iko, , VP 
Ve a= Sp tu Vhs (11B. 2d) 


MFA AGA Si, Se 和 C 的 任意 极 化 的 自由 空间 波 ， 当 斜 人 射 到 等 离子 体 媒质 时 ， 
可 以 得 到 下 式 口 : 


2 =~ jb, 8. = =— ik, S, (11B. 3) 


假设 等 离子 体 参 数 仅 在 z 方向 变化 ， 这 样 就 有 Nole), Tolz), v(2) Ml Ho (2), JAY 
将 式 (11B. 3) 代 入 式 (11B. 2) 中 ， 可 以 得 到 仅 是 z 的 函数 的 10 ARARE, H, uM p 的 10 
个 方程 。 从 这 些 方程 中 消去 EL. Har us 和 zy， 可 以 得 到 下 面 含 6 个 未 知 量 的 6 个 一 阶 线 
性 耦合 微分 方程 ， 其 中 上 投 号 表示 关于 z 的 导数 ， 





EE = S,S,H, + A —S?)H, —iS, Xu, (11B. 4a) 
E= 1 — SDH, -SSH, —iS,Xu, (11B. 4b) 
—] bs, iXY. 2 
y= (Sı +o T + (5 1+ aa, 
UXY, +iXY,Y.\ _ /S:Y. +iUS, 
+e e eis oe )p (11B. 4c) 
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pm- (1s IXa )E + (S:S: -p aE, 























U -Y [一 到 
UXY, —ixY.Y. iS,U — SY. 
+{ aoe et ) (11B. 4d) 
=1,__ (SY. + SiY. —iUS, 
m 人 和 人 人 
(SUA SY + usy, ey i ba) 
U’ — Y: Yko Po ó 
1/1 US; 十 US 
+3(> a g \p (11B. 4e) 
—1.,_ /UXY,+iXY.Y, iXY,Y.—UXY.\,. _. 
z=? ea e a toe S jE, iS, XH, +iS, XH, 
_ 4. Hen dX (Po\? _ X'S po 
+[UX—X°—UX Taye tine (Bt) Ty oe 
a Eads i Po 
+( ae tix p) (11B. 4f) 
P E E E 
T de Sry = = [T][e] (11B. 5) 
其 中 ，[ej] 为 一 个 6X1 列 矩阵 ， 其 元 素 为 E,、 Es Hs Mys uz. Filp. 
Xt FS SR AL. CTE CR AB RK. WRS 
£ iki (11B. 6a) 
z 
可 以 得 到 的 耦合 微分 方程 式 (11B. 5) 的 特征 方程 ， 由 如 下 行列 式 给 出 : 
det([T] — q[1]) = 0 (11B. 6b) 


式 (11B. 6b) 是 一 个 六 阶 代数 方程 ， 可 以 看 到 它 与 Unz 先前 所 得 到 的 结果 号 是 一 致 的 。 
根据 上 述 定 义 ， 可 以 得 到 中 
Vio _ VX , YE 
Be X + 5 (11B. 7) 
在 最 近 的 一 次 通信 中 ，Burman @iXIRVp.=0. H po =0 代入 式 (11B.4) 中 ， 也 可 
以 得 到 与 我 们 相同 的 结果 。 
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ase LIC 
热 漂移 单 轴 电 子 等 离子 体 的 波导 模式 。 


11C. 1 引言 


许多 学 者 都 研究 过 各 向 异性 等 离子 体 媒质 中 的 导 行 波 传播 。Allis 等 人 口 系统 地 总 结 
了 静止 的 冷 各 向 异性 等 离子 体 的 结果 。Trivelpiecec 考虑 了 漂移 冷 各 向 异性 等 离子 体 中 导 
行 慢 波 的 传播 。 最 近 ，Tuan55 报道 了 填充 静止 单 轴 热 等 离子 体 波 导 的 模式 理论 。Smullin、 
Chorney"! 和 Briggs 叶 研究 了 波导 中 电子 流体 与 冷 等 离子 体 的 相互 作用 。 

本 附录 研究 导 行 波 在 无 限 大 静 磁场 中 的 漂移 热 等 离子 体内 的 传播 ， 重 点 分 析 波 的 相位 
特性 。 这 一 研究 的 动机 源 自 于 Articolo'1 的 一 项 研究 ， 他 将 漂移 热 各 向 异性 等 离子 体 模 拟 
成 具有 时 域 和 空间 色散 特性 的 电介质 ， 其 研究 基于 以 下 几 个 假设 : 1) 中 性 分 子 和 正 离子 是 
冷 的 ; 2) 电子 是 热 的 且 具 有 平均 温度 ， 并 且 在 其 热 运动 上 释 加 有 定向 漂移 ，3) 漂 移 速度 和 
热 运动 速度 是 非 相对 论 性 的 。 这 里 再 给 出 几 条 补充 假设 : 1) 漂移 速度 w 是 沿 x 轴 的 ; 
2) 无 限 大 强度 的 静 磁 场 也 是 沿 = 轴 方 向 的 ; 3) 忽 略 碰撞 效应 。 


11C.2 基本 方程 
让 所 有 场 量 按 如 下 规律 变化 : 
F,(z,y.25t) = F(zryy) er ye (11C. 1) 
那么 ， 麦 克 斯 韦 方 程 是 
VX 五 一 joweoE E (1LC. 2) 
VX H =— jw H (11C. 3) 
对 于 无 限 大 静 磁 场 和 漂移 速度 v 均 沿 = ET AA, BT EB 
E(Cwy7) 一 公信 十 人 人 十 es 人 2 (11C. 4) 


lon ie) 十 a272 
AF, a 是 声速 ， 它 表征 了 等 离子 体 的 平均 温度 w 为 等 离子 体 的 频率 。 根 据 式 (11C. 1)、 
式 (11C. 2) 和 式 (11C. 3) ， 可 以 得 到 用 E. 和 五。 表示 横向 场 E, GH, 的 表达 式 ， 以 及 H. 的 
波动 方程 。 这 些 结果 与 Tuan5 在 静止 情况 下 得 到 的 结果 相同 ， 这 里 就 省 略 了 。 根 据 H. 的 
波动 方程 ， 可 以 得 出 结论 : TE 模式 不 受 等 离子 体 存 在 的 影响 。 

根据 E. 的 波动 方程 ， 可 以 得 到 


€3(wsy) = 1— (11C. 5) 


[V+ (y +e; ] = 0 (11C. 6) 
KP, =e pe 且 V, 是 V 算 子 的 横向 部 分 。 可 以 证 明 ，TM 模式 的 色散 关系 为 
OF +e = (*) (11C. 7) 


式 中 ，w. 是 空 波导 的 截止 频率 ，c 是 光速 。 令 Y= 一 j8， 其 中 有 8 是 传播 常数 ， 那 么 式 (11C. 7) 
可 以 写 为 


O 经 过 允许 转载 ,资料 源 自 Proceedings of the IEEE, 58(2), pp. 278-280，February 1970, 
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2 
2 2 = Wp = 2 
ta? — pe JE ae rd wt (11C. 8) 
利用 下 列 归 一 化 变量 ， 可 使 色散 曲线 w-8( 见 图 11C. 1) 的 讨论 得 到 简化 : 
p=", a=, n =, =, j= (11C. 9) 
Wp Wp Wp C C 
1 p IETU R-P RP REA) > 










142% 4 
t= 2 _ 
1+2 

te [1-08 (o2-#)] 
Q= (1402) 





oo" 
一 一 = 二 一 
Tai EF 
J E 
a? 一 一 二 ; 
一 一 二 一 一 = Ņ oe 一 





二 一 


aae 一 一 


ee 


图 11C.1 在 漂移 速度 w 大 于 声速 a 的 条 件 下 ， 热 单 轴 漂 移 电 子 等 离子 体 中 导 行 波 对 于 等 离子 体 
频率 o 归 一 化 的 色散 曲线 w-8。 曲 线 上 的 数字 表示 Q 的 值 ， 空 波导 的 模式 截止 频率 w 
对 于 等 离子 体 频率 归 一 化 (经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 Kalluri，D. ，Waveguide modes of 
a warm drifting uniaxial electron plasma, Proceedings of the IEEE, 58(2), pp. 278- 
280. © 1970 IEEE. ) 


将 式 (11C. 9) 代 入 式 (11C.8) 中 ， 可 以 得 到 
(a? — B®?) [((Q— aB)? — & B? —1] = EECA — aB)? — & B] (11C. 10) 
这 是 一 个 关于 Q、B 的 四 次 多 项 式 方 程 。 图 11C. 1 中 每 一 点 的 径 向 矢量 都 正比 于 相 速 
度 [w= 二 cLQ/B)] 且 每 一 点 的 切线 斜率 都 正比 于 群 速度 (vs 二 cdQ/dB)。Q-B 图 在 原点 处 有 
一 个 二 重点 ， 且 在 该 点 处 的 切线 为 


_ a F J1+Q: a QTE: 


the ite (110. 113 
fe O=FU+02)'?* 处， 图 形 将 2 轴 切 断 ， 该 点 处 曲线 的 正切 为 
— a 
h= (11C. 12) 
在 B={(1/(e?—&) ]—022)'"* kb, ABH B 轴 切 断 ， 该 点 处 曲线 的 正切 为 
i= 于 一 全 [1 一 Oo: 一 8)] (11C. 13) 


对 于 一 个 给 定 的 2.， 通 过 分 析 2.==0( 一 维 情况 ) 和 2. 一 ce 这 两 种 极端 情况 ， 可 以 得 到 
2-B 图 的 一 般 特征 。 对 于 前 一 种 情况 ， 四 次 曲线 退化 为 两 条 直线 OK CB 和 双 曲 线 
(R-aB)'— FB 一 1 二 0。 对 于 后 一 种 情况 (2. 王 cc) ， 曲 线 退 化 为 两 条 直线 O=(aFdB, Xt 
于 其 他 的 Q. 值 ， 四 次 曲线 的 各 个 分 支 将 被 限定 在 由 两 种 极端 情况 的 曲线 分 支 所 形成 的 分 
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隔 空间 中 。 图 11C. 1 和 图 11C. 2 说 明了 这 一 点 。 在 这 些 图 形 中 ,我们 可 以 认 出 已 9“ 快 
波 ”， 其 相 速度 w, >c(a 一 56) ， 同 样 可 以 认 出 * 慢 波 ”， 其 相 速度 vo, 二 cCa 一 8)， 以 及 “波导 
波 ”。 在 图 11C. 1 中 ， 给 出 了 a=0. 05 和 9 一 0. 03 时 的 Q-B 图 ， 其 中 参数 是 2.。 对 于 w 二 
wpn， 其 中 的 一 条 曲线 (例如 ， 标 有 O.=5 的 虚线 ) 表 明 存 在 着 反 向 行 波 ( 具 有 正 群 速度 与 负 
相 速 度 ) 和 一 个 驻 波 (vw 二 0)。 然 而 ， 当 Q. 宇 (a 一 信 ) 中 时 (例如 ， 参 见 图 11C. 1 中 标 有 
Q2.= 二 25 的 虚线 )， 这 些 波 都 消失 了 。 图 11C. 2 所 示 为 a 二 6(a 二 0.03,， 6 二 0.05) 时 的 Q-B 
图 。 在 图 11C. 3 中 ， 非 常 详细 地 示 出 了 a==0.05，6==0.03 A Q.==0.1 时 波导 波 的 相位 特 





11C.2 在 漂移 速度 w 小 于 声速 a 的 条 件 下 ， 热 单 轴 漂移 电子 等 离子 体 中 导 行 
波 的 色散 曲线 w-8， 其 中 相对 等 离子 体 频率 o 进行 了 归 一 化 。 曲 线 上 的 
数字 与 图 11C. 1 中 的 数字 相同 (经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 Kalluri，D. ， 
Waveguide modes of a warm drifting uniaxial electron plasma, 


Proceedings of the IEEE, 58(2), pp. 278-280. © 1970 IEEE. ) 





图 11C.3 在 Q=[1 十 (w/w)*]“ 点 附近 ， 热 单 轴 漂 移 电 子 等 离子 体 中 “波导 波 ” 的 相 
位 特性 ， 其 中 we 为 空 波导 的 模式 截止 频率 (经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 
Kalluri，D. ，Waveguide modes of a warm drifting uniaxial electron plasma， 
Proceedings of the IEEE, 58(2), pp. 278-280. © 1970 IEEE. ) 
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性 。 从 这 个 图 中 可 以 看 到 ， 当 波导 波 的 前 向 行 波 的 低频 截止 频率 给 定 为 (1 十 0Q:)” 
(图 11C.3 中 的 P 点) 时 ， 在 低 于 截止 频率 (1 十 Q3)22 的 一 个 窗 频 带 内 还 存在 着 反 向 行 波 
(ASAP). ME Q. 减 小 ， 该 频带 的 宽度 变 宽 ， 其 最 大 可 达 a/ (1 十 a)。 在 群 速度 v =cts 
处 ， 波 导 波 会 发 生 从 前 向 行 波 到 反 向 行 波 的 转变 。 
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附录 12A 
法 拉 第 旋转 与 自然 旋转 


式 (12. 31) 给 出 了 在 磁 等 离子 体 媒质 中 传播 时 线性 极 化 波 的 y 角 的 表达 式 。 本 附录 将 
论述 这 个 角度 是 如 何 得 到 的 ， 也 将 说 明 法 拉 第 旋转 在 测量 电离 层 中 的 总 电子 量 方面 的 


这 种 旋转 也 会 出 现在 9. 3 节 讨论 过 的 自然 旋转 或 光 旋 


性 的 手 性 介质 中 。 然 而 ， 法 拉 第 旋转 与 自然 旋转 之 间 存 在 一 一 一 一 一 一 一 一 一 * 所 
着 重要 的 差别 。 本 附录 也 会 对 这 一 点 做 出 一 些 解释 ( 见 — à 
图 12A. 1), 图 12A.1 纵向 传播 的 定义 


12A. 1 法 拉 第 旋转 
在 一 0 处 ， 考 虑 沿 = 轴 方 向 传播 的 线性 极 化 波 的 电场 ， 其 表达 式 为 


Bfe = ĉ2 Epe | z= = E 2 (12A. 1) 
这 是 一 个 沿 z RE ADR. CUSA REA LAN: 
Elon = Fo(a—j + Eaj) (12A. 2) 
由 于 波 沿 = 轴 正 方向 传播 ， 所 以 在 z=d 处 的 波 可 以 写 为 
È| ou = Baj eat + Ea Hj Hem (12A. 3) 
式 中 
kpr = ko Vep (12A. 4) 
kp = ko V EpL (12A. 5) 
2 
cerl (12A. 6) 
wlw — we ) 
2 
=J Ü 
pe ps (12A. 7) 


式 (12A. 3) 可 以 写 为 ( 见 图 12A. 2) 
E = E, e+] | cos| “二 | 一 sin| “二 ee |3) (12A. 8) 


这 是 一 个 线性 极 化 波 ， 但 它 不 再 是 沿 工 轴 极 化 的 。 电 场 的 轨迹 是 一 条 直线 ,但 是 在 角度 yr 
处 的 直线 可 以 表示 为 ( 见 图 12A. 3): 


y 


图 12A.2 zx 一 0 处 的 电场 图 12A.3 z=d 处 的 电场 
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gr = arctan" È =— arctan? dann — ba 34 
aks ae (12A. 9) 
根据 式 (12A. 4) 至 式 (12A. 7) 以 及 式 (12A. 9)， 并 且 利 用 we 和 的 定义 ， 可 以 得 到 
b= aa Nd (12A. 10) 


AP, LAHSA EE FEH A eH at, my, 工 为 电子 密度 。 如 果 电子 密 
度 随 空间 距离 变化 ， 且 Bo 近似 为 常数 ， 则 净 旋 转角 度 为 ， 


pr = = =] No Cz) dz 


式 中 ， 积 分 沿 波 传播 路 径 进行 积分 。 利 用 卫星 -地 球 通信 ， 通 过 测量 p 可 以 测量 在 1m? 柱 
形体 内 的 总 电子 电量 。 


12A.2 自然 旋转 和 比较 
注意 ， 手 性 介质 也 会 引起 线性 极 化 波 的 旋转 。 在 计算 角 y 一 “phils 我 们 使 用 ta 和 ker 
而 不 是 vn 和 kw。 参见 附录 9B。 


然而 ， 对 于 自然 旋光 与 法 拉 第 旋转 两 种 情况 来 | 
说 , 在 “往返 ”计算 中 的 旋转 角 存 在 一 个 重要 的 1 =, 


差别 。 | 
通过 观察 (图 12A. 4) ， 可 以 计算 出 返回 路 径 。 : 
我 们 先 考虑 法 拉 第 旋转 。 7 一 "+> ——— a 
对 于 一 个 反 向 行 波 ，B。 的 方向 与 波 的 传播 方向 ! 
相差 180"。 在 式 (12A. 6) Ast 2A. 7) H H w) $F 
换 w， 可 以 得 到 波 数 keo 和 kv。 这 等 相当 于 在 a 
式 (12A. 9) 中 进行 替换 图 12A. 4 人 ==T 处 的 电场 
kp — kyr 
All 
Ror > ka 


同样 ， 由 于 起 始点 的 x 坐标 与 终点 的 z 坐标 不 同 ， 终 点 的 z 坐标 为 一 4， 因 此 需要 在 
式 (12A. 9) 中 做 替换 4d 一 一 d。 

因此 ，ys 角 的 值 保持 不 变 。 这 样 ， 往 返 路 径 的 旋转 角 为 单程 路 径 的 旋转 角 的 两 倍 。 

另 一 方面 ， 对 于 手 性 介质 ，ka 和 kx 不 变 , 但 必须 用 一 d 来 替换 4。 因此 ， 返 回路 径 
的 旋转 角 与 单程 路 径 的 旋转 角 相 等 ， 但 符号 相反 。 往 返 路 径 的 旋转 角 为 0。 


参考 文献 


1. Inan, S. I. and Inan, S. A., Electromagnetic Waves, Prentice Hall, Upper Saddle River, NJ, 2000. 


附录 ] 2 BB 
铁 氧 体 和 磁 导 率 张 量 


第 12 章 利用 介 电 常数 为 张 量 的 各 向 异性 电介质 模型 ， 讨 论 了 磁化 等 离子 体 的 各 向 异 
性 特性 。 在 外 部 静 磁场 存在 的 条 件 下 ， 铁 氧 体 的 行为 类 似 于 一 种 磁 导 率 为 张 量 的 各 向 异性 
磁性 材料 。 这 种 材料 在 微波 工程 中 有 广泛 的 应 用 5 。 这 里 简要 讨论 磁 导 率 张 量 。 
由 于 电子 自 旋转 产生 的 磁 偶 极 矩 元 ， 铁 氧 体 主要 呈 磁 性 。 在 外 磁场 互 存在 的 条 件 下 ， 
施加 在 电子 上 的 转 矩 I 为 
T= p mX H (12B. 1) 
机 械 角 运 动 的 力学 方程 为 
S= -=T (12B. 2) 
式 中 , 工 是 角 动 量 。 
电子 围绕 互 作 回 旋 运 动 。 机 械 回旋 与 电子 自 旋 运 动 之 间 的 差别 是 ， 电 子 自 旋 运 动 的 转 
矩 来 源 于 磁场 力 而 不 是 机 械 力 。 在 式 (12B. 1) 中 ， 磁 偶 极 矩 由 下 式 给 出 


mM = Ym 


th 


(12B. 3) 
式 中 


Yu = A (12B. 4) 
Me 


m 为 电子 质量 ，y EWE Le (= 1. 76X10" rad/sT)。 
根据 式 (12B. 1) 至 式 (12B. 3)， 可 以 得 到 


OF 一 yop MX H (12B. 5) 
式 (12B. 5) 描 述 了 ( 拉 莫 ) 旋 进 运 动 ， 其 频率 wo( 拉 莫 频 率 ) 为 : 
wo = poYm|H | (12B. 6) 


如 果 单 位 体积 内 有 NN 个 电子 ， 每 个 电子 自 旋 产 生 的 磁 偶 极 矩 为 元 ， 则 磁化 强度 矢量 
MA 


M=Nm (12B. 7) 
现在 ， 式 (12B. 5) 可 以 写 为 
M = yapo MX H (12B. 8) 
当 M 以 频率 w 做 正弦 变化 时 ， 有 
M = "st Mx (12B. 9) 
式 (12B. 9) 说 明了 磁 导 率 为 各 向 异性 的 起 源 。 假 设 外 磁场 为 
H, = 2H, (12B. 10) 


并 且 和 忽略 在 z 轴 方 向 上 的 小 信号 互 ; 。 根 据 式 (12B. 9) ， 可 以 得 到 M 的 小 信号 值 与 4" 和 H, 
的 小 信号 值 之 间 的 关系 如 下 : 
B = p (H, +M) (12B. 11) 
现在 ， 可 以 写 出 
B = ga +H (12B. 12) 
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式 中 
Lh pi O 
Pet = 四 [eli | (12B: 13) 
0 Ù ja 
其 中 ， 和 矩阵 中 的 各 个 元 素 分 别 为 
Wo WM 
[ell = yn (1+) = of (12B. 14a) 
pi = (eh) = jm oy (12B. 14b) 
wm = po YmMo (12B. 14c) 
如 果 已 知 铁 氧 体 材料 的 x.， 则 有 
M, = pop: — 1) Ho (12B. 14d) 


看 上 去 ， 式 (12B. 13) 与 12 章 讨论 过 的 介 电 张 量 K 相 类 似 。 因 此 ， 可 以 预计 到 会 出 现 
法 拉 第 旋转 现象 。Sohoo[ 讨 论 了 铁 氧 体 材料 在 微波 技术 和 工程 中 的 许多 应 用 问题 。 


参考 文献 
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附录 ISA 
电磁 波 与 运动 有 界 等 离子 体 的 相互 作用 


Dikshitulu Kalluri 和 R. K. Shrivastava © 


14A.1 引言 


近来 有 关 电 磁 波 与 有 界 相对 论 性 等 离子 体 之 间 相 互 作用 的 研究 一 般 都 忽略 了 斜 人 射 的 
情况 ， 其 结果 都 仅 局 限于 垂直 入 射 的 情况 。 在 之 前 的 一 篇 论文 中 " ， 我 们 研究 了 电磁 波 斜 
人 射 到 一 个 相对 运动 的 单 轴 等 离子 体 平板 的 反射 和 透射 问题 ， 揭 示 了 随 归 一 化 平板 运动 速 
度 变化 时 反射 系数 产生 振荡 的 性 质 。 如 果 在 相对 于 平板 静止 的 参考 系 中 求解 该 问题 ， 我 们 
会 发 现 当 平板 向 远离 人 射 波 方向 运动 时 ， 则 从 观察 者 的 参考 系 中 来 看 ， 对 于 某 一 个 临界 平 
板 速度 ， 反 射 角 将 翻转 90"， 这 样 就 解释 了 在 该 速度 下 所 出 现 的 0 反射 功率 现象 。 这 与 
Yeh 引 发 现 的 有 关 电 介质 半空 间 沿 垂 直 于 分 界面 方向 运动 的 结果 相 吻 合 。 然 而 ， 他 观察 到 
的 超过 这 个 临界 点 时 反射 波 是 修 逝 波 的 结果 似乎 是 不 正确 的 。 

本 章 旨 在 揭示 当 平 板 速度 超过 上 述 临 界 速度 时 所 发 生 的 有 趣 现象 。 我 们 得 到 了 一 般 性 
的 结论 ， 当 一 平面 波 斜 人 射 到 沿 垂直 于 分 界面 方向 运动 的 媒质 上 时 ， 这 些 结论 都 是 成 
立 的 。 

对 于 电磁 波 斜 人 射 到 各 向 同性 等 离子 体 平板 的 情况 ， 我 们 也 给 出 了 功率 反射 系数 的 最 
大 值 和 最 小 值 随 归 一 化 平板 速度 变化 的 函数 。 这 里 考虑 了 波 的 平行 极 化 和 垂直 极 化 两 种 
情况 。 


14A. 2 基本 方程 


在 相对 于 运动 等 离子 体 平板 是 静止 的 坐标 系 习 "中 ， 用 带 撤 的 量 表示 被 测试 的 量 ， 而 
在 相对 于 观察 者 是 静止 的 坐标 系 之 中 用 不 带 搬 的 量 表示 相应 的 测试 量 。 假 设 等 离子 体 中 的 
场 量具 有 如 下 指数 变化 形式 


wv, = exp{[w't' —ky(S'x' +q'z')]} (14A. 1) 
式 中 
w = [YA — CB) Jw = 加 (14A. 2) 
S' = wing’ =2 (14A. 3) 
利用 等 离子 体 中 的 麦克 斯 韦 方程 ， 可 以 得 到 色散 方程 的 根 9 为 
! =+ (e! — S")? =+ (= i (14A 4) 
il + [ Pa | : 


fe ELMAR, S=sing, C=cosd(6 ZAHM), QA=w/w, H e =1—(w,/w')? =1— 
1/p’°’ . 
其 他 符号 的 意义 与 其 通常 的 意义 相同 2 。 参 数 p 的 重要 意义 在 于 它 将 入 射 波 频 率 变换 


© © American Institute of Physics， 经 过 允许 转载 ， 资 料 源 自 J. Appl. Phys., 44(10), 4518-4521, October 
1973. 
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Jy 55 SFR AY Ha EB AFHIR. SAX] H T Hr i E AS A YT] Ag 
RR 
在 9 为 实数 的 范围 内 ， 功 率 反射 系数 和 透射 系数 可 写 为 下 式 的 形式 : 
1 








Ci a = —— ea 
P~T+Bes2A’ * 1+ (1/B)sin’?A ANAA: at) 
而 在 9 为 虚数 的 范围 内 ， 它 可 以 写 为 ， 
= a = 1 
bp" Ti Bad? lA * I+dyBanhta tee. B 
其 中 ， 对 于 两 种 不 同 的 极 化 情况 ， 下 面 分 别 给 出 了 a、A MB 的 表达 式 。 
平行 极 化 情况 : 
_i pit Gr * +6 — 2800+ # —28/O) 
ai= 8 (oF) a-p (14A. 6a) 
Ay = khq'd' = 2x[(p’ — S 一 Ta (14A. 6b) 
2q'e'C' 2 
By = (a Teg) 
= Ap Cp SF) r eun 1) C — EP 5 1) 
L(p?* — S*)(2p°2? — 1) 一 力 a’ (14A. 6c) 
HE HRL : 
ae! 1— pC > (+f — 2gC) (1 + B?— 28/C) 
a= y (TFC) > a-p AN 
A= pes ou reo (14A. 7b) 
= (gto) 
= 40? Cp’ of ee (14A. 7c) 
在 上 述 各 个 表达 式 中 ， 有 
Ve C— 
C = cosh = (14A. 7d) 
p- Lhe eae (14A. 7e) 


1+p—28 
Aid,=d'/A,» A, 为 对 应 于 等 离子 体 频率 的 自由 空间 中 的 波长 ， 忆 为 等 离子 体 平板 的 厚度 。 
14A. 3 ”数值 结果 与 讨论 


功率 反射 系数 随 归 一 化 波 频率 (2) 的 变化 关系 曲线 与 参考 文献 [3] 中 给 出 的 曲线 在 形状 
上 相似 ， 因 此 本 附录 省 略 了 该 曲线 。 

按照 参考 文献 [1] 中 所 列 出 的 步骤 ， 可 以 导出 功率 反射 系数 随 归 一 化 平板 速度 (8) 变 化 
的 函数 ， 本 附录 也 列 出 了 在 振荡 区 间 内 最 大 值 和 最 小 值 所 满足 的 方程 。 

尽管 对 于 垂直 入 射 这 种 极限 情况 ， 两 种 波 极 化 情况 得 到 的 结果 相同 ' 习 ,但 是 对 
于 斜 人 射 情况 ,结果 并 非 如 此 ， 因 此 我 们 给 出 了 两 种 极 化 情况 的 数值 结果 ， 取 参数 
C=0.5, d= 二 1.0 H Q==2.0( 见 图 14A.1 和 图 14A.2)。 可 以 看 出 ， 平 行 极 化 的 振荡 
要 比 垂直 极 化 的 振荡 衰减 得 更 快 一 些 。pB 大 于 B= 二 (1 一 S)/C 的 曲线 用 虚线 画 出 ， 为 了 
说 明 在 这 个 范围 内 反射 波 是 朝向 平板 传播 这 一 值得 注意 的 事实 。 这 一 点 可 以 解释 
如 下 。 

从 物理 意义 上 来 说 ， 式 (14A. 5) 中 的 因子 a 是 由 运动 镜面 所 反射 的 功率 ， 而 平板 所 反射 
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的 功率 等 于 因子 a 与 一 个 适当 项 的 乘积 ， 这 一 适当 项 考虑 到 等 离子 体 是 部 分 导电 的 且 在 平行 
边界 之 间 会 引起 内 反射 波 的 干涉 。a 与 8 的 关 


系 曲线 如 图 14A. 3 所 示 ( 同 时 给 出 了 9. 和 0 
随 B 的 变化 曲线 )， 其 中 在 8 大 于 B= 二 (1 一 S)/C 
时 a 为 负 值 的 部 分 用 虚线 表示 。 在 
hb 王 (1 一 S)/C 时 ， a 等 于 0， 这 是 因为 在 这 个 
p8 值 时 ， 在 之 坐标 系 中 所 观察 到 的 反射 角 
0G.Larccos(C/B)] 等 于 gq。 可 以 看 到 ,在 
(1—S)/C<B<CHE BA, 6.>90°, Ait a 为 
负 值 。 这 意味 着 在 8 的 这 个 范围 内 ， 反 射 波 i 
实际 上 是 朝向 等 离子 体 媒质 运动 的 。 更 为 有 "0.5 





C=0.5 
趣 的 是 ， 注 意 ， 在 CB 二 1 时 ,a 仍 表示 运动 2=2.0 
镜面 的 反射 功率 。 然 而 ， 在 这 个 范围 内 ， 当 1.00.8 0.6 0 es 02404 06 08 1.0 
来 自 运动 镜面 下 方 的 入 射 波 永远 赶不上 运动 10-08-06-0 -0 Pe ER 
镜面 时 ， 运 动 镜面 却 可 以 与 在 运动 镜面 上 已 
经 存在 的 平面 波 发 生 相 互 作用 。 毫 无 疑问 ， 图 14A. 1 mieten et 
这 个 平面 波 会 离开 镜面 ， 但 是 由 于 镜面 运动 速度 [pg 一 (1 一 S)/C] 的 曲线 表示 一 p 关 
速度 大 于 入 射 波 相 速度 的 垂直 分 量 ， 可 以 这 用 虚线 表示 。 重 点 是 当 p> (1- S)/C 
样 说 ， 镜 面 会 撞击 自由 空间 中 的 波 。 时 反射 波 沿 = 轴 正 方向 传播 (经 过 多 
在 图 14A. 4 与 图 14A.5 中 ， 定 性 地 解释 许 转 载 ， 图 片 源 自 Kalluri， D， and 
了 在 整个 一 1 一 8<-1 范围 内 人 射 波 与 等 离子 体 
ee oe 1<p<U—S)/C J. Appl. Phys. , 44, 4518-4521, 1973. 
" 4a TH 2 = F Copyright (1973), American Institute of 
范围 内 的 情况 。 人 人 射 波 (I 波 ) 和 反射 波 (R 波 ) Physics. ) 


位 于 平板 下 方 ， 反 射 波 向 远离 平板 的 方向 传 
播 。 正 如 之 前 我 们 注意 到 的 (图 14A. 4b)， 反 射 角 0 连续 不 断 地 增 大 并 且 在 8 二 (1 一 S)/C 
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-1.0-0.8 -0.6 -0.4-0.2 0 02X04 0.6 0.8 1.0 1070-08 -0.6 -0.4-0.2 0 0.2404 0.6 0.8 1.0 
B (-S)/C B (-S)/C 
图 14A.2 垂直 极 化 波 的 po 与 8 的 关系 曲线 。 与 图 14A.3 >' 中 的 人 射 角 9' 和 沁 中 观察 到 的 反射 
平行 极 化 情况 曲线 中 的 快速 衰减 振荡 JA 0, 随 8 变 化 的 函数 关系 。 同 时 给 出 
相 比 ， 应 注意 此 时 的 慢 振 荡 了 a 与 8 的 关系 曲线 。a 是 由 运动 镜 


面 所 反射 的 功率 的 一 个 因子 
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处 变 为 90"。 透 射 波 (T 波 ) 在 平板 上 方 。 其 中 同时 描绘 了 在 参考 系 忆 中 所 看 到 的 情况 。 在 
该 8 值 处 ， 在 坐标 系 之 中 反射 波 似乎 沿 着 与 平板 平行 的 方向 传播 ， 该 波 的 坡 印 亭 矢量 的 垂 
直 分 量 等 于 0。 


2 人 参考 系 L BSR B<(I-S)/C (I-S) /C<B<C 
—1<f< (I-S)/C 
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图 14A.4 在 一 1<8<C 范 围 内 ,定性 解释 波 与 等 离子 体 平板 相互 作用 的 几何 图 形 。 清 楚 地 描绘 了 各 
自由 空间 波 在 性 和 >" 参考 系 中 的 取向 


在 (1 一 S)/C 二 8 二 C 范围 内 ，R 波 仍然 是 位 于 平板 下 方 ， 因 为 它 的 相 速 度 的 垂直 分 量 
小 于 平板 运动 速度 ,但 波 是 朝向 平板 方向 传播 的 。 因 此 ，Yeh 得 到 的 因为 6.>90°, Bry 
反射 波 是 修 逝 波 这 一 观察 结论 是 错误 的 。 

当 8 二 C 时 ， 人 射 波 相 速 度 的 垂直 分 量 等 于 平板 运动 速度 ， 像 在 坐标 系 ' 中 所 看 到 的 
(如 图 14A. 5a)， 波 是 沿 着 平行 于 平板 分 界面 方向 传播 的 。 因 此 ， 当 8=C 时 ， 波 与 平板 之 
间 没 有 相互 作用 。 


LAER LEBER C<f<1 p=1 
b=C 





a) 
14A.5 在 一 1<8<C 范 围 内 解释 波 与 等 离子 体 平板 相互 作用 的 几何 图 形 


当 C8=1 时 ， 参 考 系 忆 与 乙 "中 的 情况 如 图 14A. 5b MaR. IWA R 波 都 位 于 平板 上 
方 ， 它 们 向 远离 平板 方向 传播 。 当 然 ，T 波 位 于 平板 下 方 ， 朝 向 平板 传播 。 

正如 我 们 已 经 知道 的 ， 仅 当 p=0 时 ， 反 射 功率 (o，R 波 中 的 功率 ) 和 透射 功率 (r，T 
波 中 的 功率 ) 的 总 和 等 于 人 射 功 率 ， 而 当 8 取 其 他 值 时 ， 功 率 守 恒 关 系 要 求 新 产生 波 的 时 
间 平 均 功 率 所 超过 和 人 射 功率 的 部 分 必须 是 来 自 于 所 储存 能 量 的 减 小 率 以 及 为 了 克服 辐射 压 
力 而 维持 运动 所 输入 的 机 械 功率 。 利 用 Daly 和 Gruenberg 咏 所 指出 的 更 详细 的 有 关 能 量 平 
衡 分 析 方 法 ， 我 们 验证 了 低 于 或 高 于 电介质 平板 分 界面 的 各 种 自由 空间 波 ( 如 图 14A.4 和 
14A. 5 所 给 出 的 ) 的 假定 的 方向 ， 这 种 验证 是 充分 的 ， 因 为 给 定 波 的 取向 不 依赖 于 所 考虑 
媒质 的 性 质 。 

对 于 等 离子 体 平板 的 类 似 分 析 也 正在 进行 中 ， 这 需要 对 储存 能 量 和 压力 张 量 的 表达 式 
作 适 当 的 修正 ， 以 后 会 讨论 。 





日” 经 过 许可 转载 ， 资 料 源 自 J. Appl. Phys. ，44(10) ，1973，4518-4521 。 


附录 14A 电磁 波 与 运动 有 界 等 离子 体 的 相互 作用 


附录 
在 p/a H, p 的 最 小 值 为 : 





1 nz 1/2 
Poma = (s +h T ano (14A. 8) 
在 p/a 中 , p 的 最 大 值 满足 超越 方程 tanA=f,A, Hp 
Cf, 1 = Hof; == 
K LK: +K; HK; (PPR —1+ 2p’? pr —S’)]— p’K:K, 
K=p — SP — p‘? — Cp’ — S*) 
K= P — S*) Cp?’ — 1) 
Ks= P SNPE —DG@ —S'a? 一 1) 
K,= 2¢p? — S80 —1 
Ks= (p# —S*) a? — i 
2 2 2 
f= ee (14A. 9) 
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附录 14B 
平面 电磁 波 斜 入 射 到 运动 媒质 时 所 产生 的 辐射 压力 ” 


Dikshitulu K. Kalluri 和 R. K. Shrivastava 


在 电磁 场 理 论 中 ， 作 用 在 电介质 内 一 个 给 定 体积 元 上 的 力 可 以 用 该 体积 元 表面 上 的 
电场 和 磁场 来 表示 ， 与 之 有 关 的 表面 应 力 张 量 的 概念 已 经 为 人 们 所 熟悉 。 在 相对 论 电 
动力 学 中 ， 计 算 施 加 于 两 种 媒质 之 间 的 运动 分 界面 上 的 辐射 压力 是 一 个 很 有 趣 的 研究 专 
题 。 该 研究 的 动机 来 源 于 解释 由 一 个 垂直 于 分 界面 运动 的 媒质 所 产生 的 过 剩 的 辐射 功 
率 。Daly 和 Gruenberg[5 在 研究 由 运动 媒质 所 反射 的 垂直 极 化 平面 波 的 能 量 平 衡 问题 时 ， 
已 经 考虑 了 这 个 问题 。 后 来 ，Yeht5 在 研究 运动 电介质 媒质 的 布 侍 斯 特 角 时 也 涉及 了 这 
一 研究 专题 9。 

在 整个 速度 范围 内 ， 本 附录 详细 考虑 了 有 关 平 行 或 垂直 极 化 平面 电磁 波 (Czz 平面 是 人 
射 面 ) 斜 人 射 到 一 个 运动 导电 半空 间 所 产生 的 辐射 压力 ， 以 及 为 了 维持 系统 匀速 运动 所 需 
提供 的 机 械 功 率 (P,,)。 通 过 包括 大 于 临界 媒质 速度 外 Bp 二 CC(C 二 cos6,， 9 为 人 射 角 ) 的 速度 
范围 ， 可 以 把 Yeh' 引 的 研究 结果 扩展 到 电介质 媒质 的 类 似 研究 中 。 所 使 用 符号 的 意义 与 它 
们 通常 所 表达 的 意义 相同 。 

利用 麦克 斯 韦 应 力 张 量 趾 的 概念 ， 按 照 Daly 和 Gruenberg' 所 给 出 的 步骤 ， 可 以 得 到 
在 分 界面 上 的 单位 面积 所 受 的 力 为 


(Fa) =a Er (1- £) (14B. la) 
H. 
(F,), = e (EL)? (C — p)’ (14B. 1b) 
FER || 和 上 表示 所 涉及 的 波 极 化 的 类 型 。 
此 时 ， 外 界 提供 给 导体 用 于 克服 这 个 辐射 压力 的 机 械 功 率 由 下 式 给 出 


Pa = (~—F.)v= 引 人 一 By (Cp) | (14B. 2) 
式 中 ，S! 是 与 人 射 波 有 关 的 坡 印 亭 矢量 的 垂直 分 量 ， 人 射 波 由 下 式 给 出 
(Ss, = qami (14B. 3a) 
H. 
I 2a 1 eo (E})*c¢ 
(SD = 7 eters (14B. 3b) 


从 式 (14B. 1) 中 可 以 清楚 地 看 到 ， 电 磁力 随 C 的 增 大 而 增 大 ， 并 且 在 垂直 人 射 时 达到 
最 大 值 。 进 一 步 看 到 ， 对 于 两 种 类 型 的 波 极 化 来 说 ， 归 一 化 机 械 功 率 P。/S: 是 相同 的 。 
图 14B. 1 所 示 为 由 外 界 所 提供 的 该 归 一 化 机 械 功率 随 媒质 速度 变化 的 曲线 。 可 以 看 到 ， 外 
界 提供 的 功率 在 一 1<B8<0 范围 内 是 正 的 。 当 导体 朝向 波 运动 时 ， 作 用 在 导体 上 的 电磁 力 
为 压缩 力 ， 这 样 就 必须 给 导体 提供 机 械 功率 以 维持 其 匀速 运动 。 外 界 提供 的 这 个 功率 将 以 
辐射 的 形式 出 现 ， 也 即 是 说 ， 反 射 功率 大 于 人 射 功率 。 对 于 正 的 8， 即 导体 背离 人 射 波 运 


© @ American Institute of Physics， 经 过 允许 转载 ， 资 料 源 自 J. Appl. Phys., 49(6), 3584-3586, 1978. 
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动 的 情况 ， 我们 应 考虑 三 个 范围 。 在 第 一 个 范围 0 二 8 二 (1 一 S)/C 内 ， 场 对 导体 不 做 功 ， 
这 样 Pu。 是 负 的 。 单 位 面积 上 机 械 功 率 的 归 一 化 变化 率 的 大 小 在 增 大 并 达到 一 个 最 大 值 。 
由 于 场所 做 的 功 和 在 系统 内 储存 能 量 的 增加 ， 所 有 反射 功率 小 于 入 射 功率 ， 即 功率 反射 系 
数 小 于 1。 最 终 ， 反射 系数 在 8= (1 一 S)/C 处 减 小 为 0。 在 第 二 个 范围 (1 一 S)/C=<8 二 C 
A, 反射 波 朝向 导体 传播 外 上 且 反射 系数 一 直 小 于 1。 在 8 二 C 时 ， 导 体 与 波 之 间 没 有 相互 作 
H, 这样 Ps 等 于 0。 最 后 一 个 范围 CB 二 1 对 应 于 导体 撞击 前 面 已 存在 的 一 个 平面 波 的 
问题 ， 除 符号 的 改变 外 ，P。 随 8 的 变化 与 在 一 1 二 8<0 范围 内 的 情况 类 似 。 根 据 参 考 文献 
[4] 中 的 图 5 所 描绘 的 自由 空间 波 的 取向 ， 取 负 号 的 原因 就 变 得 很 清楚 了 。 





图 14B. 1 对 于 运动 导电 半空 间 情 况 ， 由 外 部 提供 的 归 一 化 机 械 功 率 (P。/S: ) 与 归 
一 化 速度 (B) 的 函数 关系 曲线 。 注 意 ， 纵 坐标 的 单位 是 不 均匀 的 。( 经 
过 允许 转载 ， 图 片 源 自 Kalluri, D., and Shrivastava, R. K., Radiation 
pressure due to plane electromagnetic waves obliquely incident on moving media, 
J. Appi. Phys., 49, 3584-3586, 1978. Copyright(1978), American Institute 
of Physics, ) 


假设 电介质 媒质 中 的 场 量 (>') 具 有 下 式 的 指数 变化 形式 
wv’, = exp{jlw't’ —k,(S'2' +q'z')]} (14B. 4a) 
BY PA aa et a AF AA ts HRD HP BE eT AS Dr AL 3 A TE SB PTE HR’ : 
q = (e = S'e (14B. 4b) 
我 们 可 以 根据 Daly 和 Gruenberg” 的 方法 来 计算 施加 于 运动 电介质 分 界面 上 的 辐射 压 
力 。 或 者 也 可 以 ， 在 运动 媒质 (之 ') 的 静止 坐标 系 中 先 计 算出 辐射 压力 ， 然 后 根据 下 式 的 
变换 关系 将 其 变换 到 实验 室 坐 标 系 忠 ( 纪 ) 中 ， 


F, =F, (14B. 5) 
这 样 ， 
(F.)) = teny (1-8) [i+ (S326) -| (14B. 6) 
最 终 ， 得 到 
=~ si[pc(1—£) y (Le) (14B.7) 
对 于 垂直 极 化 波 ， 可 以 得 到 
(Pa), = 8i[zac(1— E) Ese (14B. 8) 


我 们 得 到 的 关于 垂直 极 化 的 结果 ( 式 (14B. 8)) 45 Daly 和 Gruenberg 使 用 另 一 种 方法 所 
得 到 的 结果 相 一致 。 令 他 们 所 得 到 的 表达 式 中 的 Q 等 于 (1 一 6C)9' ， 就 可 以 验证 这 一 点 。 
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图 14B. 2 所 示 为 e =2 时 两 种 波 极 化 的 归 一 化 Poa 随 8 的 变化 的 曲线 。 除 符号 的 改变 外 ， 
这 些 曲 线 的 整体 特征 与 运动 导体 情况 中 的 曲线 相同 。 这 是 因为 作用 在 导体 和 电介质 上 的 力 
的 方向 相反 局 。 在 图 14B. 3 中 已 画 出 了 这 一 点 ， 其 中 给 出 了 cF/S: 随 8 变化 的 曲线 。 辐 射 
压 推动 导体 表面 ， 因 而 它 对 电介质 有 了 吸 哆 作用 。 从 图 14B. 3 中 可 以 得 到 的 另 一 个 结论 是 : 
垂直 极 化 波 在 电介质 上 产生 的 辐射 压力 小 于 平行 极 化 波 在 电介质 上 产生 的 辐射 压力 。 





图 14B.2 对 于 运动 电介质 半空 间 ， 由 外 部 提供 图 14B. 3 运动 导体 (f.) 和 运动 电介质 (f1 、f1) 
的 归 一 化 机 械 功 率 随 8 变化 的 曲线 的 归 一 化 辐射 压力 f(=cF/S2) 45 BY 
函数 关系 曲线 。 下 标 || 和 上 表示 波 的 
极 化 类 型 。 作 用 在 导体 和 电介质 上 的 
力 是 方向 相反 的 
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we 14C 
斜 入 射 在 相对 运动 单 轴 等 离子 体 
平板 上 的 电磁 波 的 反射 和 透射 


Dikshitulu K. Kalluri 和 R. K. Shrivastava 


140.1 引言 


在 最 近 的 一 些 文献 中 ， 电 磁 波 与 相对 论 性 等 离子 体 之 间 的 相互 作用 已 经 得 到 了 很 多 关 
注 。 很 多 研究 者 -5 研究 了 半 无 限 大 运动 电介质 媒质 和 等 离子 体 以 及 电介质 平板 对 电磁 波 
的 反射 与 透射 的 问题 。Yehm 5 研究 了 一 各 向 同性 运动 等 离子 体 平板 对 电磁 波 的 反射 与 透 
射 ， 而 Chawla 和 Unz5 考 虑 了 电磁 波 垂直 人 射 到 一 运动 等 离子 体 平板 上 的 情况 ， 而 运动 
等 离子 体 平 板 处 于 一 个 与 平板 相 垂直 的 有 限 静 磁场 中 。Kong 和 Cheng55 得 到 了 当 单 轴 等 
离子 体 平 板 沿 分 界面 运动 时 ， 电 磁 波 垂直 人 射 时 透射 系数 的 数值 结果 ， 所 使 用 的 方法 是 基 
于 双 各 向 异性 的 概念 。 

本 附录 旨 在 给 出 平行 极 化 电磁 波 入 射 到 一 相对 运动 的 各 向 异性 等 离子 体 平板 时 的 反射 
和 透射 系数 的 解 ， 而 相对 运动 的 各 向 异性 等 离子 体 平板 处 于 与 平板 相 垂 直 的 很 强 的 静 磁 场 
中 。 重 点 是 讨论 反射 和 透射 系数 的 振荡 性 质 ( 由 内 反射 波 的 干涉 引起 ) 与 人 射 波 频 率 以 及 平 
板 速度 之 间 的 关系 ， 特 别 是 对 后 者 更 感 兴趣 。 

我 们 先 在 平板 的 静止 坐标 系 中 求解 问题 ， 然 后 利用 相对 论 变换 关系 得 到 在 实验 室 坐 标 
系 中 所 观察 到 的 反射 系数 和 透射 系数 。 


14C.2 问题 的 公式 表示 


问题 的 几何 图 形 如 图 14C. 1 所 示 。 考 虑 在 实验 室 坐标 系 之 中 所 激发 的 一 个 平面 波 ， 它 
在 自由 空间 中 的 zz 平面 内 沿 与 轴 正 向 成 9 角 的 方向 传播 。 假 设 波 随时 间 做 正弦 变化 ， 
具有 下 式 的 形式 

E'= (E! 2+ E! DY 


W,= exp{j[wt — (kx + k.z)]} (14C. 1) 
tH, k,=kosing=K.S, k.=kocosO=koC, ko 二 w/c He=1/(we)’? 一 自由 空间 中 的 


光速 。 

将 该 波 变 换 至 相对 于 运动 等 离子 体 平板 静止 的 坐标 系 忆 ' 中 ， 等 离子 体 平板 位 于 平面 
z'=0 和 x 二 d' 之 间 。 假 设 无 限 大 的 强 静 磁场 与 平板 垂直 ， 这 样 就 可 以 把 等 离子 体 媒质 模 
拟 成 一 个 单 轴 各 向 异性 电介质 媒质 ， 其 相对 介 电 常数 是 一 个 张 量 : 


sl = 298-4994 el 22, e =1—(4) (14C. 2) 
式 中 ，w 为 等 离子 体 频率 ，w' 是 在 如 ' 坐 标 系 中 波 的 频率 。 


在 运动 坐标 系 沁 ' 中 ， 各 个 场 分 量 的 指数 变化 具有 下 式 的 形式 
wi = exp{jlw't! — (kx' + k'z')]} (14C. 3) 


© OIEEE, 经 过 允许 转载 ， 资 料 来 自 IEEE Trans. Antennas Propag.. 21(1), 63-70, January 1973, 
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图 14C.1 问题 的 几何 形状 (经 过 允许 转载 ,图片 源 自 Kalluri, D. and Shrivastava, 
R. K., Reflection and transmission of electromagnetic waves obliquely 
incident on a relativistically moving uniaxial plasma slab, IEEE Trans. Antennas 
Propagat. , AP-21, 63-70. © 1973 IEEE. ) 


A, k= RS’, k= ROC Hki =w /ec。 
现在 ， 反 射 波 和 透射 波 必须 分 别 具 有 下 列 指数 变化 形式 : 


Pr = exp{jlw't' — (kz’— kz')])} (14C. 4) 
Pr = exp{jlw't’ — (ka! +k',z')]} (14C. 5) 
TE WIL AA br AD, Be Se Uk A A I SRP 
Wr = exp{jlw,t — (kia — Riz) ]} (14C. 6) 
Vr = exp{jlat — (kta — Riz) ]} (14C. 7) 
AMAHA Be EB A, A WAS BIE Db AY A HAR: 
pHs? = GE, pH} =— HE’ (14C. 8) 
MEUBSAP, WA 
meet = (SJE. m HE 一 一 ($e (14C. 9a) 
1,T,R 
ge 2 (14C. 9b) 





AAF RREPERI, SSF AY BR HE BE KE, PF 
JIPP R G. A Fh Bak Ag ANF a] TB KR 


情况 l: T= uw 
w = pws k's = Yko(S— B), ki. = kC (14C. 10a) 
二 二 Ww =k S hS, E = E [m kC (14C. 10b) 
pees ra S~B ILTTE — pLER 
C a S S’ g'i Ei (14C. 10c) 
AP 
= 
a ee = $ 
情况 2: D=wz 
w = pw, k's =kS, k'. = yko(C— p) (14C. 11a) 


w= Pol +f —26C), k= kS 
ki= Pk +ECO 28] (14C. 11b) 
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a= ws ki = kS, k=kC (14C. 11c) 
他 一 S 
c= =f, g=2 (14C. 11d) 
一 p: 
IR A 8 LT R __ Bp R 
E" 7(1 EL", E's (I+ E (14C. 11e) 
式 中 
p=- R= (14C. 118) 
i¢g—2£ 
容易 看 出 
cos@, = F (14C. 11g) 


AF, 0 是 在 坐标 系 之 中 的 反射 角 。 


14C.3 色散 关系 和 其 他 关系 


让 在 等 离子 体 中 的 波 具 有 如 下 指数 变化 的 形式 : 
Ph = exp{jlw't’ — (kx' 十 Rod xz )]) (14C. 12) 
利用 等 离子 体 中 的 麦克 斯 韦 方程 组 ， 可 以 得 到 
pHs = SET, q' =+ (1- 
将 zx 和 s'. 代 人 式 (14C.2)、 式 (14C. 10) 和 式 (14C. 11) 中 ， 与 平板 运动 相关 的 两 种 情 
况 的 色散 系数 9 可 以 写 为 


"2.1/2 
S5) (14C. 13) 
Ez 


s =+ (S9) 





All 
he = = (p: — SQ:—1 a 
ol = ae (14C. 14) 
其 中 ，Q(C 王 ao/ow) 为 归 一 化 和信 射 波 频率 。 
140.4 反射 系数 和 透射 系数 


在 等 离子 体 的 静止 坐标 系 纪 ' 中 ， 利 用 电磁 场 切 向 分 量 在 边界 z =0 和 = 一 处 的 连续 性 条 
件 ， 再 根据 式 (14C. 10c) 和 式 (14C. lle) 将 场 强 变换 至 观察 者 所 在 的 坐标 系 之 中 ， 就 可 以 推导 出 
在 坐标 系 > 中 所 观察 到 的 功率 反射 系数 和 透射 系数 (分 别 用 2 和 表示 ) 的 表达 式 。 

情况 1: v= Ut 


2 


E® 



































1 
Or | 天 | ~ 1+[2q2C7/(q? — C® esckoq.d’ J CAG. Te) 

ET |? 1 
i El _ 1+ {Leg —C)/2q'.C Jsinkyq.d'}? (14C. 15b) 

情况 2: T= w? 
1 
äi IALT CRKT] (MCI 
pi 2 1 

t= Ei =a 丰 IEG ? — C"? ) /2q'.C ‘sink qd Z (14C. 16b) 
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140.5 数值 结果 与 讨论 


代入 9， 在 9 为 实数 的 范围 内 ， 反 射 系数 和 透射 系数 具有 如 下 形式 : 
1 





— a = 
P~ 1 十 BecsceA” * 1+(1/B)sinA eet, 17a 
在 9 为 虚数 的 范围 内 ， 它 们 具有 下 式 的 形式 : 
a a = Lad er eee 
4 I= Besch |A]? * 1— (1/B)sinh’ | A| hee, IT 
式 中 ， 对 于 两 种 平板 运动 情况 ，a，* arccosC 和 xz 由 下 列 各 式 分 别 给 出 。 
情况 1: 
aal (14C. 18a) 
_ CQ? =Í 1/2 , 
A,= 2xQp, (zo =j g (14C. 18b) 
_ 4p2C* (pen? — INC — 1) 
D E s (14C. 18c) 
情况 2: 
_ A+ -— 20O +e — 28/0C) 
a= Oy (14C. 19a) 
O (7? — SN —15" ， 
A, ne | r | d', (14C. 19b) 
2  — 2 272 i — 2 a 
p, — 4b: (p: — S*) (pia oe Sa? — 1) (14C. 190) 


RP, dp=d'/àps Ap 是 相应 于 等 离子 体 频率 的 自由 空间 波长 。 

这 样 可 以 看 到 ， 在 9 为 实数 的 范围 内 ，p 是 一 个 振荡 函数 ， 而 在 gq' 为 虚数 的 范围 内 ，p 
是 非 振 荡 的 。 我 们 现在 将 反射 系数 看 做 归 一 化 波 频 率 (Q) 和 归 一 化 平板 速度 (8) 的 函数 来 加 
以 讨论 。 
14C.5.1 随 R 的 变化 

我 们 得 到 了 C==0.5,d', 二 1 H. 8 二 C 时 的 数值 结果 。 14C. 2 和 图 14C. 3 所 示 为 对 于 
平板 运动 的 两 种 情况 ,qd 和 po 随 Q 变化 的 曲线 。 为 得 到 在 振荡 范围 内 的 最 大 值 和 最 小 
W, MAER pun 二 0 H O 满足 如 下 方程 : 


A = khq'd' = Ps n 是 偶数 (14C. 20a) 


这 是 与 边界 条 件 2q'd!=(n/2)A' (n 为 偶数 ) 等 价 的 ， 这 个 条 件 意味 着 两 个 连续 反射 波 
(在 等 离子 体 平板 中 存在 一 无 穷 系列 的 内 反射 ) 之 间 的 光 程 差 是 波长 的 整数 倍 ， 因 此 这 些 波 
相位 相同 并 会 彼此 增强 ， 在 这 种 情况 中 ,来 自 下 边界 的 第 一 个 反射 波 恰 好 抵消 了 剩余 反射 
波 的 总 和 ， 因 此 给 出 了 零 反 射 ”。 

这 样 ， 经 过 一 系列 代数 运算 后 ， 可 以 得 到 


[Etir & LG? 4-168")? — 全 GAO 
(Onion) 2 = SSeS i (14C. 20b) 
All 


(nina) = | 





Ca? + 16d) + [Gn + id — (BCC = Sd 4 
32(p: — S*)d" ] 

(14C. 20c) 

在 前 面 一 个 公式 中 ， 负 号 给 出 了 在 第 一 个 振荡 区 间 中 的 最 小 值 ， 正 号 则 给 出 了 在 另 一 
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振荡 区 间 中 的 最 小 值 。 因 此 ， 在 任 一 范围 内 存在 无 穷 多 个 振荡 。 





WY N 





0.2 0.4 0.6 0.8A1.0 1.2 L.AR1.6 1.8 2.0 2.2 
lip, Q 1/VP:-S 

图 14C. 2 平板 平行 于 分 界面 运动 时 ,特征 根 (g:) 图 14C.3 平板 垂直 于 分 界面 运动 时 ， 特 征 根 
和 功率 反射 系数 (po-) 与 归 一 化 波 频率 的 (gq:) 和 功率 反射 系数 (p.) 与 归 一 化 波 
关系 曲线 。 虚 线 部 分 表示 q: 取 虚 部 (经 频率 的 关系 。 虚 线 部 分 表示 qe 取 虚 
过 允许 转载 ， 图 片 源 自 Kalluri，D. and 部 (经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 Kalluri, 
Shrivastava, R.K., Reflection and D. , and Shrivastava, R. K., Reflection 
transmission of electromagnetic waves and transmission of electromagnetic waves 
obliquely incident on a relativistically obliquely incident on a relativistically 
moving uniaxial plasma slab, IEEE moving uniaxial plasma slab, IEEE 
Trans. Antennas Propagat., AP-21, Trans. Antennas Propagat. , AP-21, 

63-70. © 1973 IEEE. ) 63-70. © 1973 IEEE. ) 

Pp 中 的 最 大 值 出 现在 当 Q 满足 下 式 的 超越 方程 时 : 
tanA = frå (14C. 21a) 
式 中 


_ _2Ca? -pCa —1 
F — 2c’? + C*) 





(fads (14C. 21b) 


A. 
OQ p? (p? — S*?) — 20? (p? — S?) +1 
(fad. = eerie eee ee ce = (14C. 21c) 

应 用 一 个 子 例 程 求解 上 面 的 超越 方程 ， 先 求 出 在 一 个 循环 的 两 最 小 值 点 之 间 的 最 大 值 
点 。 当 确定 这 个 最 大 值 点 的 位 置 后， 将 最 小 值 点 和 o 最 大 值 点 之 间 的 每 一 个 区 间 划 分 成 很 
多 个 小 区 间 ， 然 后 在 每 一 个 点 上 逐一 进行 计算 。 重 复 该 步骤 得 到 第 二 个 循环 等 。 

从 图 14C. 2 和 图 14C. 3 中 的 曲线 可 以 看 出 ， 当 9 在 其 实 值 区 间 内 趋 于 无 穷 时 ，p 的 振 
荡 变 得 越 来 越 快 且 幅 度 越 来 越 大 。 在 其 他 范围 内 (此 时 g 接近 其 渐 近 极限 值 C')， 振 荡 随 0 
的 增 大 而 逐渐 减 慢 并 最 终 消 失 。 在 这 个 范围 内 出 现 的 剧烈 振荡 是 由 于 gq' 随 0 的 变化 而 急剧 
上 升 所 引起 的 。 振 荡 的 幅度 由 q' 的 大 小 来 控制 。 这 一 点 很 容易 观察 到 ， 注 意 ， 如 果 我 们 忽 
略 振 功 而 画 出 一 条 表示 平均 值 的 曲线 ， 这 条 曲线 就 是 半 无 限 大 情况 下 p BHO 变化 的 曲线 。 
在 这 种 情况 下 ， 当 自由 空间 场 与 等 离子 体 场 是 极 不 匹配 (9 天 C' ) 时 ， 反 射 将 很 强 ， 而 当 自 
由 空间 场 与 等 离子 体 场 完全 匹配 (g' 二 C') 时 ,反射 就 等 于 零 。 

正如 我 们 所 知道 的 ， 当 平板 朝向 入 射 波 运动 时 ，p 十 rt 二 1 且 反 射 波 出 现 并 被 放大 。 这 
是 因为 储存 的 能 量 减少 ， 且 必须 从 外 部 给 媒质 提供 机 械 功率 以 平衡 电磁 场 施加 在 媒质 上 的 
辐射 压力 。 当 媒质 有 一 个 切 向 速度 时 ， 作 用 在 媒质 表面 上 的 力 不 做 功 且 时 间 平 均 储存 能 量 
保持 为 常数 ， 因 此 对 于 平行 运动 我 们 得 到 o 十 r* 一 105 。 
14C.5.2 随 有 的 变化 


我 们 将 看 到 ， 反 射 系数 和 透射 系数 都 是 平板 速度 的 复杂 函数 。 直 接 研究 这 两 个 系数 与 
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B 的 关系 太 过 于 复杂 。 因 此 ， 我们 采用 如 下 所 述 的 方法 。 

1) 首先 研究 q' 随 p 的 变化 ， 并 画 出 p/a 随 p 的 变化 曲线 ， 因 为 该 曲线 的 最 大 值 与 最 小 
值 都 与 前 面 一 样 很 容易 地 得 到 。 

2) 研究 p 随 8 的 变化 。 在 将 人 射 波 频率 变换 至 等 离子 体 的 静止 坐标 系 中 时 ， 参 数 
p( 二 w/w) 很 重要 。 在 B8 中 它 是 一 个 二 次 项 ， 且 对 任意 p、B 的 两 个 值 由 下 式 给 出 


S 5 2 p—1 1/2 
(Bi,2)z = P = [rex ET =) + ZFS =A (14C. 22a) 
和 
N C cS 2 pe — 1 1/2 
(Bi,2 ): -Tle HIFI (14C. 22b) 


图 14C. 4 中 给 出 了 C=0. 5 时 p 随 8B 变化 的 曲线 。 它 说 明了 ww 会 随 有 8 的 变化 而 变化 。 

3) 现在 ,综合 前 两 步 就 可 以 画 出 o/a BABE 
化 的 曲线 。 以 另 一 条 水 平 轴线 (p/a 二 1) 为 参考 ， 
这 就 表示 r。 

4) 根据 式 (14C. 19a) 可 以 研究 a 与 8 的 关系 ， 
并 且 画 出 C==0.5 时 a 随 8 变化 的 曲线 及 p/a 随 B 
变化 的 曲线 。 

5) 最 后 ， 利 用 步骤 3) 和 4) 可 以 得 到 p， 它 是 
B 的 函数 。 

应 当 注 意 ， 因 为 对 于 平板 的 平行 运动 有 a=1， 
所 以 在 这 种 情况 下 画 出 p 随 8 变化 的 曲线 只 需要 
三 步 ， 且 9q' 随 户 变 化 的 曲线 给 出 了 有 趣 的 结果 。 eee og 
当 平板 相 对 于 分 界面 做 平行 运动 时 ,在 0 的 不 同 
范围 内 ， 即 O<1/C, A=1/CMaA>I1/C, WY 图 14C.4 参数 名 与 归 一 化 平板 速度 (8 一 m/ 








看 到 g' 随 p 变化 的 方式 是 不 同 的 ， 当 平板 相对 于 i eth 
分 界面 做 垂直 运动 时 ， 对 于 2 的 不 同 范围 0 二 1/S 的 下 标 z 和 > 表明 了 平板 运动 的 
和 Q>1/S， 也 有 相同 结论 。 方向 (经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 
14C. 5.3 平板 相对 于 分 界面 平行 运动 (V= vo%) Kalluri, D.and Shrivastava, R. 
f Bs K. , Reflection and transmission 
4 C=0.5 Ald, =1 HY, 我 们 得 到 了 前 面 所 of electromagnetic waves obliquely 
提 到 的 Q 的 三 个 区 间 内 的 数值 结果 。 当 incident on a relativistically moving 
0Q=1/C, g' 二 0 时 ， 可 以 证 明 在 这 种 情况 下 pz 为 uniaxial plasma slab, IEEE Tra- 
1 ns. Antennas Propagat. , AP-21, 

lk er 0. 908 63-70. © 1973 IEEE. ) 


对 于 其 他 两 种 情况 ， 即 0 二 1/C 和 2 之 1/C， 我 们 分 别 得 到 了 O=1.2 和 0 二 2.5 时 的 
曲线 (1/C=2)。 

图 14C. 5 给 出 了 gq' Alp. Bip. 变化 的 曲线 ( 当 QQ 二 1/C 时 )。 在 振荡 区 间 内 ，(pmis); 等 
于 0， 且 出 现在 当 p, WE PA: 


C202 一 1\ 72 ， 
A, = 2x. (anr T) d= T n 是 偶数 


因此 ， 可 以 得 到 


1 
Gay = a PASCAS (14C. 23) 
P 


也 应 当 注意 ， 在 如 一 C 处 有 一 个 额外 的 最 小 值 点 。 令 式 (14C. 18c) 中 的 B, =20, WA 
以 很 容易 地 看 出 这 一 点 。 在 这 种 条 件 下 ，9' 王 C' 王 1 反映 出 自由 空间 场 与 等 离子 体 场 是 完 
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全 匹配 的 ， 入 射 波 被 全 部 透射 。 
当 p; 满足 超越 方程 tanA:- 一 ( 广 ).-A- 时 ， 出 现 p; 的 最 大 值 ， 其 中 


i 

Ue er OD Æ Touri (14C. 24) 

情况 1: A<1/C 

应 当 注 意 ， 在 式 (14C. 23) 中 2 一 0 并 不 是 一 个 容许 的 偶数 ， 因 为 它 对 应 于 p 等 于 
零 。 容 许 的 最 小 偶数 可 以 从 z 的 最 小 值 求 出 ，p; 的 最 小 值 等 于 C. pe 的 这 个 值 对 应 于 
n 二 n' 二 4d',QC。 因 为 这 个 值 不 可 能 是 一 个 偶数 ， 所 以 容许 的 最 小 偶数 是 大 于 的 某 一 
个 最 小 偶数 。 当 p, 二 1/Q 时 ,nn 的 最 大 容许 值 为 无 穷 大 。 当 超出 振荡 区 间 时 ，p, 是 单调 
变化 的 。 

借助 之 前 已 经 解释 过 的 p: 随 8 变化 的 曲线 ， 最 终 可 以 将 px Bip. 变化 的 曲线 转化 为 po。 
随 8 变 化 的 曲线 ( 见 图 14C. 6) 。 由 于 对 于 任何 pe 都 存在 两 个 8 值 ， 因 此 在 o Bp. 变化 曲 
线 中 的 一 个 振荡 环 会 在 p; BAB 变化 曲线 中 产生 两 个 振荡 环 ， 这 两 个 振荡 环 分 别处 于 B=S 
的 两 侧 ( 对 应 于 在 o- Bi pp. 变化 曲线 中 的 起 点 p.=C). 













Q=1.2 
(Q<1/C) 


Se 
i ss 





Q=1.2 
(Q<1/0) 


P: B 
图 14C.5 平板 平行 于 分 界面 运动 且 Q>I/C 时 ， 图 14C.6 平板 平行 于 分 界面 运动 且 Q>I/C 时 o 


eq 和 px 随 p: 变化 的 曲线 ， 虚 线 部 分 
表明 gq 取 虚 部 (经 过 允许 转载 ， 图 片 
源 自 Kalluri，D. and Shrivastava, R. 
K., Reflection and transmission of 
electromagnetic waves obl-iquely incident on 
a relativistically moving unia-xial plasma 
slab, IEEE Trans. Antennas Propagat. , 
AP-21, 63-70. © 1973 IEEE. ) 


和 < 随 B 变 化 的 曲线 (经 过 允许 转载 ， 
图 片 源 自 Kalluri, D. and Shrivastava, 
R. K. , Reflection and transmission of 
electromagnetic waves obliquely inci- 
dent on a relativistically moving unia- 
xial plasma slab, IEEE Trans. Antenn- 
as Propagat., AP-21, 63-70. © 
1973 IEEE. ) 


可 以 看 出 ， 在 8 从 0.23 变化 到 0. 98 的 区 间 内 ，p; 是 振荡 的 ， 而 对 于 其 他 8 值 ，p: 是 
单调 变化 的 。 当 靠近 p= S 两 侧 的 振荡 区 域 的 末端 时 ， 振 荡 ( 幅 度 上 升 ) 的 速度 增 大 。 振 荡 
在 6=S 的 右 侧 比 在 左 侧 更 快 。 这 是 因为 波长 X' 在 右 侧 范 围 内 比 在 左 侧 范围 内 减 小 更 快 ， 
这 可 以 从 p. 随 8 变化 的 曲线 中 观察 到 。 

情况 2; Q>1/C 

再 一 次 参照 式 (14C. 23)， 应 注意 到 n 不 能 取 所 有 的 偶数 值 。 对 n 的 这 种 限制 是 由 于 要 
R pmn 必 须 介 于 C MoE. p.=C MMF n=n'=4d',0C 而 六 -一 co 对 应 于 

n = n" = 4d (PC —1)” (14C. 25) 
注意 ，w 过 n'，n 的 最 小 容许 取 值 是 一 个 大 于 或 等 于 nw 的 偶数 。 同 样 ，n 的 最 大 容许 
取 值 是 一 个 小 于 或 等 于 n 的 偶数 。 

如 果 选 择 d',=1, C=0.5 H Q==2.5， 由 式 (14C. 25) 给 出 的 的 范围 是 3 一 5， 由 于 
仅 人 允许 nn 是 偶数 ， 因 此 应 该 取 n 二 4。 这 个 值 对 应 于 p50. 6. RH, RIA o 的 两 个 
最 小 值 ， 一 个 在 p: 二 0.5 处 ， 另 一 个 在 加 一 0.6 处 ,它们 给 出 了 在 区 域内 的 一 个 振 
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BH. 

对 于 任何 其 他 数据 ， 振 荡 环 的 数目 可 能 会 改变 。 例如， 车 d= 二 10,， C=0.5HO= 
2.1， 可 以 得 到 n' 二 42 H x 二 12.8。 因 此 ,x 必须 取 14( 紧 邻 的 一 个 更 大 的 偶数 ) ， 给 出 
n 的 范围 为 14~~42。 这 将 导致 14 个 振荡 环 ， 因 为 n= 二 14 对 应 于 p; 二 1.18， 将 会 看 到 所 
有 这 些 振荡 环 都 将 在 pe 从 0.5 到 pi 的 范围 内 ， 这 意味 着 在 这 一 区 域内 振荡 环 分 布 非常 
密集 。 

当 p, TERAK, A, BF 2rd (22C 一 1)272 ， 了 B。 趋 于 422C2 (2C: 一 1) (参照 
式 (14C. 18))。 这 样 ， 当 p, 不 断 地 增 大 ,一旦 超出 振荡 区 时 ，p; 渐 近 地 增 大 到 下 式 给 出 
的 值 


(= TAFE S Data FE DR 一 hm22 k#d, =l, C=0.5 
且 
Q=2.5 (14C. 26) 

我 们 只 给 出 了 o 随 8 变化 的 最 终 图 形 ( 见 图 14C.7)， 从 图 14C. 7 中 可 以 看 出 ， 在 经 过 
某 一 次 振荡 后 ， 反 射 系数 都 增 大 至 它 在 6= S 的 任 一 侧 的 最 终 值 ， 与 左边 区 域 中 的 缓慢 增 
长 相 比 ， 在 6=S 右 侧 的 上 升 部 分 极其 陡峭 。 我 们 已 经 对 此 给 出 了 一 个 物理 解释 。 
14C. 5. 4 平板 相对 分 界面 垂直 运动 (7Y= vå) 

取 d',=1 和 C=0.5， 我 们 得 到 了 在 Q=0. 5(<1/S) Hl Q=2. 0(>1/S) RPTL F H 
曲线 。 对 于 2 的 这 两 个 范围 ， 图 14C. 8 和 14C. 11 给 出 了 q 和 p./a: Bip. 变化 的 曲线 。 像 
前 面 一 样 ， 也 可 以 求 出 o/a: 的 最 大 值 和 最 小 值 ， 当 p./a: 取 最 大 值 或 最 小 值 时 ，p. 由 下 
式 给 出 : 





—1.0-0.8-0.6-0.4-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.85 1.0 





B 
图 14C.7 “平板 平行 于 分 界面 运动 且 Q>1/C 时 mr 图 14C.8 平板 垂直 于 分 界面 运动 ，Q<1/S 时 9 
和 随 B 变 化 的 曲线 (经 过 允许 转载 ， 和 o/a: 随 p. 变化 的 曲线 。 虚 线 部 分 表 
K Fr W A Kalluri, D.and Shrivastava, 明 gq 取 虚 部 (经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 
R. K. , Reflection and transmission of Kalluri, D. and Shrivastava, R.K., 
electromagnetic waves obliquely incident on Reflection and transmission of electr- 
a relativistically moving uniaxial plasma omagnetic waves obliquely incident on 
slab, IEEE Trans . Antennas Propagat. , a relativistically moving uniaxial plasma 
AP-21, 63-70. © 1973 IEEE. ) slab, IEEE Trans . Antennas Propa-gat. , 


AP-21, 63-70. © 1973 IEEE. ) 


附录 14C 人 针 入 射 在 相对 运动 单 轴 等 离子 体 平 板 上 的 电磁 波 的 反射 和 透射 ”391 


bee pee Naf ESTE (Cn lsat ST — Bnd 
i 320 d’? É 
n 是 偶数 (14C. 27) 
对 于 O>1/SWHA., 平方根 符号 前 面 的 负 号 是 不 允许 的 ， 因 为 在 这 种 情况 下 ，g' 仅 
在 一 个 范围 内 是 实数 ， 也 即 LS HAR] <p,<co) A tanA,=(f,).A., Hp 
1/ + E/E — SD)? — 1) —2°/(pia? — 1) 
Sits rie Er niii 
情况 1，2<1/S 
p- 的 最 小 值 是 S， 它 对 应 于 n=n' =4d AS/A PSE) AA MAA ER Bt 
偶数 ， 所 以 容许 的 最 小 偶数 是 一 个 大 于 n' 的 偶数 。 当 然 ，n 的 最 大 容许 取 值 是 无 穷 大 ， 对 
应 于 p.=1/2. 
按照 前 面 所 描述 的 步 又， 图 14C. 8 一 图 14C. 10 说 明了 p 随 8 变化 曲线 的 发 展 过 程 。 
在 这 里 需要 注意 的 关键 一 点 是 ， 在 反射 系数 的 表达 式 中 出 现 了 一 个 额外 因子 a.。 这 实际 上 
是 理想 运动 镜面 的 反射 系数 5 ， 而 乘 数 因 子 1/ (1 十 Bicsc*A.) 是 因为 平板 的 单 轴 各 向 异性 
所 产生 的 。 
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B (1-S)/C 





14C.9 平板 垂直 于 分 界面 运动 和 且 0 二 1/S 
时 ，p:/a: W ce 随 B 变 化 的 曲线 。 图 
中 还 给 出 了 a: 随 8 变 化 的 曲线 (经 过 
允许 转载 ， 图 片 源 自 Kalluri, D. and 
Shrivastava, R.K., Reflection and 
transmission of electromagnetic waves 
obliquely incident on a relativistically 
moving uniaxial plasma slab, [EEE 
Trans. Antennas Propagat., AP-21, 
63-70. © 1973 IEEE. ) 


图 14C. 10 平板 垂直 于 分 界面 运动 且 Q<1/S 
时 ，p: BE 8 变化 的 曲线 (经 过 允许 
转载 ,图片 源 自 Kalluri, D. and 
Shrivastava, R.K., Reflection and 
transmission of electromagnetic waves 
obliquely incident on a relativistically 
moving uniaxial plasma slab, IEEE 
Trans. Antennas Propagat., AP- 
21, 63-70. © 1973 IEEE. ) 


可 以 看 到 (图 14C. 9)， 当 BB 从 一 1 变 为 0 时 ，a: 从 无 穷 大 减 小 到 1。 因 此 ， 在 这 个 范围 
内 反射 波 被 放大 (前 面 已 给 出 了 物理 解释 )。 在 0 二 8 二 (1 一 S)/C 范围 内 ，a: 从 1 减 小 到 0。 
这 样 ， 在 上 述 范 围 内 反射 系数 小 于 1， 最 终 在 8 一 (1 一 S)/C 处 变 为 0。 在 这 个 范围 内 ， 能 
量 平衡 关系 可 写 为 如 下 形式 
入 射 功率 = 反射 功率 十 透射 功率 十 场 提供 的 机 械 功 率 十 储存 能 量 的 变化 
因此 ， 当 媒质 远离 人 射 波 运动 时 ， 场 对 媒质 做 功 。 在 8 二 (1 一 S)/C 处 ,反射 角 On = 
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90"， 这 样 就 解释 了 零 反射 功率 的 现象 。 

前 面 已 经 解释 过 反射 系数 的 振荡 现象 。 

情况 2: QS1/S 

W d',=1 H C=0.5, 图 14C.12 Hi T Q=2. 0(>1/S) kt o. BAB 变化 的 曲线 。 比 较 该 
曲线 与 前 面 给 出 的 O<1/S 的 曲线 ( 见 图 14C. 10)， 注 意 ， 二 者 之 间 存 在 的 差异 源 于 前 者 仅 
有 一 个 p: 振荡 区 而 后 者 有 两 个 p. 振荡 区 。 


Pp/0: 05 





EN À . 
0.850.971.0 1.1 12131415 1, 10-08 -06-0402 0 0.X 0.4 
as i-s 
SHI p, hb 


图 14C. 12 平板 垂直 于 分 界面 运动 且 A>1/S 





图 14C. 11 平板 垂直 于 分 界面 运动 且 O>1/SH, 


q's 和 p:/a: BE pe 变化 的 曲线 (经 过 多 
许 转 载 ， 片 源 自 Kalluri，D. and 
Shrivastava, R.K., Reflection and 
transmission of electromagnetic waves 
obliquely incident on a relativistically 
moving uniaxial plasma slab, [EEE 
Trans. Antennas Propagat. , AP-21, 
63-70. © 1973 IEEE. ) 


AY, o 随 8 变 化 的 曲线 (经 过 允许 转 
载 ， 图 片 源 自 Kalluri，D and 
Shrivastava, R. K., Reflection and 
transmission of electromagnetic waves 
obliquely incident on a relativistically 
moving uniaxial plasma slab, IEEE 
Trans. Antennas Propagat., AP- 
21, 63-70. © 1973 IEEE. ) 


O=1/S 的 曲线 与 前 面 类 似 ， 因 此 这 里 没有 给 出 。 

当 有 8 大 于 或 等 于 C 时 ,来 自 下 方 的 人 射 波 ( 见 图 14C. 1) 与 平板 没有 相互 作用 ， 因 为 波 
的 相 速度 的 法 向 分 量 小 于 或 等 于 平板 运动 速度 的 法 向 分 量 。 然 而 ， 如 果 我 们 将 问题 理解 成 
平板 去 撞击 平板 上 方 已 存在 的 人 射 波 ， 这 里 给 出 的 结果 甚至 在 BOC 时 也 是 可 用 的 。 这 个 
问题 将 在 后 面 专门 讨论 。 
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附录 14D 
以 相对 论 速度 运动 的 等 离子 体 媒 质 的 布 儒 斯 特 角 ” 


Dikshitulu K. Kalluri 和 R. K. Shrivastava 


本 附录 研究 了 向 以 相对 论 速 度 运动 的 各 向 同性 等 离子 体 半 空间 入 射 时 ,平行 极 化 电磁 
波 的 布 儒 斯 特 角 。 无 论 媒质 相对 于 分 界面 是 平行 运动 还 是 垂直 运动 ， 在 媒质 速度 的 某 一 特 
定 范围 内 都 存在 着 两 个 布 儒 斯 特 角 。 在 平行 运动 的 情况 中 ， 可 以 发 现 当 人 射 波 频率 低 于 等 
离子 体 频率 时 不 存在 布 侍 斯 特 角 。 

Yeh 上 研究 了 一 个 电介质 媒质 以 相对 论 速度 运动 时 的 布 侍 斯 特 角 。Lee 和 Lo 号 研究 了 
当 电磁 波 入 射 到 一 个 电介质 媒质 和 平行 于 分 界面 运动 的 单 轴 等 离子 体 之 间 的 分 界面 上 时 发 
生 全 透射 的 条 件 。 然 而 ， 这 些 研究 都 仅 限 于 入 射 平 面 与 运动 方向 相 平行 的 情况 。 后 来 ， 
Kong $j Cheng’) 和 Pyatii 去 掉 了 这 一 限制 条 件 ， 考 虑 人 射 波 平面 为 任意 方向 的 一 般 情 
况 。 在 最 近 的 一 篇 论文 中 ，Chuang 和 Ko 得 到 了 相对 于 其 表面 平行 运动 的 电介质 媒质 的 
一 般 化 的 布 儒 斯 特定 律 。 

本 篇 论文 报告 了 运动 等 离子 体 半 空间 的 布 儒 斯 特 角 现象 。 希 望 所 得 的 结果 有 助 于 使 
得 穿 过 一 个 以 相对 论 速度 运动 的 有 界 等 离子 体 的 透射 信号 的 强度 最 大 。 从 本 质 上 来 说 ， 
等 离子 体 媒 质 是 色散 的 ， 因 此 在 一 般 情 况 下 ， 布 儒 斯 特 角 将 是 人 射 波 频率 和 媒质 速度 的 
函数 。 由 于 考虑 完全 一 般 化 的 问题 太 过 于 复杂 ， 因 此 现在 的 处 理 方法 仅 限 于 入 射 平面 与 
媒质 运动 方向 平行 的 情况 。 在 下 面 将 考虑 媒质 运动 方向 与 分 界面 平行 和 垂直 这 两 种 
情况 。 

考虑 一 个 平行 极 化 平面 电磁 波 斜 人 射 (和 人 射 平面 为 xz 平面) 到 一 个 各 向 同性 等 离子 体 
半空 间 (m ，s )， 该 等 离子 体 半空 间 以 相对 论 速度 在 自由 空间 (pm ，eo) 中 和 运动。 应 用 反射 
与 透射 的 传统 理论 ， 容 易 得 到 功率 反射 系数 (p:， 对 于 媒质 平行 于 分 界面 运动 情况 ， 例 如 ， 
v= OUR p( 对 于 媒质 垂直 于 分 界面 运动 情况 ， PIN, v=v 2): 





p= b (56 ) (14D. la) 
= 98 
z a+ apc) (1+ 2 C) =se ai 
pr A-F? q +e C ? 
在 上 式 中 ， 色 散 方 程 的 根 9 为 
q' = (e' — S$") 
且 
C as 
, yda— Sp)’ v Uo 
Sob sent 


Hr, C=cosh H. S=sind(@é 为 人 射 角 ) 。 
所 使 用 的 符号 和 表达 式 与 参考 文献 [6，7] 中 的 相同 。 





© © American Institute of Physics. 经 过 允许 转载 ， 资 料 源 自 J. Appl. Phys., 46(3), 1408-1409, March 
1975, 


附录 14D 以 相对 论 速 度 运动 的 等 离子 体 媒 质 的 布 癸 斯 特 角 


当 qg'=e' C' 时， 功率 反射 系数 等 于 0。 这 一 条 件 实际 上 意味 着 等 离子 体 中 的 切 向 电场 
和 磁场 分 量 之 比 (E'?*/H's 二 mwq'/e') 与 自由 空间 中 的 切 向 电场 和 磁场 分 量 之 比 (E'/H',= 
mC') 是 相等 的 ， 因 此 等 离子 体 - 自 由 空间 系统 完全 匹配 。 代 入 gq ， 上 述 条 件 可 重 写 为 以 下 
ÉR: 
C = (e +1)” (14D. 2) 
对 于 一 个 运动 电介质 媒质 ， 由 式 (14D. 2) 将 得 到 平行 (垂直 ) 运 动情 况 时 SCC) 所 满足 的 
一 个 二 次 方程 ， 可 以 很 容易 地 求解 这 个 方程 从 而 得 到 布 和 颂 斯 特 角 91。 然 而 ， 当 运动 媒质 是 
等 离子 体 时 ， 相 对 介 电 常数 e 是 和 人 射 角 、 媒 质 速度 和 人 射 波 频率 的 函数 ， 此 时 S 或 C 满足 
如 下 四 次 方程 : 


UV = Ut 
St+aS'+b,S+coS+d, =0 (14D. 3) 
式 中 
> 
' BC(2—pF) 
A we SL ep i a 
i F-E) BO? (2—#) 
ww 
2—PB 
A 
go 8 =)» ae 
' PRP) PQ:(2—F) 
V= Uz 
CF +a, C +b: C +eC+d, = 0 
式 中 
一 
” B-E) 
p= CPD 1 
t PREP) FA (2— 6) 
= 2) 48 
pa?(2—B) 2- 
且 


28 —1 1— 
“FC-A -P 

以 人 射 波 的 频率 作为 参数 ， 下 面 讨 论 布 儒 斯 特 角 与 媒质 速度 的 函数 关系 。 

情况 1: 等 离子 体 半空 间 平行 于 分 界面 运动 (v= 二 wo2) 

这 种 情况 下 的 布 儒 斯 特 角 为 arcsinS， 其 中 S 由 式 (14D. 3) 给 出 。 这 是 一 个 8 次 S-8 曲 
线 ， 在 画 出 这 条 复杂 的 曲线 之 后 我 们 发 现 ， 当 Q 二 1 时 ， 在 与 问题 相关 的 S 和 有 8 的 有 物理 
意义 的 范围 内 (0 二 S 一 1 且 一 1<8 一 1) 不 存在 这 样 的 曲线 。 因 此 ， 当 2 一 1 时 ， 不 存在 布 儒 
斯 特 角 。 这 是 因为 在 这 个 范围 内 等 离子 体 只 能 支持 修 逝 波 "]。 

图 14D. 1 表明 在 参数 O>1 的 范围 内 ， 布 儒 斯 特 角 的 正弦 是 媒质 速度 的 函数 。 可 以 看 出 ， 
布 儒 斯 特 角 依赖 于 运动 速度 的 大 小 和 方向 ; 对 于 平行 运动 (8 为 正 值 )， 角 度 从 静止 值 
arcsin{[( 人 一 1)(C2022 一 1) 7")? } 开 始 随 着 速度 的 增 大 而 增 大 ， 而 对 逆向 平行 运动 (8 是 负 的 )， 
角度 随 速 度 增 大 而 减 小 。 另 一 个 布 侍 斯 特 角 出 现在 B= =LU—0*) E] A, 
并 且 在 媒质 速度 的 一 个 很 罕 范 围 内 会 超过 忆 。 对 于 一 个 给 定 的 速度 ， 布 儒 斯 特 角 随 人 射 波 频 
率 的 增 大 而 增 大 。 


d 


395 


396 第 四 部 分 附 录 





-1.0-0.%-0.6-0.4-0.2 0 0.2 0.4 0.640.8 1.0 
-13 B i3 


图 14D.1 布 儒 斯 特 角 的 正弦 值 (S) 随 媒质 速度 (B) (介质 运 动 方向 平行 于 分 界面 ) 变 化 
的 函数 关系 曲线 。 参 数 0Q 的 所 有 值 都 处 于 0 二 1 的 范围 内 ， 因 为 0 二 1 时 
不 存在 布 颂 斯 特 角 (经 过 允许 转载 ,图片 源 自 J. Appl. Phys., 46(3), 
1408-1409, 1975. Copyright(1975), American Institute of Physics) 


情况 2: 等 离子 体 半空 间 垂 直 于 分 界面 运动 (v 一 zw 2) 。 

这 种 情况 下 的 布 侍 斯 特 角 为 arccosC，C 由 方程 式 (14D. 4) 的 解 得 到 。 我 们 在 整个 2 范 
围 内 绘 出 了 C hip 变化 的 曲线 ， 与 平行 运动 的 情况 一 样 ， 曲 线 中 的 一 些 分支 处 于 C 和 有 8 有 
物理 意义 的 区 域 之 外 。 

在 图 14D. 2 合并 了 全 部 有 意义 的 分 支 ， 它 表明 布 侍 斯 特 角 的 余弦 是 媒质 速度 的 函数 。 
在 静止 情况 下 ， 布 侍 斯 特 角 为 arccos(2—1/0) :2 。 当 媒质 向 远离 人 射 波 (8 为 正 值 ) 方 向 
运动 时 ， 会 有 一 个 附加 入 射 角 ， 使 得 从 观察 者 的 坐标 系 中 看 反射 波 似乎 “ 掠 ? 过 了 分 界面 ， 
因此 得 到 零 反 射 功率 。 此 时 ， 有 B=U—S)/C, Bl C,=28/+ 8"), ， 如 图 14D. 2 中 的 虚 
RR. C 的 存在 与 运动 媒质 的 性 质 无 关 ， 正 是 这 一 点 刚好 检验 了 Yeh 有 关 电 介质 媒质 
的 结论 。 





图 14D. 2 布 侍 斯 特 角 的 余弦 值 (C) 随 媒质 速度 (垂直 运动 ) 变 化 的 函数 关系 曲线 。 
虚线 由 Co= 28/1 +f) 25H. ER 8 一 C 右 侧 的 分 支 对 应 于 媒质 撞击 人 射 
波 的 情况 (经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 J. Appl. Phys., 46(3), 1408- 
1409, 1975. Copyright(1975), American Institute of Physics. ) 


当 Q<2VY2 时 , 在 8=(1 一 S)/C 和 8 一 C 之 间 ( 在 这 个 范围 内 反射 波 朝向 运 媒质 运 
a) AEE AE. RAM PAO MKC. ESATA PLE E 
波 。 当 2<2V2 时 ， 相 应 的 布 儒 斯 特 角 由 曲线 Co 和 B=C 所 包 络 部 分 的 曲线 给 出 。 对 于 大 
的 2 值 ， 存 在 两 个 布 儒 斯 特 角 ， 其 中 一 个 是 由 8 二 C 线 的 右 侧 分 支 所 产生 的 ， 它 对 应 于 媒 
质 撞 击 在 波 上 的 情况 。 而 且 ， 应 注意 ，8= (2: 一 1)/(2: 十 1) 对 应 于 在 C 随 8 变化 曲线 中 的 


MR 14D 以 相对 论 速度 运动 的 等 离子 体 媒质 的 布 癸 斯 特 角 


C 王 1， 这 意味 着 在 这 些 媒质 速度 下 布 儒 斯 特 角 等 于 0 。 
最 后 ， 当 媒质 朝向 人 射 波 运动 (8 为 负 值 ) 时 ， 可 以 看 到 布 儒 斯 特 角 随 速度 的 增加 而 增 


大 ， 并 在 一 .一 pze taa +], ”处 变 为 90"。 对 于 一 久之 8 之 一 1 的 情况 ， 
不 存在 布 儒 斯 特 角 。 
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附录 4 下 
运动 等 离子 体 对 电磁 波 的 全 反射 * 


Dikshitulu K. Kalluri 和 R. K. Shrivastava 


当 一 个 平面 电磁 波 斜 人 射 到 一 个 电介质 边界 上 时 ， 存 在 一 个 特定 的 人 射 角 可 产生 全 反 
射 的 条 件 。 这 个 临界 角 由 arcsin(ezs /ei)“ 给 出 ， 因 此 从 一 种 光 密 媒质 不 可 能 发 生 全 反射 。 
Shiozawa 和 Kumagait 站 研究 了 两 个 相对 运动 的 电介质 媒质 的 情况 。 如 果 在 自由 空间 中 传播 
的 波 入 射 到 一 个 等 离子 体 媒质 上 ， 在 特定 条 件 下 也 会 发 生 全 反射 ; 当 垂直 入 射 时 ， 其 频率 
低 于 等 离子 体 频率 的 波 会 被 全 反射 中， 而 对 于 斜 人 射 的 情况 ， 波 发 生 全 反射 的 频率 范围 通 
常会 被 拓宽 中 。 本 附录 旨 在 研究 这 个 频率 范围 如 何 随 等 离子 体 媒质 的 运动 情况 而 变动 ， 等 
离子 体 媒质 可 以 是 各 向 同性 或 单 轴 各 向 异性 的 。 这 里 将 考虑 斜 信 射 的 平行 极 化 波 和 垂直 极 
化 波 两 种 情况 。 有 一 些 研究 者 “~" 在 对 运动 媒质 电磁 波 的 反射 和 透射 分 析 方 法 做 了 一 些 限 
制 的 条 件 下 ， 分 析 了 全 反射 现象 。 

考虑 一 个 平面 电磁 波 斜 人 射 ( 和 人 射 平面 为 xz 平面 ) 到 等 离子 体 半 空间 中 ， 该 等 离子 体 
半空 间 在 自由 空间 中 以 相对 论 速度 运动 。 令 在 运动 等 离子 体 ( 忆 ' ) 中 的 透射 波 具 有 指数 变 
化 形式 : 

Php = exp{j[w't’ — (kx +kq'z') J} (14E. 1) 
RP, q EEL "中 的 色散 方程 的 根 ， 对 于 单 z BO ( 沿 z 轴 方 向 磁场 强度 极 强 )、 单 工 
ey] BA y 轴 和 各 向 同性 等 离子 体 ""”， 可 以 在 2' 中 用 通常 的 方法 通过 求解 麦克 斯 韦 方 程 
组 求 出 gq。 我 们 所 使 用 的 符号 意义 与 参考 文献 [8] 中 的 相同 。 
FEL BPA), BHR ATW SA 
We = exp{jlw°t — (kzz +k?) ]} (14E. 2) 

FE SK Why 38 AB oy FR CD) A BK AK OR? 和 频率 wo? 是 通过 一 般 的 变换 方程 5 
与 在 静止 坐标 系 ( 纪 了 ') 中 的 波 矢量 和 频率 相关 联 的 。 下 面 考虑 媒质 运动 的 两 种 情况 。 

第 一 种 情况 是 等 离子 体 半 空间 平行 于 分 界面 运动 (5 一 zw $): 

w = yw + wk) = w 
pi y| e. 中 (S)» |= hS 
B= pog! (14E. 3) 

对 于 全 反射 ， 透 射 波 的 波 数 AE 必须 等 于 0 或 虚数 。 当 局 SF Rig hh, RADE SH 

使 得 9 ' 成 为 虚数 的 条 件 ， 如 下 式 所 示 : 
a) 各 向 同性 (两 种 极 化 ) 和 单 y 轴 ( 垂 直 极 化 ), 2 1C 
b) Ba HCFA RH),O<1/p, (14E. 4) 
c) 单 z 轴 (平行 极 化 ),1/p; <A 1/C 

在 式 (14E.4) 中 ，Q 二 (w/w,) 是 归 一 化 人 射 波 频 率 ,， Ap. =yA—S~p). 

可 以 看 出 ,“ 各 向 同性 ?等 离子 体 产 生 全 反射 的 条 件 与 媒质 速度 无 关 。 这 一 结论 同样 适 
用 于 单 y 轴 垂 直 极 化 波 的 情况 。 对 于 一 个 平行 极 化 波 入 射 到 单 y 轴 等 离子 体 或 一 个 垂直 极 


© © American Institute of Physics. 经 过 允许 转载 ， 资 料 源 自 J. Appl. Phys., 49(12), 6169-6170, December 
1978. 
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化 波 入 射 到 单 z 轴 或 单 = 轴 等 离子 体 的 情况 ， 有 9 = 王 C  ， 即 是 说 等 离子 体 没有 产生 任何 效 
应 ， 并 且 反 射 功率 等 于 0。 
然而 ， 平 行 极 化 波 入 射 到 一 个 单 zx 轴 或 单 x 轴 等 离子 体 半空 间 所 发 生 的 全 反射 现象 却 
会 被 媒质 速度 以 一 种 有 趣 的 方式 而 改变 。 图 14E. 1 所 示 为 全 反射 的 频率 范围 如 何 随 媒 质 运 
动情 况 增 大 或 减 小 。 区 域 I ， 即 曲线 O=1/p. 下 面 所 包围 的 面积 ， 给 出 了 单 z 轴 等 离子 体 
发 生 全 反射 的 区 域 ， 然 而 ， 对 单 z 轴 的 情况 ， 相 应 的 区 域 为 由 曲线 Q=1/p, MAA Q=1/ 
C Ar AM AARC RT). TUAH, HFA 轴 ( 单 xz 轴 ) 的 情况 ， 对 于 随 着 8 从 一 1 增 
大 到 S 的 一 个 给 定 的 人 射 角 ， 频 率 范围 AB(BC) 会 增 大 ( 变 小 )， 并 在 8=S 处 达到 其 临界 
值 1/C(0)。 在 S<P<1 范围 内 ， 结 论 恰 好 相反 。 
入 射 角 =30° 


区 域 I 





0.6 0.8 1.0 
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14E. 1 媒质 速度 对 于 单 工 轴 和 单 = 轴 等 离子 体 全 反射 频率 范围 的 影响 (经 过 
允许 转载 ， 图 片 源 自 J. Appl. Phys., 49012), 6169-6170, 1978. 
Copyright(1975), American Institute of Physics) 


我 们 用 图 14E. 2 来 说 明 对 于 一 个 给 定 的 媒质 速度 ， 入 射 角 如 何 影 响 频 率 范围 。 对 于 负 


8B 来 说 ， 随 着 人 射 角 的 增 大 ， 发 生 全 反射 的 频率 范围 在 单 x 轴 的 情况 时 减 小， 而 在 单 z 轴 
的 情况 时 增 大 。 
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图 14E.2 人 射 角 对 全 反射 频率 范围 的 影响 (经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 J. Appl. 
Phys. ，49(12)，6169-6170，1978. Copyright(1975 ) American Institute 
of Physics) 


对 于 正 的 8 来 说 ， 随 着 人 射 角 的 增 大 ， 单 工 轴 情 况 的 频率 范围 增 大 ， 而 对 = 单 轴 的 情 
况 ， 频 率 范围 可 能 增 大 也 可 能 减 小 ， 不 可 能 得 出 一 个 一 般 性 的 推论 ， 关 于 这 一 点 ， 因 为 在 
这 种 情况 下 发 生 全 反射 的 频率 范围 由 曲线 = 1/p. 和 直线 2 二 1/C 所 包围 部 分 确定 ， 后 者 
随 人 射 角 增 大 而 上 升 ， 而 前 者 却 随 着 8 的 增 大 先 增 大 再 减 小 。 
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对 于 单 x 轴 等 离子 体 ， 用 另 一 种 形式 来 表示 条 件 0 二 1/p,， 即 意味 着 和 人 射 角 应 当 等 于 
或 大 于 arcsin(1/B)[L1 一 (1/0)(C1 一 序 )22]， 这 与 Lee 和 Lo5 给 出 的 结果 一 致 。 对 于 单 = 轴 
情况 ， 相 应 的 关系 式 为 [1 一 (1/0)? ]'?<e<aresin[.1— (1/0) 1—f#)"”* ], 

另 一 种 情况 是 等 离子 体 半空 间 垂直 于 分 界面 运动 (5 一 vo 2): 

wo = Yw + wkog') = w (1 十 pa) 
K?= k', =k) S' = kS 
Kt= y| Rog! + (Sr) eu |= koetan (14E. 5) 

与 前 面 所 述 的 情况 不 同 ，% 为 虚数 不 会 引起 全 反射 。 其 原因 是 尽管 虚数 g' 会 在 2 了 "坐标 
系 中 产生 俱 逝 波 ， 但 是 在 坐标 系 之 中 所 观察 到 的 透射 波 频率 和 波 矢 量 都 是 复数 ， 因 此 等 离 
子 体 的 静止 坐标 系 中 的 修 逝 波 ， 在 实验 室 坐 标 系 中 却 似 乎 是 一 个 有 训 减 的 行 波 屏 2 。 而 
且 ， 等 离子 体 中 波 的 复 频 率 的 虚数 部 分 可 能 代表 等 离子 体 波 的 一 种 阻尼 ， 其 能 量 转化 为 辐 
射 场 。 

全 反射 的 一 般 定 义 是 没有 功率 透 和 第 二 个 媒质 中 的 情况 。 当 等 离子 体 静 止 时 ，9% 取 虚 
数 即 意味 着 会 发 生 全 反射 ， 但 当 等 离子 体 运动 时 ， 这 不 是 一 个 必要 和 条件。 有关 等 离子 体 半 
空间 相对 于 分 界面 垂直 运动 情况 的 更 深入 的 研究 工作 正在 进展 之 中 。 
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附录 | 和 下 
电磁 波 与 垂直 于 入 射 面 运动 的 
有 界 等 离子 体 间 的 相互 作用 ” 


Dikshitulu K. Kalluri 和 R. C. Prasad 


14F.1 引言 


在 先前 的 一 篇 论文 趾 中 ， 我 们 研究 了 各 向 同性 和 单 轴 各 向 异性 有 界 静 止 等 离子 体 的 反 
射 和 透射 特性 。 很 多 研究 者 “" 疏 研究 了 当 等 离子 体 在 人 射 平面 内 相对 于 分 界面 平行 运动 或 
垂直 运动 这 两 种 情况 的 结果 ，Kalluri 和 Shrivastava' 站 总 结 了 这 些 研究 结果 。 

文献 L[10，11] 报 导 了 当 媒 质 为 电介质 上 且 媒 质 的 运动 方向 垂直 于 人 射 面 时 的 研究 进展 
情况 Shiozawa 等 人 M1 研究 了 在 垂直 极 化 情况 下 ， 一 个 相对 于 入 射 平面 垂直 运动 的 各 
向 同性 电介质 半空 间 的 电磁 波 反 射 和 透射 问题 。Pyatit? 也 研究 了 各 向 同性 电介质 半空 
间 的 情况 ， 但 波 的 和 人 射 平面 是 任意 的 。 因 此 ， 垂 直 于 和 人 射 面 的 运动 只 是 他 的 研究 中 的 一 
个 特例 。 

当 运 动 媒质 是 等 离子 体 时 ， 由 于 色散 效应 ， 反 射 和 透射 系数 同样 依赖 于 入 射 波 的 频 
率 ， 本 章 主 要 涉及 垂直 于 人 射 平 面 (zxz 平 面 ) 运 动 ( 沿 > 轴 ) 的 几 个 例子 的 有 关 这 一 专题 的 
系统 与 综合 研究 。 我 们 考虑 了 下 列 几 种 情况 : 运动 媒质 是 (a) 各 向 同性 等 离子 体 ，(b) 单 zz 
轴 (B。 一 co 人 2) 等 离子 体 ，(c) 单 y 轴 (B。 王 co9) 等 离子 体 ， 以 及 (d) 单 z 轴 (Bu 王 co2) 等 离子 
体 。 对 于 每 一 种 情况 ， 也 涉及 了 入 射 波 (平行 或 垂直 ) 在 自由 空间 中 的 极 化 效应 。Kong 和 
Cheng553 求 解 了 情况 (c);， 然 而， 他 们 的 结果 与 作者 现在 所 讨论 的 内 容 属于 不 同 的 专题 。 

在 文献 中 ， 采 用 了 两 种 方法 求解 这 种 涉及 运动 边界 的 问题 。 第 一 种 方法 拼 '5 是 在 实验 
室 坐 标 系 沁 中 求解 问题 ， 并 强加 在 坐标 系 纪 中 所 测 到 的 电场 和 磁场 的 合适 的 边界 条 件 。 在 
另 一 种 方法 中 习 中 ， 各 个 场 量 被 变换 至 相对 于 运动 媒质 静止 的 坐标 系 乙 "中 ， 在 该 静止 坐标 
系 中 将 问题 看 做 一 个 静止 等 离子 体 来 进行 求解 "9 。 为 得 到 在 实验 室 坐 标 系 中 的 反射 和 透 
St AR. D "中 的 场 量 必须 被 变换 回 实 验 室 坐标 系 中 。 现 在 ， 我 们 选择 了 使 用 这 种 方法 ， 
依 我 们 的 观点 来 看 ， 因 为 这 种 方法 允许 把 总 效应 分 解 为 两 个 有 明显 区 别 的 效应 。 一 个 是 在 
乙 ' 中 计算 得 到 的 静止 等 离子 体 与 自由 空间 不 匹配 引起 的 效应 ， 另 一 个 是 不 依赖 于 运动 媒 
质 特性 的 运动 边界 的 效应 。 像 在 坐标 系 "中 所 看 到 的 ， 人 射 波 是 入 射 平面 任意 的 任意 极 
化 波 。 在 坐标 系 盖 "中 ， 等 离子 体 中 的 场 分 量 之 比 和 特征 根 都 可 以 以 状态 变量 形式 来 写 出 
合适 的 方程 ， 并 求 出 相应 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 。 

14F. 2 节 概 述 求解 过 程 ， 主 要 为 了 介绍 符号 和 指出 一 些 重要 的 步骤 。 


14F.2 问题 的 公式 表示 
让 区 域 二 0 半空 间 中 充满 等 离子 体 ( 线 性 、 无 损 、 均 匀 )， 而 区 域 <0 为 自由 空间 ， 
zz 平面 为 自由 空间 中 的 一 个 均匀 平面 波 的 人 射 平 面 ， 且 在 实验 室 坐标 系 之 中 均匀 平面 波 
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具有 如 下 指数 变化 形式 

W, = exp[— jko (Sx + Cz) + jwt] (14F. 1) 
RH, w EAR BRR, ko = o/c 是 自由 空间 中 的 波 数 ，c 是 自由 空间 中 的 光速 ， 
C=cosh}, S=sinh}, h 是 波 法 向 与 zx 轴 正 向 之 间 的 夹 角 。 令 媒质 沿 y 轴 方 向 以 恒定 速度 
vo 运动 ， 忆 为 媒质 的 静止 坐标 系 。 在 "中 所 观察 到 的 人 射 波 似乎 是 和 人 射 平面 任意 的 任意 
极 化 波 ， 因 此 有 


Pi = expl jki (Shy + Sry’ +C'z’) +jo't'] (14F. 2a) 
式 中 
S1= = S,=—p C= S, w = Jw, B= = 
y= 0p)" (14F. 2b) 
当 在 之 "中 观察 时 ， 等 离子 体 中 的 波 的 指数 变化 形式 似乎 如 下 所 示 
Php = exp jki (Shr + Sry +q'2') +jo't’] (14F. 3) 


RP, 是 等 离子 体 中 波 的 特征 根 ， 可 以 分 为 如 下 四 种 情况 o 
a) 各 向 同性 等 离子 体 (Bo =0): 


dia = qra =E [e (S'i + S'Y (14F. 4a) 

b) 单 x BS BT KCB, = 002): 
dis =E(C*—X'A—-S')]", ga =E (14F. 4b) 

c) 单 y Bhs BFK CB, 一 cc9) : 
dia =+ fo" ai x'a — SDJ" ’ Gna =+ E (14F. 4c) 

d) 单 z Rh TEB, =0202),; 
qis =+ [C —X'/A—X")]*, qra =EC (14F. 4d) 


RP, e=A-X')=(1— Cow], w 为 等 离子 体 频率 。 相 应 的 9 值 (在 坐标 系 之 中 测 
量 ) 可 以 由 关系 式 ( 式 (14F. 14) = hi /ho = 9 得 到 。 

可 以 看 出 ， qh (或 qi) 在 每 种 情况 中 既 可 能 是 实数 也 可 能 是 虚数 ， 而 q (或 qg) 在 
后 三 种 情况 中 总 是 实数 。 对 于 各 向 同性 等 离子 体 情况 ， 特 征 根 为 重 根 。 对 于 半 无 限 大 
等 离子 体 ， 对 应 于 gq'i(i 二 1，2) 的 正 值 ， 仅 存在 两 个 前 向 行 波 。 对 于 假定 的 场 变量 ， 
当 把 等 离子 体 模拟 为 各 向 异性 介质 ， 且 把 从 等 离子 体 中 的 麦克 斯 韦 方程 所 得 到 的 方程 
写成 如 下 形式 的 状态 变量 方程 9 时 ， 式 (14F.4) 中 的 9 可 通过 求解 个 矩阵 的 特征 值 
yi: | 。 


dz et F (14F. 5) 
z 


AH, 人 是 一 个 元 素 为 (E'S， oe 加 五 三 ， p HEO RIE, to = (po /€0) » Ho 与 eu 分 
别 为 自由 空间 的 磁 导 率 和 介 电 常数 ， 我 们 还 得 到 了 四 种 不 同情 况 下 的 个 。 对 于 每 一 种 模 
式 ， 现 在 场 分 量 的 比值 可 以 通过 求 出 对 应 的 特征 向 量 而 得 到 所 2 。( 特 征 向 量 方法 总 能 给 
出 正确 的 比值 ， 而 参考 文献 [16] 中 的 方法 对 于 这 里 所 考虑 的 某 些 情 况 ， 给 出 的 比值 形式 是 
FRERE, SEF RACAL. ARB ET. ED GRE. ED). E'R 和 
E'*。 在 边界 上 ， 让 切 向 电场 和 切 向 磁场 分 别 相 匹 配 ， 这 些 量 现在 就 可 以 由 Er A E’, K 

求 得 。 

在 坐标 系 之 中 ， 令 自由 空间 中 的 反射 波 的 电场 为 

E = (EF 2+ E2 5+ ES DW, (14F. 6a) 

式 中 
Wr = exp[ 一 j(ERzr + key — k?z) +jæ"t] (14F. 6b) 


附录 14F 电磁 波 与 径直 于 入 射 面 运动 的 有 界 等 离子 体 间 的 相互 作用 


可 以 得 到 
Ex= (+)e? — BSE"? (14F. 7a) 
E= Es (14F. 7b) 
R= kS, k =0, =kC, =w (14F. 8) 
WBA DU PRET RILASLE =S EL 2HE OW), ERAD "中 可 以 得 到 
E') = yE; (14F. 9a) 
E')=0 (14F. 9b) 


现在 ， 利 用 式 (14F. 7) 和 式 (14F. 9)， 可 以 求 得 反射 系数 |RI = 二 Ex/E! MR, = 二 E/E!.。 
对 于 坐标 系 纪 中 的 垂直 极 化 入 射 波 (E' 二 EE 了 亚 !)， 在 坐标 系 忆 ' 中 可 以 得 到 
E'; = yBSE, (14F. 10a) 
E" = E (14F. 10b) 
同样 地 ， 根 据 式 (14F. 7) 和 式 (14F. 10), ALAS Ry =E}/E;, R1 =E3/E;. 
令 在 坐标 系 沁 中 等 离子 体 中 的 透射 波 的 电场 为 


E? = (ER 2+ Er 9+ E? 28)Wa (i= 1,2) (14F. 11a) 
式 中 
Wp, = expl—j(kix + kiy + kz) +jw't] (14F. 11b) 
利用 洛 伦 效 变换 和 运动 媒质 中 的 闵可夫 斯 基本 构 关系 5 ， 可 以 得 到 

p (1)\prr _ /P 
E? = T \E"S — pSE"s (14F. 12a) 
E= E (14F. 12b) 
H= (jes -6EH'; (14F. 13a) 
H= HS (14F. 13b) 
k= kS, ky =0, É =k wo =w (14F. 14) 


根据 式 (14F.7)、 式 (14F. 8) 和 式 (14F. 12) 到 式 (14F. 14), FEB: MAR EH 
GERRI) RAR 也 平 面 波 ( 平 行 极 化 )， 在 坐标 系 汪 中 的 反射 波 和 透射 波 都 不 再 是 下 
平面 波 或 APR, WEE FRA 互 平 面 波 二 者 的 一 种 线性 组 合 ( 除 了 在 单 y HSER 
子 体 情 况 中 ， 此 时 透射 波 和 反射 波 的 极 化 都 与 人 射 波 相 同 )， 而 人 射 波 、 反 射 波 和 透射 波 
的 传播 矢量 都 在 同一 个 平面 上 ， 即 在 入 射 平面 上 。 这 与 先前 一 些 研究 者 "四 所 得 到 的 结 
论 是 一 致 的 。 

到 目前 为 止 ， 我 们 已 经 概述 了 在 坐标 系 之 中 求 等 离子 体 和 自由 空间 中 场 量 分量 的 方 
法 。 下 面 将 讨论 功率 反射 系数 和 透射 系数 。 


14F.3 功率 反射 系数 和 透射 系数 
功率 反射 系数 p 和 功率 透射 系数 + 分 别 由 下 面 两 个 公式 所 定义 : 


__ ne Sp 





p= mS (14F. 15) 
All 
gute (14F. 16) 
n 。 SI 





IF, n 是 z 轴 方向 的 单位 矢量 ，S! 、Ss AS, 分 别 是 入 射 波 、 反 射 波 和 透射 波 的 坡 印 亭 矢量 的 
时 间 平 均值 。 对 于 平行 极 化 和 垂直 极 化 ， 式 (14F. 15) 可 分 别 简化 为 下 列 形式 5 : 
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附录 14F 电磁 波 与 径直 于 入 射 面 运动 的 有 界 等 离子 体 间 的 相互 作用 


eu = | Ri PHC |R |? (14F. 17a) 


1 
RL 二 Ril +a Tr (14F. 17b) 


式 (14F. 16) 具 有 下 式 的 形式 
t= Rel (Ef Vp: + Ef: Wp.) CHE; Wr, + Hy Wr) 
— (Ey Ye + Ey, We) CHE Wi + H? Vi) J(n. Sp) (14F. 18) 
在 qi 的 实数 和 虚数 范围 内 ， 我 们 利用 式 (14F. 17) 和 式 (14F. 18) 已 经 分 别 得 到 了 平行 
极 化 与 垂直 极 化 波 在 不 同情 况 下 的 功率 反射 系数 (o) 及 透射 系数 (r) 。 这 些 结果 见 表 14F. 1 。 
可 以 看 出 ，p 十 rt 二 1。 当 媒质 为 电介质 时 ， 表 14F. 1 给 出 的 各 向 同性 等 离子 体 的 pl 和 ri 的 
表达 式 与 Shiozawa 等 人 5 给 出 的 结果 一 致 。 表 14F. 1 给 出 的 单 y 轴 情 况 下 pj 的 表达 式 与 
Kong 和 Cheng” 的 结果 一 致 。( 但 是 他 们 在 论文 中 图 14F.4 给 出 的 = 20° 30" 时 的 数值 
结果 ， 表 明 反 射 功率 先 随 8 增 大 再 随 8 减 小 ， 然 而 ， 实 际 上 ， 在 媒质 静止 时 反射 功率 为 最 
大 值 ， 且 随 媒质 速度 的 增 大 而 减 小 。) 


14F.4 功率 传输 到 等 离子 体 中 的 机 制 


当 和 人 射 波 为 垂直 极 化 波 时 ， 对 于 各 向 同性 电介质 的 情况 ，Shiozawa $ AT 将 反射 功 
率 和 透射 功率 分 解 为 由 波 分 量 和 H 波 分 量 分 别 所 产生 的 贡献 ， 结 果 表 明 反 射 功率 和 透 
射 功率 的 A 波 分 量 之 和 等 于 0， 而 反射 功率 和 透射 功率 的 下 波 分 量 之 和 等 于 1。 

我 们 分 析 发 现 对 于 各 向 同性 等 离子 体 情 况 ， 当 gq' 为 实数 时 ， 同 样 的 结论 依然 成 立 。 
但 当 q 为 虚数 时 ， 透 射 功率 的 H 波 分 量 和 正 波 分 量 大 小 相等 ， 但 符号 相反 ， 因 此 净 透 射 
功率 等 于 0， 而 反射 功率 的 HH 波 分 量 和 下 波 分 量 之 和 等 于 1。 

在 单 y 轴 情 况 中 ， 对 于 入 射 玉 波 ( 垂 直 极 化 )， 在 等 离子 体 中 只 能 激发 出 对 应 于 q" 模 
AM ER. 因此， 每 当 gq 是 虚数 时 ， 透 射 功率 等 于 0。 对 于 人 射 H 波 ( 平 行 极 化 )， 在 等 
离子 体 中 仅 能 激发 出 对 应 于 q 模式 的 HK. 并 且 由 于 qs 二 C'(gs 二 C)， 所 以 在 分 界面 处 
是 完全 匹配 的 ， 全 部 人 射 功 率 都 会 透射 到 等 离子 体 中 去 。 

对 于 单 工 轴 和 单 轴 这 两 种 情况 ， 在 等 离子 体 中 会 激发 出 两 种 模式 。 即 使 g1 变 为 虚 
数 ( 对 波 频 率 和 媒质 速度 的 某 一 个 特定 范围 )， 对 应 的 波 是 修 逝 波 ， 仍 然 随 第 二 个 波 会 有 一 
定量 的 功率 透射 ，g，* 总 是 实数 。 下 面 讨论 这 种 功率 传输 的 机 理 。 

当 qi 为 实数 时 ， 根 据 式 (14F. 18) 可 以 证 明 ， 对 于 透射 功率 来 说 ，Re(E?, Ho? Wo We + 
EX Ay We Wi ) 确 实 等 于 Re(Ey Hi Wr By 十 Ey AT Ve WB)。 因 此 ， 这 些 分 量 在 等 离子 
体 中 贡献 的 净 功 率 任何 时 候 都 等 于 0。 这 时 ,功率 的 贡献 来 自分 量 Re(Es HES Woa Wan + 
E, Ho Wo. Wp ) Fil Re(E%, H; Vr Vo, + Et, Hts Wr Vr), 这 样 与 q' 和 qh =C' 对 应 的 模式 
均 携 带 功 率 。 

当 q' 为 虚数 时 ， 根 据 式 (14F. 18) 可 以 证 明 ，Re(E8 Hi? We, Up, + El, HY We, Win ) 确 
实 等 于 Re(Ey AY Wn Ve +E AT Ve Vn). Ak, FEA, es ES IK 
中 贡献 的 净 功 率 在 任何 时 候 也 等 于 0。 由 ReCE®, H? Wa Wa) Al Re(E%, HE Wo Ws ) 贡 献 的 
功率 也 等 于 0。 因 此 ， 当 gq" 为 虚数 时 ， 透 人 等 离子 体 中 的 功率 仅 由 分 量 Re(E?, Hi; Vn 
Wy.) Al Re( ES, HY? Wpz WB ) 所 产生 。 该 功率 由 等 离子 体 中 对 应 于 特征 根 gs 二 C' 的 模式 所 
携带 。 


14F.5 数值 结果 与 讨论 
图 14F. 1 一 图 14F. 3 分 别 给 出 了 C=0.5, BRAN TH y 轴 、 单 工 轴 和 单 z 轴 
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等 离子 体 ，p 随 归 一 化 频率 0 一 w/or 变化 的 曲线 。 对 于 上 述 各 种 情况 ， 在 插图 给 出 了 


C=0.5, B=0 和 0.75 时 , gi EQ 
变化 的 曲线 。 从 物理 图 形 以 及 仅 出 现 
8 的 偶 次 项 的 相关 公式 中 可 以 明显 看 
出 ,8 的 符号 并 不 影响 最 终 的 结果 。 
对 于 单 y AS BRA E oe AT AY 
情况 ( 见 图 14F.1), 4 0<a<(1/y) 
C 时 是 虚数 ， 而 当 (1/7)C 和 CQ 一 ce 
时 9 是 实数 。 对 于 在 2 三 1L/C 范围 
内 的 一 个 给 定 值 Q， 当 0<B<1 Hf gi 
是 实数 ， 且 pj 随 8 增 大 而 减 小 。 而 
H, 当 0 二 1/C 时 , 在 0 二 B&B 
[=(1 一 CQ)'] 范 围 内 gq1 是 虚数 ， 
而 在 BBp<1 范围 内 q's 是 实数 。 在 
这 个 OWA, 4 PKA 时 o 等 于 
1， 而 在 B>PA 时 o, 随 B8 增 大 而 减 小 。 

对 于 单 x HEAT ARAM HBA 
射 的 情况 ( 见 图 14F.2)， 在 o<aQ< 
m= aSc] EA q) 是 虚 
数 ， 而 在 Q <A fi E A q' 是 实 
数 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 对 2 的 三 
个 范围 很 感 兴趣 。 对 于 在 QS1/C 
范围 内 的 一 个 给 定 0 值 ，g' 在 整个 
8 范围 内 都 是 实数 ， 且 ol BE p 的 增 
大 而 增 大 。 当 AK1, qi 在 整个 B 
范围 内 都 是 虚数 ， 且 ol BA 8 的 增 大 
而 减 小 。 当 1 二 0 二 1/C 时 ， 当 0< 
BRA L= CW —1)'?/S] it q) 是 实 
数 ， 而 当 BB<1 时 gq1 是 虚数 。 在 
这 个 2 WHA. 4 BP, WH py BAB 
的 增 大 而 增 大 ， 而 当 BSP, 时 pl 随 B 
的 增 大 而 减 小。 然而 ， 当 0 在 gi 的 虚 
数 范围 内 时 ，pll 是 常数 ( 见 图 14F. 2). 

14F. 3 所 示 为 单 z 轴 等 离子 
体 的 情况 。 在 这 种 情况 下 ， 在 1/y< 
2 入 1/C 范围 内 gq' 是 虚数 ， 而 在 0 二 





1.0 2.0 3.0 4.0 
Q 


图 14F.1 8 为 参数 ， 垂 直 极 化 流入 射 到 一 个 运动 单 y 轴 等 


离子 体 上 时 的 功率 反射 系数 。 在 插图 中 给 出 了 
特征 根 的 变化 曲线 (虚线 : gi 为 虚数 ; 实 线 : qi 
HERO (经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 J. Appl. 
Phys., 48 (2), 587-591. Copyright (1977), 
American Institute of Physics. ) 





图 14F.2 有 为 参数 ， 平 行 极 化 波 入 射 到 一 个 运动 单 zx 轴 
等 离子 体 上 时 的 功率 反射 系数 。 在 插图 中 给 出 
了 特征 根 的 变化 曲线 (虚线 : q' 为 虚数 ; XR: 
9 为 实数 ) (经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 J. Appl. 
Phys., 48 (2), 587-591. Copyright (1977), 
American Institute of Physics. ) 


Q<1/y 和 1V/C< 0 一 co 范围 内 di 是 实数 。 这 里 ， 我 们 同样 对 2 的 三 个 范围 很 感 兴趣 。 对 于 
在 OX] 范围 内 的 一 个 给 定 Q 值 ， 当 0<p<pC=A—-2)" Tit a 是 实数 ， 当 Bi 二 B 过 1 时 
q'a 是 虚数 。 当 B=B 时 ， qh 等 于 无 穷 大 ， 而 当 B=1 时 ， q' EF O 在 2 的 这 个 范围 内 ， 
ol 在 B<A 范围 内 先 随 8 的 增 大 而 增 大 ， 而 后 在 PHB 范围 内 随 8 的 增 大 而 减 小 。 当 
1 二 0 二 1/C 时 ， 对 于 任何 8 值 ga' 都 是 虚数 ， 且 ol 随 8 增 大 而 减 小 。 当 Q>>1/C 时 ， 对 于 任 
fi] Bg’, 都 是 实数 ， 且 B 增 大 时 ol 会 增 大 ， 但 这 个 效应 是 可 以 忽略 不 计 的 ， 因 而 在 这 个 
范围 内 仅 给 出 了 一 条 曲线 。 在 这 种 情况 下 ,我 们 也 注意 到 有 趣 的 现象 在 gq1 取 虚 数 时 ， 
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ol 是 一 个 不 随 0 变化 的 常数 ( 见 图 14F. 3). 

这 里 没有 给 出 各 向 同性 等 离子 体 的 数值 结果 。 在 这 种 情况 下 ， 对 于 所 有 的 8 值 ， 我 们 
将 看 到 在 0< 0 入 1/C 范围 内 gq' 是 虚数 ， 而 在 1/C<0 委 co 范围 内 gh 是 实数 。 对 于 所 有 的 
pii, 在 q' 为 虚数 的 范围 内 ol 等 于 1。 在 9 为 实数 的 范围 内 ，pl 随 8 的 增 大 而 增 大 , 但 8 
的 影响 却 很 小 。 


Py 





1.0 2.0 3.0 4.0 
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图 14F.3 8B 为 参数 ,平行 极 化 波 入 射 于 一 个 运动 单 = 轴 等 离子 体 上 时 的 功率 反射 系 
数 。 在 插图 中 给 出 了 特征 根 的 变化 曲线 (虚线 : gq 为 虚数 ; HA: gi WK 
BO (经 过 允许 转载 ， 图 片 源 自 J. Appl. Phys. ，48(2) ，587-591. Copyright 
(1977), American Institute of Physics. ) 


同样 ， 我 们 也 推导 出 了 等 离子 体 平板 情况 的 表达 式 ， 计 算 结果 表明 在 qh 为 实数 的 范 
围 内 存在 振荡 ， 其 振荡 的 性 质 可 以 像 前 面 一 样 给 出 定性 的 解释 "” 。 
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附录 16A 
MATLAB 程序 


16A. 1 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 主 程序 和 函数 程序 GLANT 的 例子 
(参见 图 16. 12) 


function [S,T] =GLANT(Nn,Ne,n1L,n2L,n3L,xn, yn); 
s 总 体 合 成 基于 节点 的 二 维 三 角形 单元 
for e=1:Ne; 
n(1,e)=nlL(e) ; 
n(2,e) =n2L(e) ; 
n(3,e)=n3L(e); 
end 


% 初始 化 
S= zeros (Nn,Nn) ; 
T= zeros (Nn,Nn) ; 
% 对 所 有 单元 进行 循环 
for e=1: Ne; 
名 名 个 单元 的 节点 坐标 
for 1=1:3} 
x(i)=xn(n(i,e)); 
y (i) =yn(n(i,e)); 
end 
s 计算 单元 矩阵 元 素 
b(1)=y(2) -y(3); 
b(2)=y(3) -y(1); 
b(3)=y(1) -y(2); 
c(1)=x(3) -x(2); 
c(2)=x(1) -x(3); 
e(3)=x(2) -x(1); 
Area=0.5* abs (b(2)*c(3) - b(3)*c(2)); 
s 计算 单元 矩阵 元 素 


for i=1:3; 
for j=1:3; 
Se (i,j) = (0.25/Area) * (b(i) *b(j) +c(i) *c(j)); 
if i=j 
Te(i,j)=Area/6; 
else 
Te(i,j)=Area/12; 
end 
s 将 单元 矩阵 合成 到 总 体 FEM 和 矩阵 中 
S(n(i,e),n(j,e))=S(n(i,e),n(j,e))+Se(i,j); 
T(n(i,e) ,n(j,e))=T(n(i,e),n(j,e))+Te(i,j); 
end 
end 
end 
>> Ne=2; 
>> Nn=4; 


>> nlL=[1,2]; 

>> n2L=[2,3]; 

>> n3L=[4,4]; 

>> xn=[(0.8,1.4,2.1,1.2]; 

>> yn=[(1.8,1.4,2.1,2.7]; 

>> [S,T] =GLANT(Nn,Ne,n1L,n2L,n3L, xn, yn); 
>> S 
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8 = 

1.2357 -0.7786 0 -0.4571 
-0.7786 1.2500 —-0.4571 —0.0143 
0 —0.4571 0.8238 —0.3667 
-0.4571 -0.0143 —0.3667 0.8381 
>> T 

T = 

0.0583 0.0292 0 0.0292 
0.0292 0.1458 0.0438 0.0729 
0 0.0438 0.0875 0.0438 
0.0292 0.0729 0.0438 0.1458 


>> frn: 自由 节点 数组 

>> frn= [1,3]; 

>> tprn: 指定 节点 数组 

>> prn= [2,4]; 

>> $Vprn: 指定 节点 上 的 电位 
>> Vprn= [10,-10] ; 

>> Sff =S (frn, frn) 


Sff = 
1.2357 0 
0 0.8238 


>> Sfip=S(frn,prn) 


Sfp = 
-0.7786 -0.4571 
-0.4571 —0.3667 


>> Vf =-inv(Sff) *Sfp* (Vprn) ’ 


>> 


16A. 2 求解 泊 松 方程 的 主 程序 和 函数 程序 PGLANT2 的 例子 (参见 图 16. 14) 


function [S,T,g] = PGLANT2 (Nn,Ne,n1L,n2L,n3L, Rho, Epr, xn, yn) ; 

s 泊 松 方程 的 解 

% V=-Rho/ (epsilonO*epr) 的 拉 普 拉 斯 算 子 

g Rho 是 每 个 单元 中 电荷 体 密度 值 的 数组 

s Epr 是 每 个 单元 中 介 电 常数 数值 的 数组 

3 总 体 合成 基于 节点 的 二 维 三 角形 单元 

for e=1:Ne; 
n(1,e)=n1L(e); 
n(2,e)=n2L(e) ; 
n(3,e)=n3L(e); 

end 


s 初始 化 
S=zeros(Nn,Nn) ; 
T= zeros (Nn,Nn) ; 
g= zeros (Nn) ; 

% 对 所 有 单元 进行 循环 


for e=1: Ne; 
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名 各 个 单元 的 节点 坐标 
for i=1:3; 
x(ij=xn(n(i,e)); 
y(i)=yn(n(i,e)); 
end 
名 计算 单元 矩阵 元 素 
b(1)=y(2) -y(3); 
b(2)=y(3) -y(1); 
b(3)=y(1) -y(2); 
c(1)=x(3) -x(2); 
e(2)=x(1) -x(3); 
c(3)=x(2) -x(1); 
Area =0.5*abs (b(2)*c(3) -b(3) *c(2)); 
多 计算 单元 矩阵 元 素 
ge = Rho (e) * Area/3; 
for 1=1:3; 
g(n(i,e))=g(n(i,e)) +ge; 
for j=1:3; 
Se(i,j) = (0.25/Area) * (b(i) *b(j) +c(i) 
*c(j)) *Epr(e) *8.854*10* (-12) ; 


if i== 

Te(i,j)=Area/6; 
else 

Te (i,j)=Area/12; 
end 


名 将 单元 矩阵 合成 到 总 体 FEM 和 矩阵 中 
S(n(i,e),n(j,e))=S(n(i,e),n(j,e))+Se(i,j); 
T(n(i,e),n(j,e))=T(n(i,e) ,n(j,e))+Te(i,j); 

end 


>> n3L 


>> Rho= [1,1,1,0,0,0]*10*(-5) ; 

>> Epr= ([(2.5,2.5,2.5,1,1,1]; 

>> [S,T,g] =PGLANT2 (Nn, Ne,n1L,n2L,n3L, Rho, Epr,xn, yn); 
>> frn= [1]; 

>> Sff =S (frn, frn); 

>> gf=g(frn); 

>> Vf = inv (Sff) * (gf) 


VE = 
4.3026e +004 


>> 


16A.3 应 用 函数 程序 GLANT 求解 均匀 和 矩形 波导 问题 (参见 图 16 


程序 例子 
>> 名 主 程序 矩形 波导 


>> Nn=16; 

>> Ne=18; 

>> xn= [0,1/3,2/3,3/3,0,1/3,2/3,3/3,0,0,3/3,3/3,1/3,2/3,1/3,2/3]; 
>> yn= [0,0,0,0,1/6,1/6,1/6,1/6,2/6,3/6,2/6,3/6,2/6,2/6,3/6,3/6]; 
S> NLL = 12;.2,,2,2,3,3,5,5,9,9, 78,124,121, 6,6; 13,13] 

>> n2L= ([5,6,3, 7,4,8;,6,13,13,15,8,11,11,12,7,14,14,16]; 

>> n3L=[1,5,7,6,8,7,13,9,15,10,14,14,16,16,14,13,16,15]; 

>> [S,T] =GLANT(Nn,Ne,n1L,n2L,n3L,xn, yn) ; 


. 18) 的 主 
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>> ATE=inv(T)*S; 

>> [EVTE,kcsqTE] =eig(ATE) ; 
>> kcTE=sqrt (diag (kcsqTE) ) ; 
>> kcTES = sort (kcTE) 


kcTES = 


0.0000 
3.2795 
6.5158 
7.2817 

8.1754 
10.3923 
12.1165 
14.3625 
14.9742 
17.1434 
20.7846 
21.1244 
22.4283 
23.3670 
25.3472 
26.6653 


>> frn= [6,7,13,14]; 

>> STM=S(frn,frn) ; 

>> TIM=T(frn,frn) ; 

>> ATM = inv (TTM) * STM; 

>> [EVTM, kcsqTM] = eig (ATM) ; 
>> kcTM=sqrt (diag (kcsqT) ) ; 
>> kcTMS = sort (kcTM) 


kcTMS = 


8.2014 
12.1845 
17.0024 
20.4251 


>> 


16A. 4 基于 二 阶 三 角形 单元 求解 均匀 矩形 波导 问题 (参见 图 16. 23) 的 主 
程序 和 函数 程序 GLAN2T 例子 


>> % 应 用 二 阶 三 角形 单元 的 例子 

>> $ 等 腰 三 角形 波导 

> $% 为 了 说 明 起 见 ， 取 两 个 单元 

>> $ 程序 由 D.K. Kalluri 编 写 

>> Nn=9; 

>> Ne=2; 

>> nlL=([1 1]; 

>> n2L= [2 3]; 

>> n3L= [3 7); 

>> n4L= [4 6]; 

>> n5L= [5 8]; 

>> n6L= [6 9]; 

>> x({1 4 6 9J)=[ 01 0.5 0); 
>> y([1 4 6 9])=[ 000.5 1); 
>> (S,T] =GLAN2T (Nn, Ne,n1L,n2L,n3L,n4L,n5L,n6L,x,y) ; 
>> ATE=inv(T)*S; 

>> [EVTE,kcsqTE] = eig (ATE) ; 

>> kcTE=sqrt (sort (kcsqTE) ) 


kcTE = 
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0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 
17.7247 14.7641 10.9545 4.6926 6.7702 13.7638 7.7460 0.0000 
>> 


function [S,T] =GLAN2T(Nn,Ne,n1L,n2L,n3L,n4L,n5L,n6L,xn, yn) ; 
多 总 体 合成 基于 节点 的 二 维 二 阶 三 角形 单元 
% 程序 由 D.K。 Kalluri 编 写 
for e=1:Ne; 
n(1,e) =n1L (e); 
n(2,e)=n2L(e); 
n(3,e)=n3L(e); 
n(4,e) =n4L(e); 
n(5,e) =n5L(e); 
n(6,e) =n6L(e); 
end 
Q1ı= (1/6)*[0,0,0,0,0,0;0,8,-8,0,0,0;0,-8,8,0,0,0; 
0,0,0,3,-4,1;0,0,0,-4,8,-4;0,0,0,1,-4,3]; 
Q2= (1/6) *[3,0,-4,0,0,1;0,8,0,0,-8,0;-4,0,8,0,0,-4; 
0,0,0,0,0,0;0,-8,0,0,8,0;1,0,-4,0,0,3); 
Q3 = (1/6) *[3,-4,0,1,0,0;-4,8,0,-4,0,0;0,0,8,0,-8,0; 
1,-4,0,3,0,0;0,0,-8,0,8,0;0,0,0,0,0,0); 
Tek = (1/180)*[6,0,0,-1,-4,-1;0,32,16,0,16,-4;0,16,32,-4,16,0; 
-1,0,-4,6,0,-1;-4,16,16,0,32,0;-1,-4,0,-1,0,6]; 
和 初始 化 
S= zeros (Nn,Nn); 
T= zeros (Nn, Nn); 
% 对 所 有 单元 进行 循环 
for e=1: Ne; 
多 各 个 单元 的 节点 坐标 
x(1) =xn(n(1,e)); 
x(2) =xn(n(4,e)); 
x(3) =xn(n(6,e)); 
y(1) =yn(n(1,e)); 
y(2) =yn(n(4,e)); 
y (3) =yn(n(6,e)); 


% 计算 单元 矩阵 元 素 
b(1) =y(2) -y(3); 
b(2) =y(3) -y(1); 
b(3) =y(1) -y(2); 
e(1) =x(3) -x(2); 
e(2) =x(1) -x(3); 
cl(3) =x(2) -x(1); 
Area=0.5 *abs (b(2)*c(3) - b(3) *c(2)); 
COTTH1 =-(0.5/Area) * (b(2) *b(3) +c(2) *c(3)); 
COTTH2 =-(0.5/Area) * (b(3)* b(1) +c(3)*c(1)); 
COTTH3 =-(0.5/Area) * (b(1)* b(2) +c(1)*c(2)); 
Te =Area*Tek; 
Se = COTTH1 * Q1 + COTTH2 * Q2 + COTTH3 * Q3; 
s 计算 单元 矩阵 元 素 
for i=1:6; 
for j=1:6; 
名 HBTS KE) A APEMEE t 
S(n(i,e),n(j,e)) =S(n(i,e),n(j,e))+ Se(i,j); 
T(n(i,e) ,n(j,e)) =T(n(i,e),n(j,e))+ Te(i,j); 
end 


WOoooooood 
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end 


end 


160.5 求解 均匀 矩形 波导 问题 (参见 图 16.28) 的 主 程序 和 函数 程序 


GLAET( 基 于 一 阶 矢 量 形状 函数 的 三 角形 单元 ) 的 例子 


>> $ 基于 棱 边 的 一 阶 有 限 元 方法 

>> $ 应 用 两 个 三 角形 单元 计算 等 腰 三 角形 波导 问题 
>> Nn=4; 

>> Neg=5; 

>> Ne=2; 

>> xn=[0,1,0.5,0]; 

>> yn=[0,0,0.5,1]; 

>> niL= [1 1]; 

>> n2L= [2 3]; 

>> n3L= [3 4]; 

>> nlEL= [1,-3]; 

>> n2EL= [2,4]; 

>> n3EL= [3,5]; 

>> [E,F] =GLAET (Neg,Nn,Ne,n1L,n2L,n3L,n1EL,n2EL,n3EL, xn, yn) ; 
>> %TM 模 式 ( Htan 是 场 量 ) ， 所 有 楼 边 都 是 自由 棱 边 
>> ATM=inv(F)*E; 

>> [EVTM, kcsqTM] = eig (ATM) ; 

>> kcTM= sqrt (diag (kcsqT) ) ; 

>> kcTMs = sort (kcTM) 

kcTMs = 

0 

0.0000 

0+0.0000i 

6.0000 

7.6345 

>> $TE 模 式 ，Etan 是 场 量 ， 非 导电 棱 边 是 3 
>> $% 利 用 非 导 电 棱 边 来 定义 nce 数 组 

>> nce= [3]; 

>> ETE=E(nce,nce) ; 

>> FTE=F(nce,nce) ; 

>> ATE = inv (FTE) * ETE; 

>> [EVTE, kcsqTE] =eig(ATE) ; 

>> kcTE=sqrt (diag (kcsqTE) ) ; 

>> kcTEs = sort (kcTE) 

kcTEs = 

3.4641 

>> 

% GLAET.M 


function [E,F] =glaet (Neg, Nn, Ne, niL, n2L, n3L, nlEL, n2EL, n3EL, xn, yn) 


for e=1:Ne 


n(1,e) =nlL(e); 
n(2,e) =n2L(e) ; 
n(3,e) =n3L(e); 
ne(1,e) =n1EL (e); 
ne (2,e) =n2EL (e); 
ne (3,e) =n3EL (e); 


end 


E = zeros (Neg, Neg); 
F = zeros (Neg, Neg); 
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for e=1:Ne 


for i=1:3; 
x(i) =xn(n(i,e)); 
y(i) =yn(n(i,e)); 
end 


b(1) =y(2) -y(3); 
b(2) =y(3) -y(1); 
b(3) =y(1) -y(2); 
e(1) =x(3) -x(2); 
c(2) =x(1) -x(3); 
e(3) =x(2) -x(1); 


Area =0.5*abs (b(2) *c(3)-b(3) *c(2)); 
1(1) =sqrt (b(3) *b(3) +c(3) *c(3)); 
1(2) =sqrt (b(1) *b(1) +¢(1)*c(1)); 
1(3) =sqrt (b(2) *b(2) +c(2)*c (2)); 


for i=1:3 
for j=1:3 
ff (i,j) =b(i) *b(j) +c(i) *c(j) ; 
end 
end 


G(1,1) =2* (f£(2,2)-f£(1,2)+ff£(1,1)); 

G(2, 2) =2* (££ (3,3)-f£ (2,3) +£E(2,2)); 

G(3,3) =2* (££ (1,1) - f£ (3,1) + ££(3,3)); 

G(2,1) =G(1,2); 

G(1,3) =f£(2,1) -2*ff (2,3) -££(1,1) + ££(1,3); 
G(3,1) =G(1,3); 

G(2,3) =££ (3,1) -££(3,3) -2*ff (2,1) +f££(2,3); 
G(3,2) =G(2,3); 


for i=1:3 

for j=1:3 
Ee (i,j) = (1/Area) *(1(i)*1(j)); 
Fe (i,j) = (1/48) * (1/Area) *1 (i) *1(j) *G(i,j); 
if (ne(i,e) <0) 
Ee (i,j) =-Ee(i,j); 
Fe (i,j) =-Fe(i,j); 

else; 

end; 


if (ne(j,e) <0); 
Ee (i,j) =-Ee(i,j); 
Fe(i,j)=-Fe(i,j); 
else; 
end; 


ane (i,e) =abs(ne(i,e)); 

ane(j,e) =abs(ne(j,e)); 

E (ane (i,e) ,ane(j,e)) =E(ane(i,e),ane(j,e)) +Ee(i,j); 

F(ane(i,e),ane(j,e)) =F(ane(i,e),ane(j,e)) +Fe(i,j); 
end 


end 
end 


16A.6 应 用 函数 程序 INHWGD 求解 均匀 矩形 波导 问题 (参见 图 16. 28) a9 
主 程序 例子 
附录 18C 给 出 了 函数 INHWGD， 基 于 节点 的 一 阶 标量 形状 函数 代表 纵向 分 量 ， 基 于 
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棱 边 的 一 阶 矢 量 形状 函数 代表 横向 分 量 。 采 用 了 三 角形 单元 。 

>> % 非 均匀 波导 例子 

>> Ne=2; 

>> Nn=4; 

>> Neg=5; 

>> xn= [0,1,1,0]; 

>> yn= [0,0,1,1]; 

>> niL= [1,1]; 

>> n2L= [2,3]; 

>> n3L= [3,4]; 

>> mur= [1,1]; 

>> epr= [4,1]; 

>> k0=5; 

>> nlEL= [1,-3]; 

>> n2EL= [2,4]; 

>> n3EL= [3,5]; 

>> [Att, Btt,Btz,Bzz,C] = INHWGD (epr, mur, k0,Neg,Nn,Ne,n1L,n2L,n3L,n1lEL,n2EL, 
n3EL, xn, yn) ; 

>> ncE=3; 

>> nce=3; 

>> C=C(nce,nce) ; 

>> [EVIN, GAMASQ] =eig(C) ; 

>> GAMA = sqrt (sort (GAMASQ) ) ; 

>> GAMA 

GAMA = 


0+6,5192i 


>> 


附录 16B 
余 切 公式 


16B. 1 余 切 公式 


根据 式 (16. 52) ， 由 三 角 单 元 三 个 顶点 的 坐标 可 以 确定 出 $ 矩阵 中 的 每 一 个 元 素 ， 为 
了 方便 起 见 ， 在 这 里 重新 给 出 : 


Se = hb + cee) 


男 一 方面 ， 也 可 以 应 用 式 (16. 53)， 由 三 角 单 元 三 个 顶点 的 内 角 给 出 $ 矩阵 中 的 各 个 元 素 ， 
为 了 方便 在 此 重新 给 出 : 


cot0 + coté; — cot; — cot, 
Ese] = 了 — coth; cot, + cot; — cot; 
— cot, — coté, cot, + coth; 


进一步 可 以 证 明 ， 式 (16. 53) 可 以 写 为 
is? ] = eo, 


式 中 ，[Q;] 由 式 (16. 108) ~A (16. 110) 给 出 。 在 本 附录 中 ， 我 们 将 证 明基 于 几何 学 知识 和 
相关 的 三 角 恒 等 式 中 ,可 由 式 (16.51) 得 到 
式 (16.53)。 根 据 定 义 ， 应 用 式 (16. 39b)、 
式 (16. 39c)、 式 (16.42b)、 式 (16.42c)、 
式 (16. 44b) 和 式 (16. 44c) ， 由 三 角 单 元 三 个 顶 
点 坐标 所 得 到 的 各 个 和 ec 如 图 16B.1 所 示 。 
采用 循环 值 记 号 法 ， 我 们 有 

b: = Yur — Yuz si = 1,2,3,4,5 (16B.1) 

Gi = Ze — Lai (16B. 2) 
这 里 i 是 循环 值 ]，2，3。i= 二 4 与 i 二 1 相同 ， 
i 二 5 与 i 二 2 相同 。 

注意 在 和 ec 的 有 些 表 达 式 中 的 负 号 。 
例如 图 16B.1 利用 坐标 表示 的 5 和 c 的 定义 

cl = X3 — Le 
在 图 16B. 1 中 可 以 看 出 ， 因 为 zs 小 于 x， 所 以 将 ci 标记 为 一 cl 。 也 应 该 注意 ， 我 们 规定 
三 个 节点 的 编号 按 逆 时 针 顺 序 标 分 别 记 为 1、2 和 3: 
cot), =cot( + —#—y) = tan(¢+ yy) = tang + tang 





1 — tan¢tany 
R — b,/cz + (— c3) /(— b;) — (b2 6, + 203 )b3C2 bb; Les 
所 以 aii 1 — (b/c2)(— ¢3/ — bz) (czpa — bzcs )bscs baca — bsc. (16B. 3) 
因为 在 式 (16B. 3) 中 的 分 母 是 两 倍 的 三 角 单 元 面积 ， 所 以 有 
__ bb; 十 czcs 
cotb = (16B. 4) 


可 以 把 式 (16B. 4) 写 成 如 下 一 般 形 式 
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bb; tee, =—2Acoth, ix j (16B. 5) 
接 下 来 ， 考虑 如 果 i 二 ;， 看 看 是 否 需 要 做 任何 修正 。 令 ;一 /一 1， 我 们 将 证 明 有 如 下 结果 ; 
b +c} = 2A(cotd, + coté;) 


证 明 
cord, =— BA tae 
cotf, 三 一 bı naas 


2A (cotd, + coté;) 一 一 (bab 二 cc 二 bibs cics) =— [b (ba +b) +c: (cg +3) ] 
=— [b,(—b,) +¢,(—«o)] = bi 十 ci 
上 面 的 结果 可 以 归纳 为 
b +c? = 2A[cotd, + coth, ] (16B. 6) 
由 式 (16. 51)、 式 (16B. 5) 和 式 (16B. 6), ， 就 可 以 得 到 式 (16. 53), 


16B.2 三 角 单 元 的 面积 
顺便 提 一 下 ， 从 几何 图 形 中 也 可 以 看 出 ， 式 (16. 37) 中 分 母 的 行列 式 是 两 倍 的 三 角 单 
元 面积 。 下 面 给 出 详细 的 证 明 过 程 。 有 向 直线 线段 12 一 万 由 下 式 给 出 
i2=D=RA = Ha, =a) +52 — 1) = Fes = Fs (16B. 7) 
有 向 直线 线段 13 一 巨 为 
13 =E =R — 7 = #2; — 21) NN — y) =— Fen +5 by 


和 五 的 向 量 积 的 模 值 为 


a 














元 5 è 
IDXE|=|a —b 0|= |20 — 0) — $0 — 0) + (cbs — crb) = | cs — c2b, 
— C2 bz 0 





FHL BRAD cE A. DAE 的 平行 四 边 形 的 面积 ， 而 平行 
四 边 形 的 面积 是 三 角形 面积 的 两 倍 。 因 此 ， 三 角 单 元 的 面积 A 为 


ee 
“ee 








€3b2 一 cz bs 


显然 ， 如 果 我 们 将 有 向 直线 线段 23 和 21 都 看 做 矢量 ， 那 么 对 于 A 我 们 应 当 得 到 相同 的 答 


案 。 另 一 种 方法 是 将 有 向 直线 线段 31 和 32 都 看 做 矢量 。 这 样 ， 面 积 A 的 另 一 种 表达 形 
式 是 ， 


be i 
A= > 





Cob, — cib: 








cibs — gibi | = 二 
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附录 16C 
诺 依 曼 边 界 条 件 : 有 限 元 方法 


在 这 里 ， 我 们 将 证 明 自 然 边界 条 件 ( 诺 伊 曼 型 )， 即 





Dn = Dz (16C. 1) 
aEn =z ez Enz (16C. 2) 
oP, 一: oP 
el Sn & "an (16C. 3) 
或 
oP _ 0 (16C. 4) 


已 包含 在 泛 函 极 小 化 的 要 求 之 中 ， 或 者 是 被 极 值 自 然 满足 的 ， 因 此 它 不 需要 单独 列 出 。 在 
证 明 过 程 中 将 使 用 到 矢量 微 积分 中 的 格林 第 一 定理 和 第 二 定理 。 下 面 先 证 明 这 两 个 定理 。 


16C. 1 格林 第 一 定理 
格林 第 一 定理 可 以 表述 为 : 


下 fav = of: ras- f| wr, .Tf dV (16C. 5) 
式 中 ， Alf. 是 两 个 标量 函数 ，V 是 由 闭合 曲面 S 所 包围 的 体积 ， 苑 是 垂直 于 该 闭合 曲 
面 由 内 指向 外 的 单位 矢量 。 S 
参见 图 16C. 1 。 
证 明 : 由 矢量 恒等式 
V+ (B= fT FTF (16C. 6) 


i 5 Pav = |] v- Mav- |] Tf «Fdy (16C.7) 
v 


利用 下 面 的 散 度 定理 ,可 以 将 上 式 右 端的 第 一 个 体积 分 转化 图 16C | KAREN 


为 一 个 闭合 曲面 积分 : 的 几何 图 形 
0 F- UPV = i fF -dS = 人 fF,dS (16C. 8) 
Vv Ss S 
a Gf» Pav = db fF.ds 一 用 Vf 。 Fav (16C. 9) 
v S v 
4 
f=h (16C. 10) 
且 
F= Vf, (16C. 11) 


式 中 ，f 和 fs 是 两 个 标量 函数 。 将 式 (16C. 10) 和 式 (16C. 11) 代 人 式 (16C. 9) 中 ， 就 可 以 
得 到 式 (16C. 5) 。 


16C.2 格林 第 二 定理 
格林 第 二 定理 可 以 表述 为 : 
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2f 2 Of2 _ p of 
Javr-ravrow=§ (n -r)a asc. 
证 明 : 交换 式 (16C. 5) 中 的 A Al f;， 可 以 得 到 

下 VifidV = G 7 dhas- ||, vr VAW (16C. 13) 


式 (16C. 5) 与 式 (16C. 13) 的 左右 两 边 分 别 相 减 ， 可 以 得 到 式 (16C. 12). 
16C.3 格林 定理 的 二 维 形式 
如 图 16C. 2 所 示 ， 对 于 由 一 条 封闭 曲线 c 所 限定 的 一 个 非 闭 合 曲面 ， 我 们 可 以 应 用 格 


林 定 理 的 二 维 形式 。 特 别 地 ， 由 式 (16C. 5) ， 可 以 得 到 c 
2 = efey_ ll wre. a 
[pi vires =$ s a-f GA + Tf)ds 
(16C. 14) 
式 中 
y= 22 +52 (16C. 15) 
2 图 16C.2 ”由 封闭 曲线 
W(@+ gh ) 的 展开 所 界定 的 非 
4 闭合 面 
Vb =0 (16C. 16) 
HEZ AK 
W(®) = 1(@) = H| e|V.ol*as (16C. 17) 


令 9 是 一 个 参数 ,而 h 是 另 一 个 与 8B 具有 相同 的 犹 利 赫 里 边界 条 件 的 函数 。 展 开 
W(d+6h), ， 可 以 得 到 


W+ th) => _[eViC@+ Oh) + ¥.C@+ oh) JAS 
ViC@+ 0h) =V, +0 V7.h (16C. 18) 
Vi(@+ 6h) VB+M) =(V,O©+ OVA) + (V.O+0V,A) 


=V, Ø + VØ + 20.V,08+ VA) +6 Vike Vh 6C. 19) 
将 式 (16C. 19) 代 入 式 (16C. 18) 中 ， 可 以 得 到 


W+ h) = W) +0)| e.a- Tds+ FWA) (16C. 20) 
当 f, =p 和 fi 二 hh 时， 由 式 (16C. 14) 可 得 
| (Te: Vas =f n Bar- ff n viods = $ n Par (16C. 21) 
S c on sS c on 


W+ h) = We) +06 ch oP dl + PWR) (16C. 22) 


16C. 4 泛 函 极 值 的 意义 


Were we = 中 32d 4 Ayn) (16C. 23) 
Oh © On h 
根据 微 积分 学 ， 在 取 极 限 00 时 ， 上 式 左 端的 值 就 是 saW/8G6， 且 当 o 为 精确 解 而 使 
得 泛 函 取 极 小 值 时 ， 它 必须 等 于 零 。 当 0->0 时 ， 上 式 右 端的 最 后 一 项 等 于 0。 这 样 ， 当 下 
式 成 立时 ， 泛 函 会 取 极 值 : 
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be Pai = =" (16C. 24) 


16C.4.1 © 的 近似 选择 的 误差 估计 

S p, 是 一 个 近似 选取 的 B， 写 为 如 下 形式 

a = (B+ th) (16C. 25) 

由 式 (16C. 22) ， 可 以 看 到 在 泛 函 中 的 误差 阶 数 是 久 。 在 式 (16C. 25) 中 ，0 是 一 个 在 
估计 更 时 表示 误差 的 参数 。 当 应 用 ©, 求 泛 函 极 值 时 ， 结 果 所 得 到 泛 函 W 的 误差 阶 数 是 
仇 。 对 于 现在 所 讨论 的 拉 普 拉 斯 方程 来 说 ， 其 对 应 的 泛 函 W 就 是 在 物理 上 所 说 的 电场 
能 量 。 

当 在 近似 解 O= ©, 中 的 误差 参数 9==0.1 时， 将 导致 在 电场 能 量 计算 中 的 误差 参数 
为 二 (0.1)* 二 0.01。 虽 然 本 附录 讨论 拉 普 拉 斯 方程 的 解 ， 相 同 的 结论 对 于 本 附录 最 后 
一 节 中 所 讨论 的 特征 值 问 题 (波导 问题 ) 的 有 限 元 解 也 是 成 立 的 。 


16C.5 诺 伊 曼 边 界 条 件 


现在 将 式 (16C. 24) 应 用 于 图 16C. 3 中 所 示 的 单元 上 。 
考虑 总 体 节点 1、2、3 和 4。 当 完成 闭合 
曲线 积分 时 ， 在 单元 1 中 从 回 到 加 积分 和 在 
单元 2 中 从 加 到 回 的 积分 会 出 现 两 个 剩余 加 
的 项 


$ ch Pa = | eh 22 | di + 
e on an on IL 


| p 22 
ER 

ma Ən |R 
仅 当下 式 成 立时 ， 式 (16C. 26) 的 左 端 将 为 0， 


,38| _ ad 
rl, = Seip CC 2) 


这 样 在 分 界线 加 四 上， 上 式 等 效 于 


Dir = Diz (16C. 28) 
图 16C. 3 将 诺 伊 曼 边界 条 件 应 用 于 图 示 的 单元 上 
16C.6 均匀 波导 问题 


对 于 第 2 章 中 的 均匀 波导 问题 ， 式 (2. 97) 和 式 (2. 99) 分 别 给 出 了 玄 姆 霍 效 方程 及 其 对 
应 的 泛 函 ， 为 了 方便 起 见 ， 在 这 里 重新 写 出 

V+ kB =0 (16C. 29) 

ID) =1f | við |dS— ki || oas (16C. 30) 


AP, R= A ERIE., k 是 截止 波 数 。 如 果 用 B@ 乘 以 式 (16C. 29) 的 两 边 ， 并 在 波导 的 横 
截面 上 积分 ， 可 以 得 到 





dl (16C. 26) 





|| o vioas = 一 村 dS (16C. 31) 
S S 
应 用 式 (16C. 14) ， 其 中 取 刻 二 fi 二 B， 则 上 式 左 端 变 为 
2 = OP, _ 2a) 2 
|s vieds =$ ð Pa fiva] ds (16C. 32) 


对 于 一 个 均匀 的 理想 导体 波导 ， 要 么 有 D=0(TM R), 或 者 9G/an 一 0CTE 模式 )， 
因此 上 式 右 端的 第 一 项 等 于 0。 这 样 ， 由 式 (16C. 31) 可 得 
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-| [velta = rif eras (16C. 33) 


由 式 (16C. 30) 和 式 (16C. 33), 我 们 可 以 断定 精确 解 不 仅 会 使 泛 函 I(B) 达 到 最 小 值 ， 而 且 
这 个 最 小 值 等 于 0。 也 可 以 将 式 (16C. 23) 写 为 


f ivlas 
a (16C. 34) 
2 
Je dS 


并 且 可 以 将 近似 解 更 . 的 误差 估计 解释 如 下 : 如 果 在 某 种 意义 下 ，B,。 有 一 个 误差 s， 那 么 
特征 值 的 误差 将 仅 为 e: 。 这 与 众所周知 的 矩阵 特征 值 的 不 变性 质 是 一 致 的 。 更 深入 的 讨 
论 ， 请 参见 21. 2 节 。 


=k 一 


附录 16D 
标准 面积 积分 


16D. 1 标准 面积 积分 
在 16. 2. 3 节 中 ， 式 (16.78) 给 出 了 如 下 标准 积分 公式 口 ， 


l m n — Limin! (e) 
Wo GO" GI" "dedy = TET yA 


在 整个 16 章 中 ， 我 们 都 应 用 了 这 一 积分 公式 。 在 本 附录 中 ， 我 们 将 证 明 这 一 结果 口 。 
在 我 们 证 明 主 要 结果 之 前 ， 先 给 出 一 些 初 步 的 结果 。 

证 明 drdy=2A“ dt, de, 

这 实际 上 是 由 面积 坐标 的 定义 所 得 到 y 
的 一 个 几何 结果 。 

不 失 一 般 性 ， 可 以 认为 三 角形 的 一 条 
边沿 工 轴 ， 如 图 16D. 1 所 示 。 

令 点 卫 的 坐标 为 (z，y)， 或 者 面积 坐 
RAG. & ME, AH 








p= a (16D. 1) 
注意 ， 在 直线 段 BC 上 方 一 点 P 的 高 度 为 “2 — 
hi=y: 5 
diy = dha (16D. 2) MED. 1 HIE dzio KLAME 
由 三 角形 PEF 可 知 , h,=DP, H 
PE =dh, = dzsing, (16D. 3) 
: _ dh; 
“.dady = ing (16D. 4) 
由 式 (16D. 1) 可 得 ， b=hs/ H; 和 a =h,/H,, Pru 
“dh; 一 五 :db (16D. 5) 
dh, =H, dý (16D. 6) 


由 式 (16D. 4) ~st 16D. 6) ， 可 以 得 到 
dzdy PA H; dý; H, de, 


sin@, 


可 以 看 出 , 五; /sinb = BC 和 (BC) H, =2A“ : 


dzdy = 2A dt, dg, (16D. 7) 
同样 地 ， 可 以 证 明 dS 二 dzxdy 也 可 以 写 为 
dzdy = 2A“ dt,dt; = 2A dt, dt, (16D. 8) 


即便 是 不 借助 于 几何 图 形 ， 也 可 以 得 到 上 述 结果 。 可 以 用 任何 坐标 来 写 出 面积 元 ， 比 
WO, Al 5， 假如 包含 了 坐标 变换 的 雅克 比 (Jacobian) 行 列 式 : 


_ alun) 
KP, HE SE AT A E FITINA 
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oh Ohh 
ac 19 2) = ox Oy 
Eei au ak (16D. 10) 
Ox Oy 
由 于 
g = zola 十 bz 二 ci) (16D. 11) 
b = FA (as + box + coy) (16D. 12) 
所 以 雅克 比 行列 式 为 
bı C1 
ISSEL Ee) = 2A® 2A 5 bicz — boc, _ = 2A —_ l 
dlr, y) b C2 4, [ASF ~ 4[A® P 2A® 
2A® 2A 
由 式 (16D. 5)， 可 以 得 到 
dzdy = 2A dg, dt, 
16D.2 积分 的 上 下 限 
在 将 积分 变量 由 (zx，y) 变 换 为 (& ，&z) 后 ， 接 下 来 我 们 需要 确定 在 面积 元 A* 上 积分 


的 上 下 限 。 由 图 16D.2 可 知 ， 带 状 面积 微 元 
与 二 0 平行 ， 带 的 宽度 是 dh。 当 纪 从 0 变 
化 到 1 时 ， 带 状 面积 微 元 就 扩展 为 三 角形 。 
现在 ， 可 以 很 容易 地 看 出 &% 的 积分 上 下 限 就 
是 点 Q@ 和 R 的 &% Bh. EQ HA, G=0. ME 
面 关系 式 ， 可 以 很 容易 地 求 出 在 尺 点 处 的 & 值 : 


Oath +6 =1 
HÆR SsbA EC; =0. Alt, ÆR AA 
Oto =1Ao =1-f 


这 样 ， 就 可 以 得 到 


1 (1,0,0) 





2 
(0,1,0) (0,0, 1) 


图 16D.2 面积 积分 的 几何 图 形 


1 1-4, 
wo flarydady = 20°] | | fdidh 
A t,=0J % =0 


计算 m,n) = igs od —t —t)"dt 
RH, mAn 都 是 整数 。 








Sj 


du e n(1 Da a tn)? ec 1) dt, 





Herna -pme Ee Day 


+ 
u=1—-6—-)", 
dV =trdt. , v=- 
应 用 分 部 积分 法 ， 可 以 得 到 
| 
Vm,n) 一 本 一 名 一 o- p= 
=0+ | : Cr — gg) de 
ö ES 2 1 2 2 


“0(m,n) = 





n 
m+1 
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由 归纳 法 ， 可 以 写 出 











n(n— 1) = 
2 n(nO— 1).1 _ _ min! 
-mim om Lae TD ntaj? {0) 
a eee ce ò se Ñ oe 
Simt a0) =| gr — 6 Gde = ter | 
1 m-t 
计算 Kimm = | |" gra- g- deeds, 
应 用 分 部 积分 法 得 到 
— n ae hea eT — cs "mi = = 
Tc a | i (= — &)" dd sm+1n—1) 
由 归纳 法 ， 可 得 
= n(n— 1) _ 
I(l,m,n) mim pap chem t 2n 2) 
这 n(n— 1)e:1 _ _nlml 
DT Od = Gy ee 
= Im!n! 
I(l,m,n) = Cem aoe Fm td) 


ia n 1 mtrt 
| a+ gagan =| ppa papati eds 
“| See 


eee an med — &) 
z =] q= 7 age 1 
(二 m 十 nn 十 1) d+m+n4+2) lo 
= 1 
~ d+mtnt+ld+mtnt2) 


` _ l!m!n! 
所 以 emn = ae] 


tm Sfo OED "dzd. 


Ta CL)! Cb ) "(bs)" dzdy =z] 。 CLE I)" h — "dt dt, 


= (e) a limin! (e) 
2 ie) = en Ee 
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附录 1 6 上 上 
求 场 问题 解 的 数值 方法 ” 


Dikshitulu K. Kalluri 


16E.1 简介 


几乎 没有 几 本 有 关 电 场 和 磁场 的 本 科 生 教材 介绍 求 场 问 题解 的 数值 方法 。 虽 然 在 本 科 
生 课程 中 不 可 能 给 出 这 方面 的 课题 一 个 完整 的 叙述 ,但 是 依 作者 之 见 ， 一些 专门 为 此 而 努 
力 的 讲稿 仍然 是 值得 的 。 用 数字 计算 机 求解 电气 问题 的 总 趋势 将 证 明 在 数值 方法 上 花费 一 
些 时 间 是 完全 有 道理 的 。 此 外 ， 当 遇 到 不 规则 形状 的 边界 时 ， 由 于 不 存在 精确 的 解析 解 ， 
而 应 用 数值 方法 却 可 以 很 容易 地 得 到 近似 解 。 


16E.2 有 限 差分 方程 


为 了 说 明 这 种 方法 ， 选择 在 x 和 坐标 系 中 的 泊 松 方程 式 (16E. 1) 
yy= 2Y Y- 
y 

如 果 在 场 域 中 有 限 个 离散 点 (节点 ) 上 对 偏 微分 方程 进行 近似 ， 就 可 以 用 这 些 节 点 上 的 
电位 值 所 满足 的 一 组 代数 方程 来 替换 上 述 偏 微分 方程 。 所 产生 的 一 组 代数 方程 与 给 定 边界 
条 件 共 同 构成 了 数值 计算 过 程 的 起 点 。 应 用 下 面 介绍 的 有 限 差分 方法 可 以 得 到 代数 方 
程 组 。 

如 果 方 程式 (16E. 1) 在 矩形 区 域 (图 16E. 1a) 中 成 立 ， 其 边界 条 件 是 在 矩形 边界 上 的 电 
位 值 是 给 定 的 ， 利 用 正方 形 网 格 对 和 矩形 区 域 进行 划分 就 可 以 得 到 一 组 离散 点 。 正 方形 网 格 
的 交点 就 是 一 组 离散 点 。 其 中 的 一 个 离散 点 可 以 记 为 (ij，k)。 节 点 (j，&) 被 其 周围 相 邻 的 
4 个 节点 (Gj 一 1，k)、(j 十 1，k)、(j ,一 1) 和 (j,k& 十 1) 所 包围 。 利 用 泰勒 级 数 展开 ， 可 
BaP tee ee ee a 


(16E. 1) 








h? kK 3 ht a 
Vina = Via th È va tE 过 Via + 37 aa Via te Zain (16E. 2) 
类 似 地 ， 可 以 得 到 
Dy te hn? 2? hi a ht of 
Vis — Vine h Baie ToT ax F ~ ST dr? jik Tat at Vint (16E. 3) 
将 式 (16E. 2) 与 式 (16E. 3) 两 边 分 别 相 加 ， ee 
h! a 
Vig + Vise = 2V j.a Aa Vi eo. 12 Bz 2 Vi 
phic natn, Ga 那么 
2 
Vrta —2V pa oe EV (16E. 4) 


类 似 地 ， 对 于 y 坐标， 可 以 得 到 





OQ 经 过 允许 转载 ， 资 料 源 自 Bull. Electrical Eng. Educ. 28, 1-12, June 1962. Manchester University Press, 
Manchester, 


O 忽略 了 比 四 次 项 更 高 的 项 。 
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Vira EF Van — 254 oe BV (16E. 5) 
由 式 (16E. 4) 、 式 (16E,. 5) 和 式 (16E. 1)， 可 以 得 到 
Viin EV jae TV 十 Vi 一 4Vik 二 h? g(asy) (16E. 6) 


对 于 方程 式 (16E. 1) ， 如 果 在 场 域 中 g(x，y) 二 0， 那 么 泊 松 方程 就 化 简 为 拉 普 拉 斯 方 
程 ， 此 时 式 (16E. 6) 将 化 简 为 


Vine — (Vi 十 Vj 十 Vie + Vie) (16E. 7) 


当 用 文字 来 描述 这 个 式 子 时 ， 可 以 表述 为 场 域内 在 任意 对 称 星 形 结构 中 ， 中 心 节 点 的 电位 
值 是 其 周围 相 邻 4 个 等 距离 节点 上 电位 值 的 平均 值 。 对 于 泊 松 方程 ， 有 


2 
Vi = FV pa FHE + Vie + Vj en) — h glay) (16E. 8a) 


如 图 16E1. a Bras, j=0 MM KWA G RAED A k= R 六 的 节点 (7 取 所 有 值 ) 
都 位 于 边界 上 。 它 们 的 电位 值 由 边界 条 件 给 出 。 


16E. 3 ”应 用 和 迭代 法 而 不 是 逆 和 矩阵 求解 


因此 ， 把 有 限 差 分 近似 应 用 于 连续 问题 时 将 得 到 一 组 联 立 代数 方程 组 ， 它 的 解 可 以 利 
用 某 种 迭代 法 或 相关 矩阵 求 北方 法 而 得 到 。 在 图 GE. 1a 中 ， 在 离散 化 后 得 到 了 63 个 联 立 
代数 方程 ， 这 些 方程 的 特征 是 各 个 方程 都 很 简单 ， 仅 包含 很 少 的 几 项 。 当 为 了 最 小 化 离散 
误差 时 ， 选 取 较 小 的 网 格 空间 步 长 会 导致 联 立 方程 的 数目 迅速 增加 。 被 求 逆 的 矩阵 的 阶 数 
与 联 立 方程 的 数目 相同 ; 对 这 样 的 一 个 矩阵 求 逆 将 会 产生 很 大 的 舍 人 误差 (后 面 将 介绍 )。 

在 逐次 近似 的 迭代 格式 中 ， 我 们 从 各 个 未 知 量 的 一 组 猜测 值 开 始 。 将 这 些 猜测 值 代入 
如 式 (16E. 7) 所 示 方 程 的 一 边 ， 就 得 到 了 Vj, 的 一 个 新 值 。 我 们 现在 移动 到 下 一 个 节点 进 
行 计算 ,并 且 重 复 这 一 过 程 直到 完成 在 所 有 节点 上 的 计算 ,最 后 得 到 一 组 完整 的 新 值 ， 这 
E, 我 们 就 完成 了 一 次 兴 代 过 程 。 这 一 组 完整 的 新 值 现在 就 构成 了 第 二 次 迭代 的 初始 值 。 
就 这 样 这 种 迭代 运算 周而复始 地 自动 循环 ， 直 到 第 n 次 迭代 值 组 和 第 nn 十 1 次 迭代 值 组 相 
同 ， 当 真正 地 满足 代数 方程 时 。 然 而 ， 在 实际 计算 中 ， 当 第 n 次 迭代 值 组 与 第 .十 1 次 选 
代 值 组 之 间 的 差 值 小 于 一 个 常数 时 ， 通 常 终止 迭代 。 这 个 常数 是 对 在 终止 迭代 过 程 时 所 涉 
及 的 误差 的 度量 ， 可 以 通过 选择 这 个 常数 以 满足 精度 要 求 。 我 们 就 说 迭代 过 程 在 这 一 步 收 
你 了 。 指 定 收敛 准则 的 第 二 种 方法 是 在 第 n 次 迭代 值 组 和 第 n. 十 1 次 迭代 值 组 中 ， 直 到 到 
第 A 个 值 都 应 该 没有 任何 变化 。 

真 解 值 与 终止 时 的 和 迭代 解 值 之 间 的 差 称 为 误差 。 这 种 误差 也 包括 在 计算 过 程 中 舍 人 误 
差 的 影响 。 和 迭代 方法 是 自 矫 正 的 ; 在 计算 过 程 中 出 现 的 算术 误差 将 不 会 影响 最 终 的 结果 ， 
虽然 它们 可 能 会 改变 收敛 的 模式 。 


16E. 4 ”迭代 格式 


规定 上 面 所 描述 的 迭代 格式 按 这 样 的 顺序 执行 ， 使 得 第 (一 1) 行 和 第 (k 一 1) 列 在 第 j 
行 和 第 k 列 之 前 完成 迭代 (在 图 16E. la 中 ， 我 们 从 左下 角 开 始 做 起 ， 先 从 左 向 右 ， 然 后 从 
下 向 上 推进 )。 那 么 ， 当 计算 节点 (j， &) 的 第 (n 十 1) 次 迭代 值 时 ， 我 们 已 经 得 到 了 节点 
(j 一 1，) 和 (j，k 一 1) 的 第 (n 十 1) 次 迭代 值 ; 也 得 到 了 节点 (j 十 1，k) 和 (j,k 十 1) 的 第 n 
KÆR. Rm. Æ Richardson 方法 中 ， 只 有 在 完成 整个 一 次 迭代 过 程 后 得 到 一 组 完整 
的 节点 值 时 ， 才 使 用 它们 ; 而 在 Liebman 方法 中 ， 只 要 计算 出 一 个 值 就 可 以 使 用 它 ， 虽 然 
它 可 能 不 是 一 组 完整 解 的 一 部 分 。 这 样 ， 必 须 对 式 (16E. 8a) 进 行 相 应 地 修正 。 

Richardson 方法 : 
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2 
Vit = Vt Vi Via Vn) — Delay) (16E. 8b) 
式 中 ，V 人 六! 是 节点 (j 一 1,，&) 的 第 次 迭代 值 ， 等 等 。 
Liebman 方法 : 
2 
Vite Vi + Vie + VRE + Vi) 一 g(x,y) (16E. 8c) 


与 Liebman 方法 相 比 ， 由 于 在 Richardson 方法 中 使 用 的 一 些 值 是 旧 值 ， 因 此 对 于 相 
同 的 误差 要 求 ， 期 望 Liebman 方法 比 Richardson 方法 收敛 得 更 快 是 一 件 十 分 自然 的 事情 。 
为 了 进一步 地 提高 收敛 速度 ， 可 以 使 用 Liebman 外 推 方法 ， 下 式 给 出 了 在 这 种 外 推 法 中 所 
使 用 的 基本 算法 (公式 ): 


Vite = Viere (TEVE HV ria +y + Vin — k’ g(z,y)] = Vie (16E. 8d) 


A, o 称 为 松弛 因子 。 

为 了 清楚 地 理解 这 个 和 迭代 格式 的 意义 ， 可 以 将 方 括号 中 的 量 记 为 Vj”， 它 是 使 用 
Liebman 方法 得 到 的 节点 (j，&) 的 第 nn 十 1 次 的 迭代 值 ; 那么 式 (16E. 8d) 可 以 写 为 

Vie = Via to Vi — Via) = Vit? +w Dir — Va) (16E.9) 

这 个 公式 的 要 义 可 以 表述 为 : VI; 是 前 一 次 迭代 得 到 的 值 ， 而 Vi ”是 用 Liebman 7 
EBB. CVS 一 VD) 是 不 使 用 松弛 因子 时 两 次 连续 迭代 值 之 间 的 差 。 为 了 得 到 下 
一 次 迭代 的 猜测 值 ， 可 以 将 这 个 差 的 一 部 分 加 到 V 上， 也 就 是 说 ， 我 们 试图 根据 以 前 
的 经 验 来 预测 下 一 个 值 以 便 至 少 减少 一 次 迭代 。 因 此 ， 如 果 只 是 从 逻辑 上 来 看 ,采用 这 种 
松弛 过 程 会 加 快 收敛 速度 。 使 用 w 的 最 优 值 将 给 出 最 快 的 收敛 速度 ， 而 使 用 在 1 过 w<<2 范 
围 内 的 任何 值 都 会 提高 收敛 速度 。 还 可 以 进一步 地 看 到 ， 最 好 是 过 估计 而 不 是 欠 估 计 。 这 
是 一 个 很 有 用 的 结果 ， 因 为 在 一 般 情况 下 最 优 松弛 因子 估计 是 很 困难 的 ， 虽然 对 于 像 和 矩形 
边界 这 样 一 些 足 够 简单 情况 可 以 得 到 最 优 松弛 因子 值 。 


16E. 5 和 迭代 格式 的 收敛 速度 一 


对 于 和 矩形 区 域 中 的 拉 普 拉 斯 方程 问题 ，Frankel5 已 经 求 出 了 上 面 三 种 迭代 格式 的 收 
敛 速度 。 对 于 泊 松 方程 问题 ， 同 样 的 结论 也 是 成 立 的 ， 因 为 在 后 者 中 除了 有 一 个 额外 的 常 
数 外 ， 两 者 的 算法 是 相同 的 。 由 于 我 们 分 析 的 是 误差 而 不 是 电位 自身 ， 额 外 的 常数 将 不 重 
要 。 现 在 ， 考 虑 一 行 有 M 个 节点 和 一 列 有 N 个 节点 的 矩形 区 域 。 

令 Vi 是 真实 解 ，V7. 是 节点 (IJ ，k) 的 第 n 次 迭代 值 ，Vis 是 在 n. 次 迭代 过 程 结 束 后 的 
值 ，V3? 是 猜测 值 。 

同样 地 ， 记 ef EB n 步 的 误差 。 

对 于 Richardson 方法 : 


Vit = Vi + Vie + Vi + Vie) 


且 
VV = LVin = Viana Vina Via + Vie — 4V AT h=1 
因此 ， 


wt: a L 
Vir = Vis ( iP z) 
nèl mr 一 — n L n 
Ejk =V}; — Vja = Vine = Vja + VI = Via) 


当 LV; =0 时 ， Vi 是 真实 解 。 
因此 ， 
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oft = (1+Z)eia = Keja» K = (1+) 


进一步 地 ， 
Se = Ke, gua = Kerf, 
所 以 et, 一 -下 
在 一 般 情 况 下 ， 
ey, = Ke} (16E. 10) 


这 样 ， 我 们 已 经 用 猜测 值 的 误差 表示 了 第 n 步 的 误差 。 无 论 猜 测 值 的 误差 是 多 少 ， 如 

果 | 开 | 二 1， 对 于 足够 大 的 n=n., RÆ en 将 小 于 允许 的 误差 。 因 此 ， 为 了 保证 收敛 起 
ej, =K""ers K* = F (cos Æ + cos =) ~1—4|(#) +(5)] (16E. 11) 

如 果 指 定 的 误差 准则 是 ， 一 个 值 直 到 它 的 第 A 次 迭代 值 都 没有 任何 变化 ， 如 果 猜 测 值 


:等 于 0， 那 么 需要 的 迭代 次 数 n 可 以 计算 如 下 : 


one — E 000%%%0XpXoXp á 
j El AXX Xa Xa Keke (分 子 中 有 A 个 零点 ) 


对 上 式 两 边 取 lg， 得 到 
n.lgK* ~ (A+1)—(—1) 
(16E. 12) 
因此 ， 对 于 Richardson FYE, A 
EL tg Sg 5 te 
—Ig| + (cosn/M+ cosn/N)] ——le{1—4| Cx/MD + a/n |} 
对 于 Liebman 和 Liebman 外 推 方法 : 
按照 与 Richardson 方法 同样 的 分 析 过 程 ， 我 们 可 以 写 出 
er = K lwa (16E. 14) 


然而 ， 在 这 种 情况 下 ，K 并 不 是 简单 地 与 拉 普 拉 斯 算 子 工 AIK. Frankel’! TERT, 
W w=1/4 时 (Liebman 方法 ) ， 有 


i = (16E. 13) 





K* = 4 (cos $ + cos £) 之 -H +(%)']} (16E. 15) 
这 样 ， 有 
ne = oe a (16E. 16) 


一 2lg| +(cosn/M + cosz/N) | 


注意 ， 根 据 式 (16E. 13) 和 式 (16E. 16), Liebman 方法 要 比 Richardson 方法 快 两 倍 。 
进一步 还 可 以 证 明 ，w 的 最 优 值 (Liebman 外 推 方法 的 松弛 因子 ) 是 
ww 和 2 一 V2fC0M + N27) (16E. 17) 
以 及 在 这 种 情况 下 ， 有 


O K 是 一 个 算 子 ,但 是 我 们 可 以 把 K.,, 的 模 值 叫 作 它 的 特征 值 。L 的 特征 函数 也 将 是 KK 的 特征 函数 。 当 我 们 
用 这 样 的 特征 函数 来 表示 ex 时 ， 对 于 Richardson 算法 来 说 ，K,,,( 式 (16E. 1)) 将 是 


sz ar nh ee es Teg 
K,,, = + (cos ar * +cos =), r=1,++,M—1,s=1,**,N—1 


如 果 | K,,, | 二 1， 我 们 确保 是 收敛 的 。 | K,,, | 的 最 大 值 ( 然 而 它 小 于 1) 将 贡献 出 最 主要 的 和 最 小 的 收敛 
项 。 这样 ， 整体 收 敛 速度 或 多 或 少 由 |K | 的 最 大 值 K" 所 决定 。 有 关 详 细 过 程 ， 请 参看 参考 文献 [1].。 
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K* ~1— /2x(M?7+N2)” (16E. 18) 
n = A (16E. 19) 


—Igl1— /2x(M?4#+N7)'?] 
对 于 图 16E. 1 所 示 的 问题 ， 当 a 二 10、4b 二 8、h 二 1 和 A==3 时 ,根据 上 式 计算 了 三 种 
迭代 格式 的 收敛 速度 (收敛 到 第 3 位 )， 在 计算 中 忽略 了 对 称 性 。 
Richardson 方法 : n.=92. 4. 
Liebman 方法 : n. = 46. 2, 
Liebman 外 推 方法 : n-= 20.2, w=1. 29, 





E 
SN vs 





0.0 
M=10 


图 16E.1 (左边 ) 一 个 具有 lamare Wy i AY EIB EK RCA Po 


16E.6 泊 松 方程 问题 的 解 


我 们 用 Liebman 方法 和 Liebman 外 推 方法 分 别 求解 了 16E. 1 节 所 述 的 问题 。 为 了 进 
行 迭代 计算 ,在场 域 内 各 节点 上 的 电位 240 
初始 猜测 值 全 部 为 0。 而 且 ， 假 定 c 王 10， 
b=8, h=1, g(x, y)=—40. A A, 20 
考虑 了 在 问题 中 所 存在 的 四 重 对 称 性 。 
K 16E. la 和 表 16E. 1b 比较 了 使 用 这 
两 种 方法 所 得 到 的 第 10 组 与 第 20 组 
值 。 在 图 16E.2 H Mii TETA 
(5，4) 处 这 两 种 方法 收敛 到 真实 值 的 
模式 。 


16E. 7 边界 条 件 和 对 称 性 


给 定 边界 上 电位 值 的 边界 条 件 称 为 0 
KA ek BRAY. AM, MRA 
定 边界 上 电位 的 法 向 导数 ， 这 种 边界 条 4 t T T d 
件 就 称 为 诺 依 曼 边界 条 件 。 例 如 ， 如 果 选 代 次 数 
我 们 给 定 沿 边界 上 电位 的 法 向 导数 等 于 图 16E. 2 收敛 模式 
0， 此 时 与 边界 邻近 的 节点 上 的 电位 值 和 
位 于 边界 镜像 位 置 的 节点 上 的 电位 值 应 该 是 相同 的 。 因 此 ， 在 计算 边界 上 某 一 个 节点 上 的 
电位 值 时 ， 位 于 边界 垂直 线 上 且 与 边界 邻近 的 节点 的 电位 值 应 该 加 倍 。 对 于 对 称 线 上 的 节 
点 也 存在 同样 的 情况 。 假 定 场 的 范围 只 到 对 称 线 上 ， 在 计算 对 称 线 上 节点 的 电位 时 将 涉及 


© 


160 
L= Liebman 方法 


£20 E.L = Liebman 外 推 方法 


80 


PA CS, 4) 处 的 电位 
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与 对 称 线 成 直角 (对 于 方形 和 放射 状 网 络 ) 的 直线 上 且 与 对 称 线 邻 近 的 节点 上 的 两 倍 电 
位 值 。 


表 16E.1A 第 10 组 值 


f= 1 2 3 4 5 
L 36. 85 56. 40 67. 38 73. 68 76. 88 
k=] 
EL 43. 40 68. 69 83.75 92. 25 95.73 
i 56. 25 89. 58 109. 3 120. 9 126. 7 
k=2 
EL 67. 68 111.4 138.5 154. 1 160. 3 
L 66. 50 108. 0 133.5 148. 6 156.0 
k=3 
EL 81. 46 135. 8 170. 4 190. 4 198. 3 
L 70. 73 115.7 143.7 160. 2 168. 1 
k=4 
EL 86. 45 144, 7 182. 1 203. 6 212.0 


表 16E. 1B 第 20 组 值 


j= 1 2 3 4 5 
É; 44. 83 70. 65 85. 75 93. 90 96. 80 
k=1 
EL 47. 48 75. 43 91. 94 100. 8 103. 6 
L 70. 10 114. 3 141. 2 155.9 161.2 
k=2 
EL 74. 72 122.5 151.9 167. 9 173. 1 
L 83. 48 138. 3 172.5 191.5 198. 2 
k=3 
EL 89. 16 148. 5 185. 8 206. 3 212.9 
L 87. 95 146. 4 183. 2 203. 7 211.0 
k=4 
EL 93. 77 156. 9 196. 8 218. 8 225.9 


L—Liebman 方法 ; 
EL 一 Liebman 外 推 方法 


16E.8 网 格 分 级 和 其 他 类 型 的 网 格 


已 经 证 明 ， 减 小 网 格 的 空间 步 长 (4) 就 可 以 减 小 离散 误差 。 然而， 一 个 比较 稠密 的 网 
格 却 意味 着 有 大 量 的 节点 ， 由 此 除了 增加 计算 时 间 以 外 ， 也 会 增 大 舍 入 误差 。 如 果 仅 要 求 
在 部 分 场 域 中 具有 较 高 的 计算 精度 ， 可 以 将 这 一 部 分 区 域 划分 得 稠密 一 些 ， 而 在 其 余部 分 
区 域 中 可 以 采用 粗 网 格 划 分 。 这 种 网 格 划分 就 称 为 网 格 分 级 。 在 两 种 网 格 划分 边界 上 的 节 
点 ， 我 们 会 遇 到 不 等 距离 的 星 形 结构 。 在 这 样 一 些 节 点 上 ， 电 位 不 再 是 其 周围 相 邻 4 个 节 
点 上 电位 的 平均 值 ， 而 是 它们 的 加 权 平 均值 。 

根据 边界 形状 的 不 同 ， 可 以 证 明 使 用 三 角形 、 六 边 形 或 辐射 状 网 格 来 对 场 域 进行 划分 
可 能 会 更 有 益处 。 这 些 网 格 的 原理 与 正方 形 网 格 的 原理 是 相同 的 。 为 了 说 明 这 些 算法 ， 下 
面 给 出 例子 ” 。 
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16E.9 辐射 状 网 格 : AS ARMS” 


如 图 16E. 3 所 示 ， 在 圆 形 内 边界 上 的 电位 为 10V， 而 在 外 边界 上 的 电位 为 0V。 外 边 

界 由 一 个 圆 的 一 部 分 和 两 条 线段 所 组 成 ， 而 这 

两 条 线段 的 端点 由 圆 弧 相连 接 。 图 16E. 4a 所 
示 为 苹 加 在 场 域 上 的 一 种 辐射 状 网 格 。 

点 B 是 这 种 网 格 划 分 的 中 心 点 。 

图 16E. 4b 所 示 为 节点 (1 ，k) 及 其 周围 相 邻 的 4 

个 节点 。 对 于 给 定 的 场 域 ， 拉 普 拉 斯 方程 在 极 
坐标 系 中 成 立 : 

VV = 12, 12% 

(16E. 20) 

在 这 里 不 使 用 泰勒 级 数 法 展开 ， 而 应 用 另 一 种 
稍微 不 同 的 方法 。 一 阶 微分 可 以 写 为 














av Ya t 16E. 3 径 向 坐标 系 中 的 拉 普 拉 斯 方程 问题 
r | om Ar (图 片 改 编 自 K. Dikshitulu, Potential 
== ` = 一 - gradients near rounded corners , MS 
iain 一 阶 微分 可 以 用 阶 微分 来 表示 。 Thesis, University of Wisconsin, Sub- 
因此 ， mitted. ) 
ig a ee 
Ər |o Ar, ° ar | eo Ar, 
人 
av H Papan W (16E. 21) 
Lr = Ore 0 一 YY 
"| or A (Ro + 2 )( Ar, ) 
这 样 有 ， 
Dj av |... 2 2Ro + Arp yy _ 2 2Ro — Ars xy __ 
St or Ar, tAr, 2Ar, Wg Veoh Ar, 十 Ar， 2Ar, Vs = Vo) 
而 且 
[全 _Vi—Vo EA — Vo— Ve 
Ə Joi Ah * VÆ Ap 
av ae ƏV E 1 Vi —Vo V2 —Vo 
(ar |, "aller Gee ae m; ) 6E.22) 
12) = 2 pa heel 
i oF 0 Ry, (AA, + Ad) Ab, A0; 
由 式 (16E. 20), 6E. 21) 和 式 (16E. 22), XF Liebman 算法 ， 可 以 写 出 
V = SV fhe + Sha Hs th (16E. 23) 
式 中 
ct Se 2R. + Ar, nee 2R — âr, 
” Ar, (Ar, + Ar)" P Ar(Ar,— Ar,) 
2 2 
aR aL 


= 26, Ro AG + A0) = R, (AG, + AG) 


H a 王 ar 十 cp 十 cg 十 ai。 
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这 样 ， 某 一 个 节点 上 的 电位 仍然 是 其 周围 紧邻 4 个 节点 上 电位 的 加 权 平 均值 。 当 然 ， 
我 们 不 会 在 场 域 中 的 任 一 点 都 遇 到 这 样 的 不 等 距 星 形 结构 。 但 是 ， 式 (16E. 23) 是 一 个 最 普 
过 的 方程 。 在 图 16E. 5 中 可 以 看 到 这 样 计算 的 结果 。 利 用 节点 电位 值 进行 插值 之 后 ， 就 可 
以 得 到 等 电位 面 ( 或 线 )。 应 用 Liebman 外 推 方法 ， 在 IBM 650 计算 机 上 对 这 个 问题 进行 
了 编程 计算 。 





b) 辐射 状 网 格 中 的 一 个 典型 节点 


图 16E.4 (图 片 改编 自 K. Dikshitulu, Potential gradients near rounded corners, MS Thesis, University of 
Wisconsin, Submitted. ) 


16E. 10 # aE 


上 面 描 述 的 各 种 方法 都 非常 适合 于 在 计算 机 上 计算 ， 计 算 机 的 算术 运算 速度 很 高 。 这 
些 方法 的 程式 化 性 质 使 得 在 计算 机 上 对 其 进行 编程 成 为 可 能 。Southwell 提出 的 一 类 松弛 
方法 很 适合 于 手 算 。 在 这 些 方法 中 ， 如 果 代 数 方程 组 没有 真正 地 得 到 满足 ， 那 么 计算 出 各 
个 代数 方程 的 余数 ， 然 后 通过 给 定 的 适当 移 位 将 这 些 余数 消除 掉 ( 减 小 为 0)。 然 而 ， 应 当 
体验 一 下 这 个 算 子 以 便 能 够 成 功 地 利用 这 个 方法 。 参 考 文献 L3] 很 好 地 叙述 了 这 种 方法 。 
在 参考 文献 L3] 中 ， 应 用 松弛 法 求解 了 在 g(a, y)=—100 时 的 泊 松 方程 问题 。 作 为 对 上 述 
文章 的 一 个 补充 ， 研 究 这 个 问题 会 对 读者 有 益 。 
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图 16E.5 在 径 向 坐标 中 拉 普 拉 斯 方程 问题 的 解 ( 图 片 改编 自 K. Dikshitulu, Potential gradients near 


rounded corners, MS Thesis, University of Wisconsin, Submitted. ) 
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me | JA 
场 奇异 性 问题 


如 图 17A. 1 所 示 ， 通 过 考虑 一 个 尖锐 边缘 附近 的 点 就 可 以 研究 场 的 奇异 性 "问题 。 


在 非常 靠近 于 一 个 内 角 为 a 的 导电 模子 的 尖端 附近 ， 其 场 y 


的 形态 与 静态 场 ( 准 静 态 近 似 ) 的 形态 相同 : ppg) 


E =— Vö (17A. 1) 
且 @ 满 足 拉 普 拉 斯 方程 。 因 此 ，5B 的 方程 可 以 写 为 
vio = 1 9(p 2) , 120 





=0 (7A.2) |, 


p ap” ap! F oF a 
在 场 域 a 二 # 二 2x 和 p~O 中 ， 其 解 可 以 写 为 
© = Ap’sinv(¢+ $o) (17A. 3) 
PA MERE v ANS ATA ee a RARE 1 与 2 确定: Ad 
WF l:$ =a, p= 0 (17A. 4) 


这 样 ， 

ac 十 加 一 0， 轴 一 一 a 

wR 2:9 = 2r, = 0 

sinv(2x — a) = 0 

(2 一 a) =x 

一 T 

A 2r—a 

由 式 (17A.1) 可 知 ， 可 以 得 到 电场 为 
E =— Arp [ô sinu(¢— a) + $ cosu(¢— a) ] 
将 式 (17A.7) 代 入 麦克 斯 韦 方程 中 ， 可 以 得 到 相应 的 磁场 : 
VXE=—jwH 


sifa — 2E] -wH 
. p [Zk d$ ] jau H 





式 中 
E, =— Avp” sinv(¢ — a) 
E; =— Avp”" cosy(¢ — a) 


ZE» = =e Avyp’cosu($ — a) | =— Av*p”' cosu($ — a) 
— =— Ay’ po” 'cosu($— a) 
fe) __ OE, _ 
Sie) — -0 
上 面 的 结果 与 期 望 的 结果 一 样 。 
VxE=0 
但 是 ， 从 麦克 斯 韦 第 一 方程 ， 可 以 得 到 
VX A = jweE 
因为 已 知 HWA x 分 量 ， 所 有 可 以 得 到 


x 


内 角 为 a 的 导电 
棉 子 的 尖端 


(17A. 5) 


(17A. 6) 


(17A. 7) 


(17A. 8a) 
(17A. 8b) 


(17A. 9) 
(17A. 10) 


(17A. 11a) 


(17A. 11b) 


(17A. 12) 
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人 a = piweE, (17A. 13) 
1-2) = $jweE, (17A. 14) 


由 式 (17A. 13) ， 可 以 得 到 
H, =| jwepE,d¢ = iwe | — Avo’ sinu(¢ — a) dé =— jweAvp’ (— 1) cosy(¢ — a)(+) 
H. =jweAp’cosv(¢ — a) (17A. 15) 
由 式 (17A. 14) ， 我 们 期 望 得 到 相同 的 答案 。 
由 于 E. 二 0, 但 是 五 - 关 0， 我 们 称 为 TE 情况 。 现 在 ， 让 我 们 保证 a=7/2, WRIA 
虑 在 直角 外 面 的 场 域 。 此 时 ， 由 式 (17A. 6)、 式 (17A. 9)、 式 (17A. 10) 和 式 (17A. 15) ， 可 
以 得 到 
3 
E, =— Av on sin 3 2 ig a) 





ee gros 5 (ba), R$ 2x (17A. 16) 
H, = jweAp’’* cos 2a) 


注意 ,EE 的 横向 分 量变 为 奇异 的 ， 然 而 互 ( 互 .) 的 切 向 分 量 是 有 限 的 。 我 们 可 以 从 静 
REDE ©, 开始 ， 在 o0 的 极限 条 件 下 ， 它 满足 拉 普 拉 斯 方程 
Vað = 0 (17A. 17) 
像 前 面 一 样 按 同 样 的 分 析 方 法 ， 可 以 证 明 ( 注 意 ， 关 于 Ha HAAR Hien /OP=0) : 
H =— Avo [6 cosv(¢— a) — ¢ sinv(¢— a) ] 
E. =— japAp’ sinv(¢ — a) 
在 O<a<n Ail—1/2<0—-1<0 区 域 中 ， 因 为 横向 分 量 与 p 成 正比 ， 所 以 横向 分 量 随 
oO 而 变 为 无 穷 大 。 内 角 越 小 ， 场 的 奇异 性 越 强 。 
总 之 ， Se ee 17A. SI i 


E; ~ ysin 2 2 (90°) 
p 
1 o 
E; iia peos 2—90 J 
H. gaa ate 


H 





ete an 473 COS = Zeg 

By -ysin 2 ($ — 90°) 图 17A.2 ”直角 导电 模子 
p 

E, ~ g” sin Z ($ — 90°) 


TERR (o> Okt, E. AH. 都 是 有 限 的 ， 但 是 所 有 的 横向 分 量 E, H, Ey 和 Hy 在 
原点 处 都 是 奇异 的 。 
应 该 注意 ， 由 于 我 们 研究 的 是 p>0 极限 情况 ， 因 此 应 用 了 准 静 态 分 析 。 
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附录 18A 
输入 数据 


注意 : 对 于 每 一 个 不 同 的 问题 ， 这 些 GID( 生 成 的 输入 数据 ) 都 是 不 同 的 ， 例 如 ， 下 面 
的 数据 是 由 一 阶 有 限 元 方法 所 生成 的 。 


ENTITIES 

POINT 

Num: 1 HigherEntity: 2 conditions: 0 material: 0 
LAYER: Layer0 

Coord: -10.0 -2.0 0.0 

END POINT 

POINT 

Num: 2 HigherEntity: 2 conditions: 0 material: 0 
LAYER: Layer0 

Coord: -4.0 -2.0 0.0 

END POINT 

POINT 

Num: 3 HigherEntity: 2 conditions: 0 material: 0 
LAYER: Layer0 

Coord: -4.0 -5.0 0.0 

END POINT 

POINT 

Num: 4 HigherEntity: 2 conditions: 0 material: 0 
LAYER: Dayer0 

Coord: -—10.0 -5.0 0.0 

END POINT 

STLINE 

Num: 1 HigherEntity: 1 conditions: 0 material: 0 
LAYER: LayerO 

Meshing Info: (num=19,NOE=1) Elemtype=1 IsStructured=0 
Meshing=Default size=18 

Points: 1 2 

END STLINE 

STLINE 

Num: 2 HigherEntity: 1 conditions: 0 material: 0 
LAYER: Layer0 

Meshing Info: (num=17,NOE=1) Elemtype=1 IsStructured=0 
Meshing=Default size=12 

Points: 2 3 

END STLINE 

STLINE 

Num: 3 HigherEntity: 1 conditions: 0 material: 0 
LAYER: LayerO 

Meshing Info: (num=16,NOE=1) Elemtype=1 IsStructured=0 
Meshing=Default size=18 

Points: 3 4 

END STLINE 

STLINE 

Num: 4 HigherEntity: 1 conditions: 0 material: 0 
LAYER: Layer0 

Meshing Info: (num=18,NOE=1) Elemtype=1 IsStructured=0 
Meshing=Default size=12 

Points: 4 1 

END STLINE 

NURBSURFACE 

Num: 1 HigherEntity: 0 conditions: 0 material: 0 
LAYER: Layer0 
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Meshing Info: (num=2,NOE=1) Elemtype=2 IsStructured=0 Meshing=Default 
size=0 

NumLines: 4 

Line: 1 Orientation: DIFF1ST 

Line: 4 Orientation: DIFF1ST 

Line: 3 Orientation: DIFF1ST 

Line: 2 Orientation: DIFF1ST 

Number of Control Points=2 2 Degree=1 1 

Point 1,1 coords: —4.0, —2.0,0.0 

Point 1,2 coords: —-10.0, —2.0,0.0 

Point 2,1 coords: —4.0, —5.0,0.0 

Point 2,2 coords: -10.0, —5.0,0.0 

Number of knots in U=4 

knot 1 value=0.0 

knot 2 value=0.0 

knot 3 value=1.0 

knot 4 value=1.0 

Number of knots in V=4 

knot 1 value=0.0 
knot 2 value=0.0 
knot 3 value=1.0 
knot 4 value=1.0 
Non rational 
IsTrimmed: 0 
Center: -7.0 -3.5 
Normal: 0.0 0.0 1. 
END NURBSURFACE 
END ENTITIES 

MESH dimension 3 ElemType Triangle Nnode 3 


oo 


Coordinates 

ÄT Xn Yn Zn 
1 一 10 =2 0 
2 “10 —2, 25 0 
3 一 9. 666 666 67 = 0 
4 — 9. 666 666 67 —2. 25 0 
5 一 10 —2.5 0 
6 一 9. 666 666 67 —2.5 0 
7 — 9. 333 333 33 =—2 0 
8 —9. 333 333 33 —2. 25 0 
9 ==10 —2.75 0 
10 一 9. 666 666 67 —2. 75 0 
11 一 9. 333 333 33 —=2..5 0 
12 —10 =a 0 
13 9 =2 0 
14 — 9. 333 333 33 —2. 75 0 
15 一 9 —2. 25 0 
16 一 9. 666 666 67 一 3 0 
17 a9 —2..5 0 
18 一 9. 333 333 33 —3 0 
19 =9 =2 75 0 
20 —10 = 0 
21 — 9. 666 666 67 —3..25 0 
22 — 8. 666 666 67 —2 0 
23 — 8. 666 666 67 =2.25 0 
24 0 


= —3 





438 第 四 部 分 附 录 
( 续 ) 

单元 # Xn Yn Zn 
25 — 9. 333 333 33 —3. 25 0 
26 — 8. 666 666 67 2.5 0 
27 —10 一 3. 5 0 
28 一 8. 666 666 67 —2. 75 0 
29 一 9. 666 666 67 一 3.5 0 
30 = 人 —3. 25 0 
31 一 9. 333 333 33 一 和 5 0 
32 一 8. 333 333 33 =f 0 
33 — 8. 666 666 67 —3 0 
34 — 8. 333 333 33 一 2. 25 0 
35 一 8. 333 333 33 一 2. 5 0 
36 一 —3. 75 0 
37 一 9. 666 666 67 一 3.75 0 
38 二 人 一 3.5 0 
39 一 8. 333 333 33 —2. 75 0 
40 — 8. 666 666 67 —3. 25 0 
41 — 9. 333 333 33 —3.75 0 
42 一 8. 333 333 33 aS 0 
43 —8 一 2 0 
44 一 如 = 0 
45 — 8. 666 666 67 一 3.5 0 
46 —9 —3. 75 0 
47 一 8 一 2. 25 0 
48 一 9.666 666 67 一 4 0 
49 —8 —2.5 0 
50 一 8. 333 333 33 —3. 25 0 
51 一 9. 333 333 33 —4 0 
52 一 此 一 2.75 0 
53 一 8. 666 666 67 —3.,75 0 
54 —8 一 3 0 
55 =9 —4 0 
56 一 8. 333 333 33 一 3.5 0 
57 =g —4. 25 0 
58 —9. 666 666 67 —4. 25 0 
59 — 9. 333 333 33 一 4. 25 0 
60 == —3. 25 0 
61 — 8. 666 666 67 一 4 0 
62 一 8. 333 333 33 —3.75 0 
63 =$ —4. 25 0 
64 一 10 一 4.5 0 
65 —§ —3.5 0 
66 一 9. 666 666 67 一 4.5 0 
67 —7. 666 666 67 = 0 
68 一 9. 333 333 33 一 4. 5 0 
69 一 8. 333 333 33 —4 0 
70 — 8. 666 666 67 —4. 25 0 


111 


114 
115 


—7 


一 8 
—9 


= 10 
一 9. 
= 
一 8， 


—8 


—9. 
一 8. 
= 
=f 


=g 


a 


Xn 
666 666 67 


666 666 67 
666 666 67 
333 333 33 


333 333 33 
666 666 67 
333 333 33 
666 666 67 


333 333 33 


—10 


—8. 


-5 


—9. 
—8. 
一 多 
.666 666 67 
- 333 333 33 


333 333 33 


666 666 67 
666 666 67 
333 333 33 


- 333 333 33 


. 333 333 33 
- 666 666 67 


. 666 666 67 
. 333 333 33 


- 666 666 67 
- 333 333 33 


- 666 666 67 
. 333 333 33 
- 666 666 67 


- 666 666 67 
- 666 666 67 
. 333 333 33 


—4. 25 


—4.75 


—4. 75 


一 4. 25 
一 3.75 
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N 
> 


= 


( 续 ) 





.666 666 67 


439 
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123 
124 
125 
126 
127 
128 
129 
130 
131 
132 
133 
134 
135 
136 
137 
138 
139 
140 
141 
142 
143 
144 
145 
146 
147 
148 
149 
150 
151 
152 
153 
154 
155 
156 
157 
158 
159 
160 
161 
162 


录 


Xn 


.333 333 33 
- 666 666 67 
. 333 333 33 
- 333 333 33 
- 666 666 67 


. 333 333 33 


- 333 333 33 
- 666 666 67 


- 333 333 33 


- 666 666 67 
. 333 333 33 


. 333 333 33 
- 666 666 67 
- 666 666 67 
- 666 666 67 
- 666 666 67 


. 666 666 67 
- 333 333 33 
- 666 666 67 


- 666 666 67 
- 666 666 67 
- 333 333 33 
- 666 666 67 


- 333 333 33 
- 666 666 67 
- 333 333 33 
. 333 333 33 


+ 333 333 33 
- 333 333 33 
- 666 666 67 
. 333 333 33 
- 333 333 33 


» 25 
.75 


. 25 


N 


So oO oO oO OC COC COC COCOOCUCCCUOCUCUCCOCCOCOCCOCOCCOOcCUCCCCCOCCOCUCOCCcUOCCcOCUCCCOCCcOCUCUCCCOCUCCCUCOCUCOCCUCUCOCUCOCUCcOCUCUCOCUc OC OC COCO Se 


( 续 ) 
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201 一 4. 333 333 33 =s 
202 — 4. 666 666 67 —4. 25 
203 — 4. 333 333 33 一 3. 25 


205 — 4, 333 333 33 —3.5 
206 —4. 666 666 67 —4.5 
207 — 4, 333 333 33 —3. 75 


(8) 

单元 # Xn Yn Zn 
163 =$ —4.75 0 
164 一 5. 666 666 67 一 4. 25 0 
165 一 5. 333 333 33 —3.5 0 
166 一 5. 333 333 33 一 3.75 0 
167 =i —2 0 
168 一 和 一 5 0 
169 一 5. 666 666 67 —4.5 0 
170 一 站 —2. 25 0 
171 一 他 —2.5 0 
172 —5 一 2.75 0 
173 一 5. 333 333 33 = 0 
174 —5 = 0 
175 —5. 666 666 67 —4. 75 0 
176 一 5 —3.25 0 
177 — 5. 333 333 33 一 4. 25 0 
178 =% —3.5 0 
179 — 5. 666 666 67 =$ 0 
180 —5. 333 333 33 一 4.5 0 
181 =g —3. 75 0 
182 —4. 666 666 67 —2 0 
183 一 4.666 666 67 一 2. 25 0 
184 —4. 666 666 67 一 2.5 0 
185 一 = 0 
186 — 4. 666 666 67 —2.75 0 
187 一 5. 333 333 33 一 4. 75 0 
188 一 4. 666 666 67 =§ 0 
189 — 4. 666 666 67 —3. 25 0 
190 =$ 一 4 25 0 
191 — 4. 666 666 67 —3.5 0 
192 — 5. 333 333 33 —5 0 
193 =5 —4.5 0 
194 — 4. 666 666 67 一 3.75 0 
195 — 4. 333 333 33 =2 0 
196 一 4. 333 333 33 —2. 25 0 
197 — 4. 333 333 33 —2.5 0 
198 — 4. 666 666 67 —4 0 
199 —3 一 4.75 0 
200 — 4. 333 333 33 —2. 75 0 
0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 
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录 





ss 了 


4TH Xn 
209 —4. 666 666 67 
210 一 4 
211 一 4. 333 333 33 
212 一 4 
213 一 4 
214 一 4 
215 一 4. 333 333 33 
216 —4. 666 666 67 
217 一 站 
218 一 4 
219 一 4. 333 333 33 
220 一 4 
221 一 4. 333 333 33 
222 一 4 
223 一 4 
224 一 4. 333 333 33 
225 一 4 
226 一 4 
227 一 4 
a+ niL 
1 195 
2 196 
3 182 
4 183 
5 167 
6 170 
7 153 
8 155 
9 140 
10 141 
11 124 
12 125 
13 32 
14 34 
15 22 
16 23 
17 13 
18 15 
19 7 
20 8 
21 3 
22 4 





一 4. 25 


一 4. 25 


183 


170 


155 


N 
3 


o o o o o o o © O O O O O O O O O O OQ 


n3L 
208 
208 
195 
195 
182 
182 
167 


140 
140 


($8) 


23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 


184 
156 
171 
142 


142 
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( 续 ) 
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( 续 ) 

Bit niL n2L n3L 
65 17 19 26 
66 19 28 26 
67 11 14 17 
68 14 19 17 
69 6 10 li 
70 10 14 11 
71 5 9 6 
72 9 10 6 
73 200 201 213 
74 201 214 213 
75 186 188 200 
76 188 201 200 
77 172 174 186 
78 174 188 186 
79 158 161 172 
80 161 174 172 
81 144 146 158 
82 146 161 158 
83 130 132 144 
84 132 146 144 
85 39 42 52 
86 42 54 52 
87 28 33 39 
88 33 42 39 
89 19 24 28 
90 24 33 28 
91 14 18 19 
92 18 24 19 
93 10 16 14 
94 16 18 14 
95 9 12 10 
96 12 16 10 
97 201 203 214 
98 203 217 214 
99 188 189 201 
100 189 203 201 
101 174 176 188 
102 176 189 188 
103 161 162 174 
104 162 176 174 
105 146 149 161 
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( 续 ) 

Sixt niL n2L n3L 
107 132 135 146 
108 135 149 146 
109 117 120 132 
110 120 135 132 
111 107 109 117 
112 109 120 117 
113 93 99 107 
114 99 109 107 
115 81 84 93 
116 84 99 93 
117 67 71 81 
118 71 84 81 
119 54 60 67 
120 60 71 67 
121 42 50 54 
122 50 60 54 
123 33 40 42 
124 40 50 42 
125 24 30 33 
126 30 40 33 
127 18 25 24 
128 25 30 24 
129 16 21 18 
130 21 25 18 
131 12 20 16 
132 20 21 16 
133 203 205 217 
134 205 218 217 
135 189 191 203 
136 191 205 203 
137 176 178 189 
138 178 191 189 
139 162 165 176 
140 165 178 176 
141 149 151 162 
142 151 165 162 
143 135 137 149 
144 137 151 149 
145 120 123 135 
146 123 137 135 
147 109 113 120 


148 113 123 120 
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102 


168 


170 
171 
172 
173 
174 
175 
176 
177 
178 
179 
180 
181 
182 
183 
184 
185 
186 
187 
188 
189 
190 





录 


n1L 


n2L 


113 
90 
102 
76 
90 
65 
76 
56 
65 
45 
56 
38 
45 
31 
38 
29 
31 
27 
29 
207 
220 
194 
207 
181 
194 
166 
181 
154 
166 
143 
154 
129 
143 
116 
129 
106 
116 
95 
106 
82 
95 


n3L 
109 


205 
205 


( 续 ) 
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( 续 ) 

Sit niL n2L n3L 
191 65 72 76 
192 72 82 76 
193 56 62 65 
194 62 72 65 
195 45 53 56 
196 53 62 56 
197 38 46 45 
198 46 53 45 
199 31 41 38 
200 41 46 38 
201 29 37 31 
202 37 41 31 
203 27 36 29 
204 36 37 29 
205 207 211 220 
206 211 222 220 
207 194 198 207 
208 198 211 207 
209 181 185 194 
210 185 198 194 
211 166 173 181 
212 173 185 181 
213 154 160 166 
214 160 173 166 
215 143 147 154 
216 147 160 154 
217 129 134 143 
218 134 147 143 
219 116 121 129 
220 121 134 129 
221 106 110 116 
222 110 121 116 
223 95 101 106 
224 101 110 106 
225 82 91 95 
226 91 101 95 
227 72 78 82 
228 78 91 82 
229 62 69 72 
230 69 78 72 
231 53 61 62 
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255 
256 


258 


260 


262 
263 
264 
265 
266 
267 
268 
269 
270 
271 
272 
273 
274 


录 


niL 


127 
110 


n2L 
55 
61 
51 
55 
48 
51 
44 
48 
215 
223 
202 
215 
190 
202 
177 
190 
164 
177 
152 
164 
138 
152 
127 
138 
115 
127 
108 
115 
98 
108 
87 
98 
77 
87 
70 
77 
63 
70 
59 
63 
58 
59 


n3L 
53 
53 
46 
46 
41 
41 
37 
37 
222 
222 
211 
211 
198 
198 
185 
185 
173 
173 
160 
160 
147 
147 
134 
134 
121 
121 
110 
110 
101 
101 
91 
91 
78 
78 
69 
69 
61 
61 
55 
55 
51 
51 


( 续 ) 


niL 
44 
57 
215 
219 
202 
206 
190 
193 
177 
180 
164 
169 
152 
157 
138 
145 
127 
133 
115 
122 
108 
114 
98 
104 
87 
96 
77 
86 
70 
80 
63 
73 
59 
68 
58 
66 
57 
64 
219 
221 
206 
209 


n2L 
57 
58 
219 
225 
206 
219 
193 
206 
180 
193 
169 
180 
157 
169 
145 
157 
133 
145 
122 
133 
114 
122 
104 
114 
96 
104 
86 
96 
80 
86 
73 
80 
68 
73 
66 
68 
64 
66 
221 
226 
209 
221 
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n3L 
48 
48 
223 
223 
215 
215 
202 
202 
190 
190 
177 
177 
164 
164 
152 
152 
138 
138 
127 
127 
115 
115 
108 
108 
98 
98 
87 
87 
77 
77 
70 
70 
63 
63 
59 
59 
58 
58 
225 
225 
219 
219 


( 续 ) 








450 第 四 部 分 附 录 
(8) 

SiH n1L n2L n3L 
317 193 199 206 
318 199 209 206 
319 180 187 193 
320 187 199 193 
321 169 175 180 
322 175 187 180 
323 157 163 169 
324 163 175 169 
325 145 150 157 
326 150 163 157 
327 133 139 145 
328 139 150 145 
329 122 131 133 
330 131 139 133 
331 114 119 122 
332 119 131 122 
333 104 112 114 
334 112 119 114 
335 96 103 104 
336 103 112 104 
337 86 97 96 
338 97 103 96 
339 80 89 86 
340 89 97 86 
341 73 83 80 
342 83 89 80 
343 68 79 73 
344 79 83 73 
345 66 75 68 
346 75 79 68 
347 64 74 66 
348 74 75 66 
349 221 224 226 
350 224 227 226 
351 209 216 221 
352 216 224 221 
353 199 204 209 
354 204 216 209 
355 187 192 199 
356 192 204 199 
357 175 179 187 
358 179 192 187 
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( 续 ) 

Sx + niL n2L n3L 
359 163 168 175 
360 168 179 175 
361 150 159 163 
362 159 168 163 
363 139 148 150 
364 148 159 150 
365 131 136 139 
366 136 148 139 
367 119 126 131 
368 126 136 131 
369 112 118 119 
370 118 126 119 
371 103 111 112 
372 111 118 112 
373 97 105 103 
374 105 111 103 
375 89 100 97 
376 100 105 97 
377 83 94 89 
378 94 100 89 
379 79 92 83 
380 92 94 83 
381 75 88 79 
382 88 92 79 
383 74 85 75 
384 85 88 75 
单元 结束 





PROBLEM DATA 

END PROBLEM DATA 
INTERVAL NUMBER: 1 
INTERVAL DATA 

END INTERVAL DATA 


附录 ] 8 B 
主 程序 


18B. 1 一 阶 , 基 于 节点 : 主 程序 


Nn=227; $% 节点 总 数 
Ne=384; $% 单元 总 数 
inch=2.54*1le-2./6; 
(xn, yn,n1L,n2L,n3L,mt] =meshread('data.txt', Ne, Nn, 0); 
[S, T] =GLANT (Nn, Ne,n1L,n2L,n3L,xn*inch, yn*inch) ; 
名 TE 模式 
ATE = inv (T) *S; 
[EVTE, kcsqTE] =eig (ATE); 
kcTE = sqrt (kcsqTE) ; 
[IN,M] =size(kcTE) ; 
for ii=1 : N 
KCTE (ii) =kcTE (ii, ii); 
end 
FTE = sort (KCTE*3e8/ (2*pi))'; 
% TM 模式 
boundary = load('boundary_nodes.txt');% 读 边 界 节点 
all_nodes=1:Nn; $ 读 所 有 节点 
nce = setxor (boundary,all_nodes) ; + 提取 自由 节点 
STM= S (nce,nce); 
TIM=T (nce, nce) ; 
ATM = inv (TTM) *STM; 
[EVTMET, kcsqTM] = eig (ATM) ; 
kcTM= sqrt (kcsqT™) ; 
[N, M] = size (kcTM) ; 
for ii=1 : N 
KCTM (ii) =kcTM(ii, ii); 
end 
disp('Cutoff wavenumbers for the TM modes'); 
disp (sort (KCTM) ) ; 
FTM = sort (KCTM*3e8/ (2*pi))'; 


18B.2 ”基于 棱 边 : 主 程序 


Nn=227; $ 节点 总 数 
Ne=384; 名 单元 总 数 
inch=2.54*1le-2./6; 
(xn, yn,n1L,n2L,n3L,mt] =meshread('data.txt', Ne, Nn, 0); 
(Neg, n1EL,n2EL,n3EL] =edges(n1L, n2L, n3L); 
[E, F] =GLAET(Neg, Nn, Ne, nilL, n2L, n3L, nlEL, n2EL, n3EL, 
xn*inch, yn*inch) ; 
名 TM 模式 
ATM= inv (F) *E; 
[EVIM, kcsqTM] =eig(ATM) ; 
kcTM= sqrt (kcsqTM) ; 
[N,M] =size(kcTM) ; 
for ii=1:N 
KCTM (ii) =kcTM(ii, ii) ; 
end 
FTM = sort (KCTM*3e8/ (2*pi))'; 


% TE 模式 


附录 18B 2 # F 453 


A= intersect (abs (n2EL) ,abs (n3EL) ) ; 
B= intersect (abs (n3EL) ,abs(n1EL) ) ; 
ncel =union (A,B); 
C= intersect (abs (n1EL) ,abs (n2EL)) ; 
nce=union(ncel,c); $ 找 出 公共 棱 边 
ETE=E(nce,nce) ; 
FTE =F (nce,nce) ; 
ATE = inv (FTE) *ETE; 
[EVTEET, kcsqTE] =eig(ATE) ; 
keTE = sqrt (kcsqTE) ; 
[N, M] =size(kcTE) ; 
for ii=1 : N 

KCTE (ii) =kcTE (ii,ii); 
end 
disp('Cutoff wavenumbers for the TM modes'); 
disp (sort (KCTE) ) ; 
FTE = sort (KCTE*3e8/ (2*pi)) '; 


188.3 二 阶 、 基 于 节点 : 主 程序 


Nn=837; 名 节点 总 数 
Ne=384; $ 单元 总 数 
inch=2.54*1le-2./6; 
(xn, yn,n1L,n2L,n3L,n4L,n5L,n6L,mt] =meshread2T('2ndorder.txt', Ne, Nn, 
0); 
[S, T] =GLAN2T (Nn,Ne,n1L,n4L,n6L,n2L,n5L,n3L,xn*inch, yn*inch) ; 
名 TE 模式 
ATE = inv (T) *S; 
[EVTE, kcsqTE] = eig (ATE); 
kcTE = sqrt (kcsqTE) ; 
[IN,M] =size(kcTE) ; 
for ii=1:N 
KCTE (ii) =kcTE(ii, ii); 
end 
FTE = sort (KCTE*3e8/ (2*pi))'; 
$ TM 模式 
boundary = load('boundary_nodes.txt'); $ 读 边 界 节点 
all_nodes=1:Nn; $ 读 全 部 节点 
nce =setxor(boundary,all_nodes); 提取 自由 节点 
STM=S (nce, nce); 
TTM=T(nce,nce); 
ATM = inv (TTM) *STM; 
[EVTMET, kcsqTM] = eig (ATM) ; 
kcTM= sqrt (kcsqT) ; 
[N, M] =size(kcTM) ; 
for ii=1 : N 
KCTM (ii) =kcTM (ii, ii); 
end 
disp('Cutoff wavenumbers for the TM modes'); 
KCTM= sort (KCTM) '; 
FTM = sort (KCTM*3e8/(2*pi))'; 


18B. 4 JEW ORS: ERE 


s 部 分 填充 电介质 非 均 匀 波 导 

clear all 

cic 

Nn=227; 名 节点 总 数 

Ne=384; ¢ 单元 总 数 

inch= .0256/6; 

[xn, yn,n1L,n2L,n3L,mt] =meshread('INHWG Data.txt', Ne, Nn, 0); % 从 GID 读 数据 


[Neg,n1EL,n2EL,n3EL] =edges (niL, n2L, n3L); $ 生 成 每 个 单元 的 局 部 棱 边 


454 
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k0= [303:5:320]; 名 k0 循 环 
mur = ones (1, length (n1L)); 
epsr=ones(1,length(n1L) ) ; 
e r=4; $ 介 电 常数 
diele elements = (load('dielectric_elements.txt')); % 读 电介质 填充 的 单元 
epsr(diele_ elements) =e_r; % 处 理 电 介质 单元 
for s=1:length(k0) 
clear C GAMA EVIN GAMASQ diag GAMA beta Beta 
[Att, Btt,Btz,Bzz,C) = INHWGD(epsr,mur,k0(s),Neg,Nn,Ne,... 
n1L,n2L,n3L,n1EL,n2EL,n3EL,xn.*inch,yn.*inch); $ 调用 INHWG 函 数 
function 
名 自由 边 或 非 导 电 棱 边 
及 = intersect (abs (n2EL) , abs (n3EL) ) ; 
B= intersect (abs (n3EL) ,abs(n1EL) ) ; 
ncel= union (A,B); 
CC= intersect (abs (n1EL) ,abs (n2EL) ) ; 
nce=union(ncel, CC); 
SLETETEEEEEEEEE 
s 自由 节点 或 非 导电 节点 
boundary = load(‘boundary_nodes.txt'); % 读 边 界 节点 
all_nodes=1:Nn; $% 读 全 部 节点 
nen=setxor(boundary,all_nodes); % 提取 自由 节点 
EEEEEECTEEEEEES 
Attf=Att (nce,nce) ; 
Bttf = Btt (nce,nce) ; 
Btzf =Btz (nce,ncn) ; 
Bzzf =Bzz(ncen,ncn) ; 
Cif =Bttf-Btzf*inv (Bzzf) *Btzf'; 
C2f=inv(Cl£); 
Cf =C2f*Attf; 
[EVINf, GAMASOf] =eig(Cf) ; 
GAMA = sqrt ( (GAMASQf) ) ; 
diag GAMA= diag (GAMA) ; 


Z=1; 

s 从 ) 中 求 传播 常数 

for t=1:length(diag_GAMA) 

if real (diag GAMA(t)) ==0&&imag (diag _GAMA(t)) >0 
beta (z) = imag (diag_GAMA (t) ); 
ZzZ=2+1; 


end 
end 
Ko= k0 (s) 
Beta = fliplr (sort (beta) )' 
Freq = sort (k0 (s) *3e8/ (2*pi) ) 
end $% 结束 k0 循 环 
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18C. 1a GLANT MATLAB 函数 程序 


function [S,T] =GLANT(Nn,Ne,n1L,n2L,n3L,xn, yn) ; 

名 总 体 合 成 基于 节点 的 三 角形 单元 

for e=1:Ne; 
n(1,e)=n1L(e) ; 
n(2,e)=n2L(e) ; 
n(3,e)=n3L(e) ; 

end 

名 初始 化 

S= zeros (Nn,Nn) ; 

T= zeros (Nn,Nn) ; 

% xt A CET 

for e=1: Ne; 
多 名 个 单元 节点 的 坐标 
for i=1:3; 

x(i)=xn(n(i,e)); 
y(i)=yn(n(i,e)); 

end 
多 计 算 单元 矩阵 元 素 
b(1)=y(2)—-y(3); 
b(2)=y(3)-y(1); 
b(3)=y(1)-y(2); 
c(1)=x(3)-—x(2); 
c(2)=x(1)-x(3); 
c(3)=x(2)-x(1); 
Area=0.5 * abs (b(2)*c(3)—b(3) *c(2)); 


名 计算 单元 矩阵 元 素 
for i=1:3; 
for j=1:3; 
Se(i,j)= (0.25/Area) * (b(i) *b(j) +c(i) *c(j)); 
if i==j 
Te(i,j)=Area/6; 
else 
Te(i,j)=Area/12; 
end 


多 将 单元 矩阵 合成 到 总 体 FEM 系 统 中 
S(n(i,e),n(j,e))=S(n(i,e),n(j,e))+Se(i,j); 
T(n(i,e),n(j,e))=T(n(i,e),n(j,e))+Te(i,j); 

end 
end 

end 


18C. 1b Meshread MATLAB 函数 


function [xn,yn,niL,n2L,n3L,mt] =meshread(filename, Ne, Nn, mat) 
% meshread.m 

各 这 个 函数 从 GID 预 处 理 器 产生 的 ASII 网 格 文件 中 读 取 节 点 坐标 和 和 连接 矩阵 

% 输入 : Ne，Nn 一 单元 的 总 数目 和 节点 的 总 数目 

$ mat :1 一 读 材 料 类 型 ，0 一 不 读 材料 类 型 

s 输出 : 

$ xn, yn 一 节点 的 坐标 
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$ nlLn2L,n3I 一 节点 ， 每 个 单元 有 3 个 节点 
s mt 一 材料 类 型 数组 [单元 # 材 料 类 型 ] 
% Andrey Semichaevsky, 08/08/02 
M = zeros (Nn, 4) ; 
N = zeros (Ne,5) ; 
mt = zeros (Ne, 2) ; 
$s 打开 文件 
[fp, msg] =fopen (filename, ‘rt'); 
if fp==- 
disp (msg) 
return; 
end 
3 读数 据 
kk=0; ii=1; 
while kk== 
L=fgetl (fp); 
kk = strncmp (L, 'Coordinates',11); 
ii=ii+1; 
end 
kk=0; ii=1; 
while kk== 
L=fgetl (fp); 
if ~strcmp (L, 'end coordinates') 
MM = str2num (L) ; 
if ~isempty (MM) 
M(ii,1:4)=MM(1:4); 


end 
end 
kk = strncmp (L, 'end coordinates',15); 
ii=ii+1; 
end 
kk=0; ii=1; 
while kk== 
L=fgetl (fp); 
kk = strncmp (L, 'Elements',8); 
ii=ii+1; 
end 
kk=0; ii=1; 
while kk== 
L=fgetl (fp); 
if ~strcmp (L, 'end elements') 
MM = str2num (L) ; 
if ~isempty (MM) 
if mat == 
N(ii,1:5)=MM(1:5); 
else 
N(ii,1:4)=MM(1:4); 
end 
end 
end 
kk = Strncmp (L, 'end elements',12); 
ii=ii+1; 
end 
名 关闭 文件 


[msg, errn] =ferror (fp); 

if errn ~=0 
disp ('An error occurred reading from file !') 
disp (msg) 

end 

fclose (fp); 

xn(1:Nn)=M(1:Nn, 2); 

yn(1:Nn)=M(1:Nn,3); 

niL(1:Ne)=N(1:Ne,2); 

n2L(1:Ne)=N(1:Ne,3); 
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n3L(1:Ne)=N(1:Ne,4) ; 
if mat== 

mt (1:Ne,1)=N(1:Ne,1); 
mt (1:Ne,2)=N(1:Ne,5); 


end 
18C. 2a GLAET MATLAB 函数 
% GLAET.M 
function [E,F] =glaet (Neg, Nn, Ne, niL, n2L, n3L, nlEL, n2EL, n3EL, xn, 
yn) 


for e=1:Ne 
n(1,e)=n1L(e) ; 
n(2,e)=n2L(e) ; 
n(3,e)=n3L(e) ; 
ne(1,e)=n1EL(e) ; 
ne (2,e@)=n2EL (e); 
ne (3,¢)=n3EL (e); 
end 
E = zeros (Neg, Neg); 
F= zeros (Neg, Neg); 
for e=1:Ne 
for i=1:3; 
x(i)=xn(n(i,e)); 
y(i)=yn(n(i,e)); 
end 
b(1)=y(2)-y(3); 
b(2)=y(3)-y(1); 
b(3)=y(1)-y(2); 
e(1)=x(3)-x(2); 
c(2)=x(1)-—x(3); 
c(3)=x(2)-x(1); 
Area = 0.5*abs (b(2) *c(3)—b(3) *c(2)); 
1(1) =sqrt (b(3)*b(3)+c(3)*c(3)); 
1(2)=sqrt (b(1) *b(1)+e¢(1)*c(1)); 
1(3) =sqrt (b(2) *b(2)+c(2)*c(2)); 


for i=1:3 
for j=1:3 
ff (i,j) =b(i) *b(j) +c (i) *c(j); 
end 
end 


G(1,1)= 2% (£6(2,2)—££ (1,2) + ££(1,1)); 
G(2,2)=2* (f£ (3,3) - ff (2,3) + ££(2,2)); 
G(3,3)=2* (f££(1,1)-££(3,1)+££(3,3)); 
G(2,1)=G(1,2); 

G(1,3)=f££ (2,1) -2*ff£ (2,3) -££(1,1)+f£(1,3); 
G(3,1)=G(1,3); 

G(2,3) =f£(3,1)-f££(3,3)-2*ff£(2,1)+f£(2,3); 
G(3,2)=G(2,3); 


for i=1:3 

for j=1:3 
Ee (i,j) = (1/Area) *(1(i) *1(j)); 
Fe (i,j) = (1/48) * (1/Area) *1(i) *1(5)*G(i,3j); 
if (ne(i,e) <0) 
Ee (i,j) =-Ee(i,j); 
Fe(i,j)=-Fe(i,j); 

else; 

end; 


if (ne(j,e) <0); 
Ee (i,j) =-Ee(i,j); 
Fe (i,j) =-Fe(i,j); 
else; 
end; 
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ane (ie)=abst(ne(i,e)); 
ane(j,e)=abs(ne(j,e)); 
E(ane(i,e),ane(j,e))=E(ane(i,e),ane(j,e))+Ee(i,j); 
F(ane(i,e),ane(j,e))=F(ane(i,e),ane(j,e))+Fe(i,j); 
end 
end 
end 


18C.2b iż MATLAB 函数 


function [Neg, n1lEL, n2EL, n3EL] =edges(n1L, n2L, n3L) 
edges.m 
SP RAPA ERE: STEARATE ST 
A: 
n1L, n2L, n3L—# At (每 个 单元 有 3 个 节点 ) 
输出 : 
Neg- 一 棱 边 数目 ， 
nlEL,n2EL,n3EIL- 一 棱 边 # (每 个 单元 有 3 条 棱 边 ) 
Andrey Semichaevsky, 07/21/02 
N= length (n1L) ; 
n_el= zeros (N, 3) ; 
n_el(1:N,1)=linspace(1,N,N)’; 
n_el(1:N,2)=niL(1:N)'; 
n_el(1:N,3)=n2L(1:N)‘; 
n_el(1:N,4)=n3L(1:N)‘; 
ed_array = zeros (N*3,3) ; 
ed arrayl = zeros (N*3,3); 
s 建立 节点 数组 
for i=1:N 
ed array((i-1)*3+1,2)=n el(i,2); 
ed_array ((i-1)*3+1,3)=n_el(i,3); 


oP oP oP oP OP OF OP OP 


ed_array ((i-1)*3+2,2)=n_el(i,3); 
ed_array ((i-1)*3+2,3)=n_el(i,4); 


ed_array ((i-1)*3+3,2)=n_el(i,4); 
ed_array ((i-1)*3+3,3)=n_el(i,2); 
end 
s 检查 复制 
k=1; cp=0; 
for i=1:3*N 
cp=0; 
for j=1:3*N 


if ((ed_array (i, 2)) -~= (ed array (j, 2))) & (((ed_array 
(i, 3)) ~= (ed_array (j, 3)))) 
和 如 果 这 个 条 件 成 立 ， 那 么 将 这 条 棱 边 复制 到 细 分 后 的 表格 中 
cp=1; 
end 


if ((ed array (i, 2)) ~= (ed array (j, 3))) & (((ed array (i, 3)) 


~= (ed_array (j, 2)))) 
s MEDEF 
多 如 果 这 个 条 件 成 立 ， 那 么 将 这 条 棱 边 复制 到 细 分 后 的 表格 中 
cp=1; 
end 
end 
if cp =1 
ed_arrayl (k, :)=ed_array(i,:); 
k=k+1; 
end 
end 
clear ed_array; 
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[N2,M2] = size (ed array1); 

nn = linspace (1,N2,N2) ; 

% AA RAR 

ed_array1 (1:N2,1)=nn(1:N2)'; 

ed_array=ed_arrayl; 

[Neg,M] =size(ed_array) ; 

clear ed_arrayl; 

ed_el=zeros(N,4) ; 

ed_el(1:N,1)=n_el(1:N,1) ; 

: PAE REN, ELAY EMR RE) , PERE EERI AO 

or i=1:N 
aa(1,1:2)=n_el(i, [2 3]); 
aa(2,1:2)=n_el(i, [3 4]); 
aa(3,1:2)=n_el(i, [4 2]); 


for 1=1:N2 
for k=1:3 
if aa(k,1:2)==ed_array(1,2:3), 
ed_el(i,k+1)=ed_array(1,1); 
end 
if fliplr(aa(k,1:2))==ed_array(1,2:3), 
ed_el(i,k+1)=-ed_array(1,1); 


end 
end 
end 
end 
ne = zeros (Neg, 1) ; 
& 最 终 细 分 的 结果 
for k=1:Neg 
for i=1:N 
for 1=2:4 
if (ed_el(i,1)==k) | (ed_el(i,1)==-k) 
ne (k) =1; 
end 
end 
end 
end 


tt = zeros (Neg, 2) ; 
tt (1:Neg,1)=linspace(1,Neg,Neg) ’ ; 
& 最 终 的 楼 边 编 号 
k=1; 
for i=1:Neg 
if ne(i) ~=0 


tt (i,2)=k; 
k=k+1; 
end 
end 
名 Rinses FR 
for kk=1:Neg 
for i=1:N 
for j=2:4 
if ed_el (i,j) ==tt(kk,1) 
ed el (i,j) =tt(kk,2); 
end 
if ed_el (i,j) == (-tt (kk,1)) 
ed_el (i,j) =-tt (kk, 2); 
end 
end 
end 
end 
Neg=k-1; 


n1EL(1:N) =ed_el(1:N,2)'; 
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n2EL(1:N) =ed_el(1:N,3)'; 
n3EL(1:N) =ed_el(1:N,4)'; 


18C. 3a GLAN2T MATLAB 函数 


function [S,T] =GLAN2T(Nn,Ne,n1L,n2L,n3L,n4L,n5L,n6L,xn, yn) ; 
多 总 体 合 成 基于 节点 的 二 维 二 阶 三 角形 单元 
% 程序 由 D.K。Kalluri 编 写 
for e=1:Ne; 
n(1,e)=n1L(e) ; 
n(2,e)=n2L(e) ; 
n(3,e) =n3L(e) ; 
n(4,e) =n4L(e) ; 
n(5,e)=n5L(e) ; 
n(6,e)=n6L(e) ; 
end 
Q1= (1/6)*[0,0,0, ,0,0;0,8,-8,0,0,0;0,-8,8,0,0,0; 
0,0,0,3,-4,1;0,0,0,-4 8,-4;0,0,0,1,-4,3]; 
Q2= (1/6)*[3,0,-4,0,0,1;0 8,0,0,-8,0;-4,0,8,0,0,-4; 
0,0,0,0,0,0;0,-8,0,0,8,0;1,0,-4,0,0,3]; 
Q3= (1/6) *(3,-4,0,1,0,0;-4,8,0,-4,0,0;0,0,8,0,-8,0; 
1,-4,0,3,0,0;0,0,-8,0,8,0;0,0,0,0,0,0]; 
Tek= (1/180) *[6,0,0,-1,-4,-1;0,32,16,0,16,-4;0,16,32,-4,16,0; 
-1,0,-4,6,0,-1;-4,16,16,0,32,0;-1,-4,0,-1,0,6]; 
名 初始 化 
S = zeros (Nn, Nn); 
T= zeros (Nn,Nn) ; 
名 对 所 有 单元 进行 循环 
for e=1: Ne; 
名 各 个 单元 节点 的 坐标 
x(1)=xn(n(1,e)); 
x(2)=xn(n(4,e)); 
x(3)=xn(n(6,e)); 
y(1)=yn(n(1,e)); 
y(2)=yn(n(4,e)); 
y(3)=yn(n(6,e)); 
s 计算 单元 矩阵 元 素 
b(1)=y(2)-y(3); 
b(2)=y(3)-y(1); 
b(3)=y(1)-y(2); 
e(1)=x(3)—x (2); 
e(2)=x(1)—x(3); 
e(3)=x(2)—x(1); 
Area=0.5* abs (b(2) *c(3)—b(3) *c(2)); 
COTTH1 =-(0.5/Area) * (b(2)* b(3)+c(2)*c(3)); 
COTTH2 =—(0.5/Area) * (b(3)* b(1)+c(3)*c(1)); 
COTTH3 =—(0.5/Area) * (b(1) * b(2) +c(1)* c(2)); 
Te =Area*Tek; 
Se = COTTH1*Q1 + COTTH2*Q2 + COTTH3*Q3; 
多 计算 单元 矩阵 元 素 
for i=1:6; 
for j=1:6; 

3 EMTS lM RPE BE 
S(n(i,e),n(j,e))=S(n(i,e),n(j,e))+Se(i,j); 
T(n(i,e),n(j,e))=T(n(i,e),n(j,e))+Te(i,j); 
end 


, 
, 


end 
end 


18C. 3b Meshread2T MATLAB 函数 


function [xn,yn,n1L,n2L,n3L,n4L,n5L,n6L,mt] = meshread2T (filename, Ne, Nn, 
mat) 
% meshread.m 
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名 这 个 函数 从 GID 预 处 理 器 产生 的 ASII 网 格 文件 中 读 取 节 点 坐标 和 连接 矩阵 
和 和 输入: Ne，Nn 一 一 单元 的 总 数 和 节点 的 总 数 

% mat :1 一 一 读 材料 类 型 ，0 一 一 不 读 材料 类 型 

名 输出 : 

名 xn, yn 一 一 节点 坐标 

% nlL,n2L,n3I 一 一 节点 ， 每 个 单元 有 3 个 节点 

$ mt 一 一 材料 类 型 数组 [单元 # 材 料 类 型 ] 

% Andrey Semichaevsky, 08/08/02 





M= zeros (Nn, 4) ; 
N= zeros (Ne, 8) ; 
mt = zeros (Ne, 2) ; 


s 打开 文件 
[fp, msg] =fopen (filename, 'rt'); 
if fp==- 
disp (msg) 
return; 
end 
s 读数 据 
kk=0; ii=1; 
while kk== 


L=fgetl (fp); 
kk = strncmp (L, 'Coordinates',11) ; 
iis=ii-+l; 
end 
kk=0; ii=1; 
while kk==0 
L=fgetl1 (fp); 
if ~strcemp(L,'end coordinates’) 
MM = str2num(L) ; 
if ~isempty (MM) 
M(ii,1:4) =MM(1:4); 


end 
end 
kk=strncmp(L,'end coordinates',15) ; 
ii=ii+1; 
end 
kk=0; ii=1; 
while kk== 
L= fgetl (fp); 
kk = Strncmp (L, 'Elements', 8) ; 
ii=ii+1; 
end 
kk=0; ii=1; 
while kk== 
L=fgetl (fp); 
if ~strcmp (L, :end elements') 
MM = str2nun (L) ; 
if ~isempty (MM) 
if mat == 
N(ii,1:8)=MM(1:8); 
else 
N(ii,1:7)=MM(1:7); 
end 
end 
end 
kk = strncmp (L, 'end elements',12) ; 
ii=ii+l1; 
end 
和 关闭 文件 


[msg, errn] =ferror (fp); 
if errn~=0 
disp ('An error occurred reading from file !') 
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disp (msg) 
end 
fclose (fp); 
xn(1:Nn) =M(1:Nn, 2); 
yn(1:Nn)=M(1:Nn,3); 
n1L(1:Ne) =N(1:Ne, 2); 
n2L(1:Ne) =N(1:Ne,3) ; 
n3L(1:Ne)=N(1:Ne,4) ; 
n4L(1:Ne)=N(1:Ne,5) ; 
n5L(1:Ne) =N(1:Ne,6) ; 
né6L(1:Ne)=N(1:Ne,7) ; 
if mat == 
mt (1:Ne,1)=N(1:Ne,1); 
mt (1:Ne,2)=N(1:Ne,8) ; 
end 


18C.4 INHWGD MATLAB 函数 


function [Att,Btt,Btz,Bzz,C] = INHWGD(epr,mur,k0,Neg,Nn,Ne,... 


n1L,n2L,n3L,n1EL,n2EL,n3EL,xn, yn) ; 

s 非 均 匀 波 导 问 题 

% 程序 由 D.K。Kalluri 编 写 

名 棱 边 单元 表示 横向 场 ， 基 于 节点 的 单元 表示 纵向 场 

% 基于 棱 边 的 二 维 三 角形 单元 的 总 体 合 成 

% Neg= 校 边 单元 的 总 数 

名 Nn= 节 点 总 数 

和 Ne= 单 元 总 数 

名 nlL= 包 含 第 e 个 单元 的 第 一 个 局 部 节点 的 总 体 节点 编号 的 数组 
t n2L= 包 含 第 e 个 单元 的 第 二 个 局 部 节点 的 总 体 节 点 编号 的 数组 
è n3L= 包 含 第 e 个 单元 的 第 三 个 局 部 节点 的 总 体 节点 编号 的 数组 
% nIEL= 包 含 第 e 个 单元 的 第 一 个 局 部 棱 边 的 总 体 棱 边 编号 的 数组 
$ n2EL= 包 含 第 e 个 单元 的 第 二 个 局 部 棱 边 的 总 体 棱 边 编 号 的 数组 
名 n3EL= 包 含 第 e 个 单元 的 第 三 个 局 部 棱 边 的 总 体 棱 边 编号 的 数组 
s 负 值 表示 总 体 棱 边 方 向 与 局 部 棱 边 方向 相反 

f 


n(1,e)=n1L(e) ; 
n(2,e)=n2L(e) ; 
n(3,e)=n3L(e) ; 
ne (1,e) =n1EL(e) ; 
ne (2,e)=n2EL (e); 
ne (3,e)=n3EL (e); 
end 
名 初始 化 
Att = zeros (Neg, Neg) ; 
Btt = zeros (Neg, Neg) ; 
Btz = zeros (Neg, Nn) ; 
Bzz = zeros (Nn,Nn) ; 
S 对 所 有 单元 进行 循环 
for e=1: Ne; 
各 各 个 单元 的 节点 坐标 
for i=1:3; 
x(i)=xn(n(i,e)); 
y(i)=yn(n(i,e)); 
end 
s 计算 单元 矩阵 元 素 
b(1)=y(2)-y(3); 
b(2)=y(3)-y(1); 
b(3)=y(1)-y(2); 
c(1)=x(3)-x(2); 
c(2)=x(1)-x(3); 
c(3)=x(2)-x(1); 
Area=0.5* abs (b(2)*c(3)-b(3)*c(2)); 
1(1)=sqrt (b(3)* b(3) +¢(3)* c(3)); 
1(2)=sqrt (b(1)* b(1)+c(1)* c(1)); 


1(3) =sqrt (b(2)* b(2)+c(2)* c(2)); 
K(1) =1(1) /(12*Area) ; 

K(2) =1(2)/(12*Area) ; 

K(3)=1(3) /(12*Area) ; 

s 计算 单元 矩阵 元 素 


for i=1:3; 
for j=1:3; 
ff (i,j)=b(i)*b(j)+c(i)*c(j); 
Se(i,j) = (0.25/Area)* (b(i)*b(j)+c(i) *c(j)); 
if i =j 
Te(i,j) =Area/6; 
else 
Te(i,j) =Area/12; 
end 
end; 
end; 


G(1,1) =2* (ff (2,2) —f£(1,2)+f£(1,1)); 
G(2,2) =2* (££ (3,3) -—f££(2,3)+f£(2,2)); 
G(3,3) =2* (f£(1,1) —f£(3,1)+££(3,3)); 
G(1,2) =f£(2,3) -f£(2,2) -2*f£ (1,3) +££(1,2); 
G(2,1)=G(1,2); 
G(1,3)=ff (2,1) -—2*f£(2,3) -f£(1,1)+f£(1,3); 
G(3,1)=G(1,3); 
G(2,3) =f£f (3,1) -ff (3,3) —2*f£(2,1)+f£(2,3); 
G(3,2)=G(2,3); 
Gtz (1,1) =-K(1) * (b(1) * (b(1)-—b(2)) +e¢(1) * (c(1) -¢(2))); 
Gtz (2,2) =-K(2) * (b(2) * (b(2)—b(3)) +c(2) * (c(2)-c(3))); 
Gtz (3,3) =-K(3) * (b(3) * (b(3)-b(1)) +e(3) *(c(3)-c(1))); 
Gtz (1,2) =K(1) * (b(2) * (b(2)-b(1)) +c(2) *(c(2)-c(1))); 
Gtz (2,3) =K(2) * (b(3) * (b(3)-b(2)) +c(3) *(c(3)-c(2))); 
Gtz (3,1) =K(3) * (b(1) * (b(1)-b(3)) +e(1) *(c(1)-0(3))); 
Gtz (1,3) =-K(1) * (-y(1) * b(2)-y(2) *b(1)-y(3)*b(3)... 
+x(1)* c(2)+x(2)* c(1) +x(3) * c(3)); 
Gtz (2,1) =-K(2)* (-y(2) * b(3)-y(3) *b(2)-y(1)*b(1)... 
+x(2)*c(3) +x(3)* c(2)+x(1)*c(1)); 
Gtz (3,2) =-K(3)* (-y(3)* b(1)-y(1)*b(3)-y(2)*b(2)... 
+x(3)*c(1)+x(1)* c(3)+x(2)* c(2)); 
for i=1:3; 
for j=1:3; 
Ee (i,j) = (1/Area) *(1(i)*1(j)); 
Fe (i,j) = (1/48) * (1/Area) *1 (i) *1(4)*G(i,j); 
s 将 单元 矩阵 合成 到 总 体 FEM 和 矩阵 中 
if (ne(i,e)<0); 
Ee (i,j) =-Ee(i,j); 
Fe (i,j) =-Fe(i,j); 
Gtz(i,j)=-Gtz(i,j); 
else; 
end; 
if (ne(j,e)<0); 
Ee(i,j)=-Ee(i,j); 
Fe(i,j)=-Fe(i,j); 
else; 
end; 
Atte (i,j) = (1/mur(e) ) *Ee (i,j) —-k0*kO*epr (e) *Fe(i,j) ; 
Btte (i,j) = (1/mur (e))*Fe (i,j); 
Btze (i,j) = (1/mur(e) )*Gtz (i,j); 
Bzze(i,j) = (1/mur(e) ) *Se(i,j) —kO*kO*epr(e) *Te (i,j); 
s 出 于 存储 的 目的 ， 取 ne (i,e) 和 ne (j,e) 的 绝对 值 ，ne (ive) 和 ne (j,e) 可 能 为 负数 
ane(i,e)=abs(ne(i,e)); 
ane (j,e)=abs(ne(j,e)); 
Att (ane(i,e),ane(j,e))=Att (ane(i,e),ane(j,e))+Atte(i,j); 
Btt (ane(i,e),ane(j,e))=Btt (ane(i,e) ,ane(j,e))+Btte(i,j); 
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Btz(ane(i,e) ,n(j,e)) =Btz(ane(i,e) ,n(j,e))+Btze(i,j); 
Bzz(n(i,e),n(j,e))=Bzz(n(i,e) ,n(j,e))+Bzze(i,j); 
end 
end 

end 

C1 =Btt —Btz*inv(Bzz) *Btz’‘ ; 

C2 = inv (C1); 

C=C2*Att; 


18C.5 GLANT MATLAB 函数 


function [S,T,K,b] =GLANL(Nn,Ne,n1L,n2L,alphae, betae, fe, xn) ; 
t 总 体 合成 基于 节点 的 一 维 一 阶 单元 
% diff. eq: -d/dz(alpha d phi/dz) +beta phi=f (z) 
for e=1:Ne; 
n(1,e)=n1L(e); 
n(2,e)=n2L(e) ; 
alpha (e) =alphae(e) ; 
beta (e) =betae(e) ; 
f(e) =fele) ; 
end 


% 初始 化 
S = zeros (Nn,Nn) ; 
T= zeros (Nn,Nn) ; 
K= zeros (Nn, Nn) ; 
b= zeros (Nn,Nn) ; 
多 对 所 有 单元 进行 循环 
for e=1: Ne; 
$ 各 个 单元 节点 的 坐标 
for i=1:2; 
x(i)=xn(n(i,e)); 
end 
s 计算 单元 矩阵 元 素 
l1(e)=x(2)-x(1); 
Se(1,1)=1/1(e); 
Se(1,2)=-1/1 (e); 
Se(2,1)=Se(1,2); 
Se(2,2)=Se(1,1); 
Te(1,1)=1(e)/3; 
Te(1,2)=1(e)/6; 
Te(2,1)=Te(1,2); 
Te(2,2)=Te(1,1); 
% 计算 Ke 和 be 算 阵 元 素 ， 将 它们 合成 到 总 体 FEM 和 矩阵 中 
for i=1:2; 
be (i) =1(e) *f£ (e) /2; 
b(n(i,e))=b(n(i,e))+be(i); 
for j=1:2; 
Ke (i,j) =alpha(e)*Se(i,j)+beta(e)* Te(i,j); 
S(n(i,e),n(j,e))=S(n(i,e) ,n(j,e))+Se(i,j); 
T(n(i,e) ,n(j,e))=T(n(i,e),n(j,e))+Te(i,j); 
K(n(i,e) ,n(j,e))=K(n(i,e),n(j,e))+Keli,j); 
end 
end 
end 
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复 坡 印 廷 定理 
在 无 损 媒 质 中 ， 有 
VX H =jweE (21A. 1) 
VX E =— jon (21A. 2) 
VX EB” =j (21A. 3) 
H+ VX E =jonH + A’ (21A. 4) 
E'. VX H =jweE + E` (21A. 5) 


ASK C21 A. 4) 中 减 去 式 (21A. 5) ， 并 利用 式 (21A. 4) ， 可 以 得 到 
V+ (AXE) = jwe | El? —j | Al? 
在 体积 r 上 进行 积分 ， 可 以 得 到 


il Ve (AX BE" dr = jol] Cel El? — | Ñ lde (21A. 6) 
利用 散 度 定理 ， 可 以 写 出 
(AXE) + ds = jw [e] Z|? — al Al* Ide (21A. 7) 


注意 ， 式 (21A.7) 表 明 ， 在 由 无 损 边界 面 所 限定 的 一 个 无 损 和 无 源 的 体积 内 ， 功 率 流 
都 是 电抗 性 的 。 如 果 在 =* 中 有 无 损 媒 质 或 有 一 个 源 卫 ， 就 必须 将 了 加 到 式 (21A. 1) 的 右 端 ， 
那么 复 坡 印 廷 矢量 将 变 为 

AXE") + ds = iol] lell -al Alah] E+Far C21A.8) 
由 式 (21A. 8) ， 可 以 得 到 
Ret) (A xE) «ds = J E . Pir (21A. 9) 


式 (21A. 9) 可 以 解释 为 欧姆 损耗 或 (和 ) 辐 射 功 率 。 式 (21A. 9) 的 右 端 项 给 出 了 由 无 损 
体积 = 中 的 源 所 产生 的 ， 而 从 包围 体积 t 的 闭合 曲面 S 辐射 出 的 功率 。 在 图 21A. la 中 ， 
右 端 项 表示 由 源 所 提供 的 有 功 功 率 和 通过 闭合 曲面 从 体积 中 辐射 出 的 功率 。 在 
图 21A. 1b 中 ， 右 端 项 表示 在 = 中 的 功率 损耗 (欧姆 损耗 ) 。 


S S 
无 损耗 有 损耗 
T T 
a) 内 部 含有 一 个 源 b) 有 损 但 是 无 源 的 媒质 


的 无 损 媒 质 
图 21A,.1 复 坡 印 廷 矢量 在 无 损 边 界面 所 限定 体积 上 的 应 用 
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Pl. 
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p1. 
pi. 
P1. 


Pi. 
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HH fay FCA REST PAY EMH 的 波动 方程 。 

在 洛 伦 效 条 件 式 (1.21) 的 条 件 下 ， 试 导出 波动 方程 式 (1. 18) 和 式 (1. 19), 

请 导出 式 (1. 27) 。 

对 于 正弦 情况 ， 证 明 式 (1. 22) 可 化 为 式 (1. 50)。 

a. 如 图 P1.5 Bras. Wz 轴 有 一 段 长 度 h 很 小 的 电流 元 ， 试 求 其 滞后 位 A 的 复数 表达 式 。 

b. 由 上 面 的 结果 求 出 在 P 点 的 电场 和 磁场 。 假 设 该 线 电流 大 小 为 lA). 

c. 在 远 区 ， 即 RDA, AKA, RE, H, EXHAM<S>. 

第 一 节 主 要 复习 了 一 下 麦克 斯 韦 方程 ， 在 本 科 必 修 课 程 中 ， 我 们 花 了 大 量 时 间 来 熟 R 

悉 这些 基 于 实验 定律 的 方程 。 在 这 一 过 程 中 ， 用 了 很 大 的 篇 幅 解 释 向 量 微 积 分 和 坐 

标 系 。 这 一 讲 的 问题 将 使 你 改变 你 的 本 科 背 景 。 你 可 以 通过 浏览 你 在 本 科 必 修 课程 

学 习 时 所 使 用 的 教材 本 或 通过 上 网 查询 来 回答 以 下 两 个 问题 。 这 两 个 问题 如 下 : 图 P1.5 

a. 式 (1.1) 一 式 (1.4) 都 是 微分 形式 。 写 出 相应 方程 的 积分 形式 。 

b. MARC. 1) 的 积分 形式 ， 即 法 拉 第 定律 ， 可 以 计算 出 在 某 一 个 回路 中 的 感应 电压 。 该 感应 电 
压 由 两 部 分 构成 : (站 变压器 电动 势 (让) 动 生 电动 势 。 请 给 出 一 个 仅 有 变压器 电动 势 存在 的 例 
子 ; 请 给 出 一 个 仅 有 动 生 电 动 势 存 在 的 例子 ; 请 给 出 一 个 变压器 电动 势 和 动 生 电动 势 同时 存在 
的 例子 。 在 刚才 所 述 的 第 三 种 情况 下 ， 如 果 你 的 兴趣 只 是 计算 总 感应 电势 ， 而 不 是 将 它 分 成 独 
立 的 两 部 分 来 计算 ， 是 否 有 一 种 计算 总 感应 电势 的 比较 简单 的 方法 ， 试 举例 说 明 。 

通过 这 道 习题 ， 你 将 想起 滞后 位 的 概念 。 式 (1.22) 和 式 (1.24) 有 助 于 回答 这 个 问题 。 注 意 ， 

式 (1.22) 仅 当 电流 源 为 体 电流 时 才 成 立 ， 对 于 线 电流 源 ， 应 该 用 IdL KRE JAV., 

假设 电流 源 是 一 个 位 于 坐标 原点 且 沿 y 轴 的 线 电流 ， 有 : 

IdL = 2tdy 9 

试 求 出 在 点 P(5，10，15) 处 的 微分 矢量 位 dap 。 

请 注意 ， 可 以 用 黑体 字母 或 上 方 带 箭头 的 字母 来 表示 向 量 。3?》 和 表示 在 直角 坐标 系 的 y 方向 上 的 单 

位 矢量 。 

一 个 长 为 ! 的 圆柱 形 电容 器 如 图 P1.8 所 示 。 内 圆柱 的 半径 为 w， 外 圆柱 的 半径 为 5。 在 电容 器 内 

部 ， 电 介质 的 介 电 常数 连续 变化 ， 有 如 下 形式 (K 为 常数 ) 

er(p) = Kp’ 

证 明 导 体 中 的 传导 电流 I(2) 与 电容 器 中 的 位 移 电 流 相 同 。 

一 个 极 板 面积 为 A 的 平行 板 电 容器 内 部 充满 介 电 常数 线性 变化 的 电介质 材料 ， 在 一 个 极 板 (y= 二 0) 处 

es 二 @1， 在 男 一 个 极 板 (y= 二 Qd) 处 =e RA P1. 9) 。 忽 略 边缘 效应 ， 试 确定 该 电容 器 电容 的 大 小 。 


z 


.10 ”两 个 同 轴 圆 柱 导 体 管 的 半径 分 别 为 rt Al res ore > LE P1. 10)。 试 证 明 两 个 同 轴 圆 柱 导体 管 


之 间 的 位 移 电 流 与 流 过 外 电路 中 的 电流 相等 。 外 加 电压 为 V 一 Vosinwt。 


so 平面 面积 为 4 


y=d 
of: on 
y=0 A 


-Q 
面积 为 4 V,sinot 
图 P1.9 图 P1.10 
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P2.1 导出 式 (2.1) 一 式 (2. 3) 。 
P2.2 假设 在 一 理想 导体 内 的 正弦 电磁 场 为 零 。 证 明 在 理想 导体 的 交界 面 上 ( 见 图 P2. 3)， 边 界 条 件 由 式 
(2. 23) 或 式 (2. 24) 或 式 (2. 25) 或 式 (2. 26) 给 出 。 
P2.3 ”本题 分 析 感 应 加 热 的 原理 。 将 一 块 电导 率 为 e 的 金属 板 ( 良 导 
体 ) 放 入 交流 磁场 中 ， 在 表面 <= td 处 ,交流 磁场 的 磁场 强 
度 为 H,=— M5. 
a. 证 明 导 体 中 的 交流 磁场 为 日 (zx) 二 HH (cosh rz/cosh rd), HP 
r 1 ` 
t=(1+))/8, 5 ae 假设 6~d。 图 P2.3 
b. 证 明 J=J 2, HA, J=rH, (sinh rz/cosh rd), 
c. 求 在 长 为 1m( 沿 工 轴 ) 和 宽 为 lm( 沿 > 轴 ) 的 金属 板 中 消耗 的 功率 。 作 为 课 后 作业 ， 你 不 必 证 
明 ， 但 在 接 下 来 的 课程 中 将 证 明 当 dal. 1258 时 单位 体积 on 1) CYAz T(ztAz t) 
内 消耗 的 功率 最 大 。 
P2.4 图 P2. 4a 所 示 为 一 段 长 度 为 Az 的 传输 线 的 等 效 电 路 。 
a 导出 瞬时 电流 T(z, OM MAT BR. 
b. 假设 电流 在 时 间 和 空间 上 做 正弦 变化 ， 即 是 ， 
I(z,t) = Texp[j(owt — kz) J 
Kit wo Mk 的 关系 式 。 
c 图 P2. 4b 给 出 了 wz 二 wnt 和 上 的 草图 。 求 截止 频率 we 的 值 
和 渐 近 线 (虚线 ) 的 斜率 。 
P2.5 同 轴 电 缆 的 横 截 面 如 图 P2.5 所 示 ， 其 中 的 电场 和 磁场 分 别 由 
下 式 给 出 。 该 线 将 电源 与 负载 相连 接 。 
在 p=1 处 : E=100 &,+0.05 â. V/m, H=2 â A/m 
在 p=2 处 : E=C â, +0. 02 â.V/m, H=D â, A/m 
a mE CHD. 
b. 车 电缆 长 为 30m， 求 出 电源 功率 ， 电 缆 上 损耗 的 功率 以 及 
负载 吸收 的 功率 。 
c 上 述说 明 “ 在 p==2 Ab: E=C â, +0. 02 â. V/m” p a feH ER i 
错误 。 找 出 该 印刷 错误 并 加 以 纠正 。 给 出 一 或 两 点 为 什么 你 
认为 此 处 有 错误 的 理由 。 这 个 印刷 错误 或 许 不 会 影响 Ca) 和 


z 









He |-d 












内 导体 电流 方向 ”外 导体 电流 方向 
(b) 的 答案 。 指向 纸 外 指向 纸 里 
P2.6 一 条 无 损耗 非 均 匀 传 输 线 有 : 
=U 图 P2.5 
C=C (xz) 


这 里 ， 工 、C 分别 为 传输 线 每 单位 长 度 上 的 电感 和 电容 。 
a. 确定 瞬时 电压 V(z，z) 的 偏 微分 方程 。 
b. 对 指数 传输 线 
L' (z) 一 Loexp(qz) 
C' (z) 一 Cuoexp( 一 qz) 
假设 Viz, 2)=VoexpGlwt—kz)), WE wo Mk 的 关系 。 
P2.7 ”一 无 畸变 传输 线 满足 条 件 


求 该 传输 线 的 a、B 和 Zo。 
P2.8 下 式 给 出 了 一 平面 波 的 磁场 的 相 量 形式 
H(z) = 29+ j Dexp(jkr) (P2. 1) 
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a. 利用 平面 波 的 性 质 确 定 E, 2)。 

b. 由 El, 由 的 表达 式 你 可 能 会 看 出 它 是 圆 极 化 波 ， 请 问 是 左旋 圆 极 化 波 还 是 右 旋 圆 极 化 波 ? 

如 果 利 用 题 2. 1 的 方程 来 确定 此 极 化 ， 你 将 得 到 与 (b) 一 样 的 结果 。 试 通过 画 如 2. 6b 或 c 所 示 

的 草图 来 检验 这 一 结果 。 

d. 确定 瞬时 功率 密度 S(x， 纪 和 有 功 功 率 密度 (Sr (zx， 7))。 

P2.9 在 空气 中 ,将 一 特性 阻抗 为 377Q/m? 的 导体 薄膜 放 在 一 平板 导体 (PEC) 之 前 的 四 分 之 一 波长 处 
( 见 图 P2.9), 来 消除 频率 为 9GHz 的 波 的 反射 。 假 设 忽略 导体 薄膜 中 的 位 移 电 流 。 在 频率 6 一 
18GHz 范围 内 ， 画 出 波 反 射 功率 与 人 射 功率 之 比 与 频率 的 关系 。 

P2. 10 一 均匀 平面 波 正信 射 到 有 机 玻璃 单 ( 电 介质 窗 ) 上 ， 玻 璃 单 两 边 均 为 自由 空间 ， 玻 璃 单 的 厚度 为 
3/8" ， 相 对 介 电 常数 8 二 2.8， 求 反射 系数 和 入 射 能 量 被 反射 的 百分比 。 Ao =20em, 4 A= 
10cm，)o 一 3cm 时 ， 分 别 重复 上 述 计 算 。 并 解释 所 求 得 的 结果 。 

P2. 11 在 真空 中 ,产生 了 一 波长 为 Mo 一 5. 45pm 的 绿色 离子 激光 束 ， 它 穿 过 折射 率 为 1. 5 的 玻璃 窗 后 进 
人 折射 率 为 n=1. 34 的 水 中 ( 见 图 P2. 11) 。 试 设计 一 个 玻璃 窗 ， 使 一 极 化 方向 在 人 射 平面 内 的 波 
E 在 两 个 分 界面 处 无 反射 ， 即 求 出 On: 一 bsi 。 

P2.12 ”如 图 P2. 12 ta, 一 个 地 对 空 通信 系统 的 发 射 天 线 置 于 距 水 面 10m 的 高 度 处 。 接 收 天 线 与 发 射 
天 线 之 间 的 水 平 距离 为 10km， 接 收 天 线 置 于 机 载 平台 上 。 为 了 使 水 反射 的 反射 波 中 无 平行 极 化 
分 量 ， 试 求 接收 系统 距 水 面 的 高 度 h, 。 假 设 水 面 是 平 直 的 和 无 损耗 (参考 第 2 章 )。 


~ 自由 空间 ~ 
| an YY, 


图 P2.9 Æ P2.11 P2. 12 


P2. 13 如 图 P2.13 所 示 ， 一 个 内 阻抗 为 2009 和 电压 为 Ve =60/0 HE MAAS TP LRE HE ED) 
Zu =2000 的 电阻 负载 上 ,传输线 长 度 为 4 = 二 10cm， 特 性 阻抗 为 Zu =500 的 ， 空 气 中 的 波 速 为 
c 一 3X10*m/s。 该 负载 通过 长 度 为  =5em 的 二 线 传 输 线 连接 到 另 一 负载 Z, 上 。 用 一 个 短路 回路 
代替 负载 Za 。 在 以 下 两 个 频率 (了 ) 下 ， 试 确定 电流 In: I, A lh=lom çl5m g 
a. f= 二 60Hz。 即 工 频 。 O e 
提示 : 4 plat, tanpl 可 近似 为 零 。 
b. f=1. 5GHz. 

P2.14 如 图 P2.14 所 示 ， 一 电介质 板 的 介 电 常数 为 e,。 一 平 
面 波 以 角度 8(0" 二 90. 二 90") 斜 人 射 到 介质 板 一 边 。 证 明 
当 ,之 2 时 ,无论 8 的 值 多 大 ， 该 波 都 将 被 约束 在 电 介 B D F 
质 板 内 传播 。 P2. 13 

P2.15 如 图 P2.15 所 示 ， 一 个 各 向 辐射 同性 的 电源 放 在 水 面 
以 下 d 处。 为 了 保证 接收 到 辐射 ， 水 面 上 的 一 个 观察 者 沿 z 方 向 ( 正 向 和 负 向 ) 最 多 能 够 走 多 远 ? 
假设 水 的 相对 介 电 常数 为 81， 且 水 面 平 直 和 无 损耗 (参考 2.2 节 ) 。 


EZ 

图 P2.14 Æ P2.15 

P2.16 ”导出 式 (2. 112) 一 式 (2. 115). 

P2.17 40°<6,<6. 时 ， 电 介质 与 电介质 交界 面 的 反射 系数 了 为 实数 ，0. AMAA. 4OA>0 时 ， 发 生 


全 反射 并 且 反射 系数 的 模 值 为 1。 因此， 在 4<%< 王 90" 范 围 内 ， 反 射 系 数 可 表示 为 r=”, Gil 
Hh s 波 和 Pp 波 的 $ 与 01 的 关系 图 。 假设 二 1.5， ns 一 1.0。 上 面 的 b ZAHM. 


9 





水 (e=81) 
lm 









x; 










P2.18 a 导出 式 (2. 126). 
b. 计算 离开 半径 为 op， 长 为 1m 的 圆柱 表面 上 的 辐射 功率 。 假 设 圆 柱 体 位 于 远 区 ， 电 源 为 沿 = 轴 
的 一 正弦 变化 长 直线 电流 了 。 
P2. 19 一 椭圆 极 化 波 的 电场 矢量 的 复数 形式 为 ; 


五 (y) 一 | 100exp( 12 ) 8 十 50exp (一 in) 8 Jexp(— jkoy) (V/m) 


证 明 该 电场 可 表示 为 一 左旋 圆 极 化 波 (LCP) 和 一 右 旋 圆 极 化 
HRCA 的 电场 之 和 。 写 出 LCP 波 电场 相 量 的 完整 表达 式 和 人 4] 
RCP 电场 相 量 的 完整 表达 式 。 z 


P2.20 ”请 看 图 P2. 20。 当 入 射 波 的 电场 为 E! = 2eitrx10" ke(mV/m) 自由 空间 
时 ， 试 确定 反射 波 CER) 的 电场 。 假 设 正 人 射 。 5 
P2.21 如 图 P2. 21 所 示 ， 一 个 地 对 空 通信 系统 的 发 射 天 线 放置 在 某 一 种 一 1 
液体 上 方 10m 高 处 。 假 设 发 射 天 线 与 接收 天 线 之 间 的 水 平 距离 为 ”Ra 一 
10km， 接 收 天 线 安装 在 距 液 面 高 度 为 h, 二 990m 的 机 载 平台 上 。 试 
问 液体 的 相对 介 电 常数 为 何 值 时 ， 被 液体 反射 的 波 中 无 平行 极 化 
分 量 。 假 设 液体 表面 平 直 且 无 损耗 。 
P2. 22 一 电介质 板 的 纵 断 面 如 图 P2. 22 所 示 。 车 li 二 30"，0, 为 在 分 界 B Pz 
面 2 处 的 临界 角 ， 确 定 介质 板 的 相对 介 电 常数 es 。 





| 一 10m 一 一 一 "| 
图 P2.21 图 P2.22 
P2.23 BAA P2. 23。 由 s 波 和 p 波 所 组 成 的 人 射 波 电场 的 瞬时 形式 由 下 式 给 出 : 
E, = (38—42) cos(wt —k,x —k.z) —59 sin(wt —k x —k,z)(V/m) 

a. 确定 人 射 角 。 

b. 邻 & 二 Aeo， = 且 人 射 角 为 布 儒 斯 特 角 。 试 计算 A。 并 确定 (DT, 和 (反射 波 电场 的 瞬时 形式 。 
P2.24 a. 如 图 P2. 24a 所 示 ， 一 p 波 沿 5 方向 传播 。 它 的 电场 由 下 式 给 出 : 

E, = (3% — 42) exp[— j(k.a +k.z)](V/m) 





a) 
图 P2.23 P2. 24 


确定 角 OWA. SRASAM. HAH,- 
b. 由 s 波 和 p 波 所 组 成 的 入射 波 电场 的 瞬时 形式 ( 见 图 P2. 24b) 由 下 式 给 出 : 
E' = (6% — 82)cos(wt — kx — k.z) + 10 ĵ sinlwt — kx — kz) (V/m) 
1) 确定 角 4 。 
2) 确定 角 0. 。 
3) 车 二 0. 5rad/m， 计 算 频 率 f 为 多 少 赫兹 ， 波 长 4 为 多 少 米 。 
4) 确定 人 射 波 的 极 化 特性 。 
5) 当 人 射 角 等 于 临界 角 时 ， 求 e 的 值 。 
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P2. 25 


P2. 26 


P2. 27 


P2. 28 


6) 当 反射 波 为 线性 极 化 波 时 ， 求 e 的 值 。 
7) 车 r= 164 ， 分 别 确 定 反射 波 电场 的 瞬时 形式 和 透射 波 电场 的 瞬时 形式 。 
8) 若 ex =25e0 » ， 确 定 反 射 波 电场 的 瞬时 形式 。 

在 自由 空间 中 ， 一 圆 极 化 驻 波 的 电场 强度 的 复数 形式 为 : 


E = (%—jp) E,sin(kz) (P2. 2) 
i, 确定 : 
a. AREH. 
b. 瞬时 功率 密度 。 
c. 平均 功率 密度 。 
d. 假设 该 驻 波 为 线性 化 波 ， 且 电场 强度 的 复数 形式 如 下 : 
E = &Eypsin(kz) (P2. 3) 


确定 上 述 (a) 、(b) 、(c) 中 的 各 个 场 量 。 
i 车 让 式 (P2. 2) 给 出 的 电场 位 于 两 个 平行 导电 平板 之 间 ， 两 个 导电 平板 分 别 在 * 一 0 和 z 二 d 处 。 求 角 
频率 w Ald 的 关系 。 
在 x 二 0 处 , 一 面 电流 片 的 电流 密度 为 


K(z.y) = t Koexp(—j isz) CA/m) 


由 Ko 分 别 确定 (Dz<0(ii)z>0 区 域 中 的 电场 强度 复 矢量 EE 和 磁场 强度 复 矢量 二 。 
如 图 P2.27 所 示 ，s 波 以 角度 9 自 介质 1 入 射 到 介质 2 中 (和 人 射 面 为 zx-z 平 面 )， 也 即 人 射 波 的 电 
场 撩 量 如 下 : 
E: = ĵ E, pr jce] (V/m) 
介质 1 的 相对 介 电 常 数 em 一 16， 频 率 为 10GHz。 


a. 确定 有。 

b. 介质 2 为 理想 导体 。(D 写 出 反射 波 磁场 矢量 H? 的 表达 式 。( 让 反射 系数 芽 。(iii) 功 率 反 射 系 
RM. Civ) RRBACc, ys 0, t). VEDA H z=0 处 的 面 电流 K. 

c. 介质 2 的 相对 介 电 常数 sz 一 9。(iD 确 定 临 界 角 和 。(iD 取 9 一 %. 十 5 。 若 将 反射 波 磁 场 的 z 分 量 
的 瞬时 表达 式 写 成 HR 二 Acos(wt 十 bz 十 cz 十 2$)， 确 定 w x 
A, by cy $o 


Eg, =16 


d. 介质 2 和 (c) 中 一 样 。 将 一 电场 强度 为 s 波 电场 强度 两 倍 
的 p 波 ， 加 入 人 射 波 中 去 。 

i 根据 Eo 和 0， 写 出 由 s 波 和 波 所 组 成 的 人 射 波 的 电场 强 
BEE' 表达 式 。 

ii, 确定 布 儒 斯 特 角 ba o 

ii 若 6 一 ga， 写 出 反射 波 电场 EE 和 透射 波 电场 ET 的 瞬时 表 
达 式 。 

图 P2. 28 所 示 为 一 段 长 度 为 Az 传输 线 的 等 效 电 路 。 试 导出 

瞬时 电压 V(z,， 由 所 满足 的 微分 方程 。 在 所 得 结果 中 不 能 包 

含 电流 变量 Iz, t). 





L'Az 





图 P2.28 


P2.29 2>0 区 域 为 理想 导体 ，z<0 区 域 为 自由 空间 。 在 自由 空间 中 ， 磁 场 强度 由 下 式 给 出 : 
H= Ycos(3 X 108s — 42x) (A/m) 


a. 求 ; 一 5ns 时 ， 点 PC(4，2，0) 处 的 面 电 流 密度 J 。 
b. 求 t=5ns 时 ,点 P(4，2，0) 处 的 面 电 荷 密度 ps 。 
P2.30 在 三 0 时 ， 在 坐标 原点 处 的 电场 强度 为 ( 难 一 109 十 32)(V/m) 。 若 坐标 原点 位 于 一 理想 导体 表面 上 ， 
与 坐标 原点 相 紧 邻 介 质 的 er 二 10，jyr 二 2，o 二 0。 求 出 c=0 时 刻 ， 坐 标 原点 处 的 面 电 荷 密度 。 
P2. 31 可 以 应 用 传输 线 模型 来 分 析 波 在 无 限 大 良 导 体 中 的 传播 特性 。 图 P2. 31 给 出 了 一 段 长 度 为 Az 传 


输 线 的 等 效 电路 。 Hag) L'as Iati) 

a 导出 V(z, DAI, ONM—-PBMAHODE. BEV. SHIH - A À 
= z+AzL. 
二 阶 微分 方程 。 ae 

b. 假设 电压 在 时 间 上 和 空间 中 作 正 弦 变 化 ， 即 是 有 : 

I(z,t) = Jexp[Lj(Cot — kz) J 
RH w Ak 的 关系 。 
P2. 31 

c M ok RE. i 


d. 根据 你 所 学 到 的 波 在 良 导 体 中 传播 的 知识 ， 用 导体 的 y 与 o 来 表示 图 中 的 L' 和 G'。 
P2.32 Al P2. 32 所 示 为 两 种 非 导电 媒质 ， 其 分 界面 在 x 二 0 处 。 图 中 还 给 出 了 媒质 的 相关 参数 和 在 两 种 
媒质 中 的 电场 强度 表达 式 。 
a 求 出 这 些 表达 式 中 的 常数 A、B、C。 
b. 确定 矢量 He 的 表达 式 。 


5o=5 E,=8A cos (Bt-Cz) (V/m) 





E,=%[60 cos (15 x 15°t-5z) 
+20 cos (15 x 15°t+5z) ] (V/m) 


图 P2.32 


P2.33 波 由 光 密 媒质 (媒质 A BG iE CR TS LI FAA. TE m=1.5, m=1. 
a. 计算 临界 角 。 若 人 射 波 为 s 波 ， 计 算 人 射 角 比 临界 角 大 5 时 修 逝 波 的 透 和 人 深度 。 求 出 沿 分 界 
面 修 逝 波 传播 的 相 速度 。 用 媒质 2 中 的 波 数 来 表示 你 得 到 的 结果 。 
b HAIA ptit, OR AT ESTA AA 


第 3 章 


P3.1 导出 式 (3. 29) 、 式 (3. 22) 和 式 (3. 23). 
P3. 2 一 个 内 尺寸 为 a 二 2. 286cem(0. 9") Al b=1. 106cm(0. 4") 的 标准 X 波段 矩形 波导 填充 满 无 损耗 聚 茶 
Zi fit Ce, 二 2.56)。 对 波导 的 低 阶 模式 ， 当 f=10GHz 时 ， 计 算 下 列 各 个 值 : 
a. 截止 频率 f. (GHz)。 b. 波导 波长 As (cm)。 
c 波 阻抗 。 d. 相位 速度 。 
P3.3 WEAR 1/44 =1/4? — 1/42. 
P3.4 在 z=0 处 , 一 电流 片 的 电流 密度 为 K(xzx，y,， 2) =2KoexpQot)(A/m). ESP RHAASH. 
a 写 出 矢量 位 函数 A 的 微分 方程 。 
b. 矢量 位 函数 A 的 哪个 分 量 将 不 为 零 ? 该 分 量 与 哪个 坐标 有 关 ? 写 出 该 分 量 所 满足 的 常 微分 方 
程 。 求 出 在 z2>0 区 域 中 的 解 。 其 解 中 含有 一 个 待定 常数 A. 
c 由 Ao 计算 出 电场 强度 E 和 磁场 强度 H。 
d. 利用 安培 定律 确定 A AK, 的 关系 。 
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P3.6 


P3:7 


P3.8 


P3. 10 下 式 给 出 了 矩形 波导 中 TEi' 模式 的 磁场 的 = 分 量 : 


P3. 11 


e 计算 每 平方 米 的 辐射 功率 。 

f. Hw=0, EAH 将 为 何 值 ? 

g 写 出 在 -<0 区 域内 的 电场 强度 E 和 磁场 强度 H。 

设计 一 个 圆 波导 ， 其 中 无 损耗 介质 的 相对 磁 导 率 为 1。 在 带宽 为 1. 5GHz 的 范围 内 ， 波 导 必 须 在 
单一 模式 下 工作 。 假 设 圆 波导 的 半径 为 1. 12cm。 

a 求 介质 的 介 电 常数 ， 使 得 圆 波导 满足 所 期 望 的 条 件 。 

b. 求 出 工作 频率 的 上 、 下 限 。 

设计 一 个 用 于 征 波 炉 中 的 矩形 波导 (确定 ae、 纪 工作 频率 为 F=900MHz, Ma/b= 1.8. Hea 的 
值 ， 使 磁 控 管 工作 频率 高 于 TElo 模 型 截止 频率 30% 时 。 即 : 


f 1,9 

CAEN 
确定 波导 波长 。 
如 图 P3.7 所 示 ， 已 知 矩 形 波导 (TEio 模 型 ) 中 的 电场 强度 为 E, 二 0. 5sin(rz/a)e 产 ， 求 在 下 PEC 
板 上 一 点 PCa/3)，0，0) 处 的 面 电荷 密度 p, 。 y 


一 矩形 波导 内 ， 在 ==0 处 介质 不 连续 ， 即 在 ><0 区 域 为 t 
a 和 种， 在 zx>0 区 域 为 e 和 ma。 b 
a 计算 无 反射 时 f/fao 的 值 。 其 中 ，f WSR, fao 

为 TEw 模 式 的 截止 频率 。 
b. 对 TM 模式 重复 上 述 计算 ， 即 计算 无 反射 时 // 


的 值 (对 TM 模式 )。 P A 

a. 假设 V(z, = 二 Voew PF ， 求 习题 2. 28 中 偏 微分 方程 = 
的 正弦 稳 态 解 ， 即 得 出 w 和 有 的 关系 。 - s 

b. 图 P3. 9a 所 示 为 w-8 的 草图 。 试 计算 w. 的 值 和 渐 近 线 P3.7 
(点 画 线 ) 的 斜率 。 


c. 证 明 通 过 选择 合适 的 二 和 C ， 可 以 用 习题 3.9 中 的 传 
输 线 来 模拟 在 波导 中 传播 的 TE, 模 ， 让 L' 二 yp，C'== 
s。 确 定 在 波导 中 与 传输 线 中 的 V、T 和 工 ; 的 相似 量 。 

d. 将 上 述 结果 应 用 到 图 P3. 9b PAIRS AY TEn 
式 ， 并 用 a, 6 等 来 表示 工 。 

e 同样 的 传输 线 也 能 模拟 TE; 模 吗 ? 请 给 出 解释 。 


(x/0. 1)? + (x/0. 05)? 
2x X 10" 


(3 X 10°)? cos(10xx) cos(20xy)e * 


H. =—j0.5 





确定 : 


i. a 


PEC 


E 


ii. b Eu 
ii, 截止 频率 feo = 
iv. 假设 信号 频率 /一 10"Hz， 计 算 8。 + 
1 a 
po Eo 
P3.11 所 示 为 一 个 导电 波导 管 ， 其 横 截 面 为 等 腰 直 角 
三 角形 。 
A 部 分 : 
i 对 于 TM 模式 ， 证 明 其 电场 的 = 分量 为 : 
Ret. | (227) peyi (Semey (sma) | 


a a a 
ii, R m 和 n 的 允许 值 。 
iii. 求 两 个 最 低 截止 频率 的 值 。 


= 3X 10'm/s b) 





č = 


a 题 475 


B 部 分 : 
i. 对 TE 模式 , RH.. 
ii, 求 出 TE 模式 的 最 低 截止 频率 。 


y 
4 PEC 
b-», 
+ 
a 


图 P3.10 





第 4 章 


P4. 1 圆柱 谐振 腔 如 图 P4. 1 所 示 ， 同 时 考虑 TE 和 TM 模式 ， 求 出 三 个 最 低 谐 振 频 率 。 
请 注意 : 在 复习 了 关于 圆柱 波导 的 3.7 节 和 关于 矩形 腔 波 导 的 4.1 节 和 4.2 节 之 后 ， 你 可 以 将 这 
些 理论 推广 至 圆柱 谐振 腔 的 分 析 中 。 

P4.2 在 圆柱 谐振 腔 中 激发 出 的 TMo 模式 的 谐振 频率 为 9. 375GHz。 该 谐振 腔 由 铝板 (o 一 3.5X107S/ 
m) 做 成 ， 其 高 度 为 2cm( 见 图 P4. 2) 。 





图 P4.1 P4. 2 
a 求 该 谐振 腔 的 直径 。 
b. 车 在 谐振 腔 中 充满 湿 雪 ( 介 电 常 数 二 3. 5 一 j0. 1) ， 求 此 时 的 谐振 频率 。 
P4.3 图 P4. 3 所 示 为 一 圆柱 谐振 腔 ， 分 别 求 出 下 列 模式 的 谐振 
频率 。 
a. TMz b. TE 
P4.4 设计 一 个 高 度 为 底面 宽度 的 1/2 且 谐振 频率 为 1GHz E 
形 谐振 腔 ， 谐 振 腔 的 底面 为 正方 形 。 HARES AR pec 
该 谐振 腔 的 品质 因数 Q。 
a. 谐振 腔 中 为 空气 ; 
b 腔 中 充满 聚 莱 乙 燃 ; 
c， 当 谐振 腔 的 腔 壁 材料 为 铜 ， 且 内 部 为 空气 填充 时 。 
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P6. 1 一 个 立方 体 盒子 沿 T、y、z 方向 的 尺寸 分 别 为 a、5、c。 
取 盒 子 的 一 个 角 所 在 点 作为 直角 坐标 系 的 原点 ， 并 且 使 盒子 中 各 点 的 坐标 均 为 正 值 。 
位 于 zy 平面 上 的 盒子 表面 的 电位 如 下 : 
Vs = Visin (24x) sin (22x) 
位 于 yz 平面 上 的 盒子 表面 的 电位 如 下 : 


Voy = Vzsin (2x) sin(2=x) 


盒子 的 其 他 4 个 表面 的 电位 均 为 零 。 求 盒 中 各 点 的 电位 。 





P4. 3 
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P6.2 


P6.3 
P6. 4 


P6.5 


P6. 6 


P6. 7 





P6. 8 


一 个 矩形 截面 柱 体 ， 其 截面 沿 工 方 向 的 边 长 为 a,， 沿 y 方 向 的 边 长 为 5， 其 长 度 由 < 一 0 延伸 至 x 二 oo。 
该 矩形 截面 柱 体 四 个 侧面 的 电位 均 为 零 .在 z 一 0 底面 上 ， 该 矩形 截面 柱 体 盖 子 的 电位 分 布 如 下 : 

Via, y, 0)=0, 0<r<a/2, y 取 任 意 值 

Viz, ys O =V, a/2<1<a, y 取 任 意 值 
RIG RE PY VC, ys DAM. 
图 P6. 3 所 示 为 一 个 圆柱 形 电容 器 。 求 电容 器 内 、 外 空间 中 的 电位 分 布 。 
如 图 P6.4 所 示 ， 圆 柱 导 体 壳 的 两 个 底面 分 别 位 于 z= 二 0 和 zx 一 ! 处 ， 其 两 个 底面 盖 板 的 电位 均 为 
零 。 圆 柱 导 体 壳 的 半径 为 a。 圆柱 导体 壳 分 为 两 部 分 : 





/| 


图 P6.3 图 P6.4 


Mz=0 至 x 二 1/2 部 分 ， 它 的 电位 为 Vo。; 而 从 251/2 至 z 一 :部 分 ， 它 的 电位 为 一 Vo 。 
试 求 圆柱 导体 壳 内 部 的 电位 分 布 。 
假设 将 图 P6. 5 中 z 一 :处 的 盖 板 分 成 许多 个 相互 绝缘 的 导电 环 ， 并 以 适当 的 方式 将 它们 连接 到 电 
源 ， 使 得 电位 分 布 近似 为 半径 的 贝 塞 尔 函 数 J: 


DoD = CI (52) 
z=0 处 的 盖 板 电位 为 零 。 写 出 圆柱 体内 部 任意 一 点 的 @(o，z) 。 
在 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 区 域 中 ， 电 位 既 没 有 最 大 值 ， 也 没有 最 小 值 。 试 证 明之 。 
考虑 一 个 由 闭合 导电 表面 所 包围 的 自由 空间 ， 导 电表 面 的 电位 为 100V。 在 该 自由 空间 内 部 ， 
某 一 点 的 电位 能 否 为 80V? 或 男 外 一 点 的 电位 能 否 为 120V? 能 否 得 到 在 原点 处 的 电压 ?能 否 证 明 
在 闭合 表面 内 部 ， 所 有 点 的 电位 必须 为 100V? 这 就 是 法 拉 第 第 的 工作 原理 。 
求 出 在 <r, 0<y<b 区 域内 任意 一 点 P(x，y) 处 的 电位 。 其 边界 上 的 电位 分 布 由 图 P6.7 给 出 。 


=Ch (pipla) 


y 
a 


1 
nS! POOO 
$=0 1 i 
| i 
| wa-0 leon 5 
1 
anes a y (0) =V,|5+0.06sin( 229)] | 
Tig ono aoe 
$=0 


图 P6.5 图 P6.7 


如 图 P6. 8 所 示 ， 一 导电 半球 置 于 无 限 大 导电 平板 上 。 在 半球 放 上 去 之 前 ， 在 无 限 大 导电 平板 上 方 
空间 中 的 电场 是 一 个 均匀 电场 ， 其 方向 垂直 于 平板 且 值 为 E。。 球 的 半径 为 a。9 是 自 平板 的 垂直 线 
测 得 的 角度 。 平 板 上 方 介质 为 空气 。 假 设 半球 和 平板 的 电位 都 为 零 。 求 出 半球 和 平板 导体 上 方 各 点 
的 电位 。 并 求 6(r，9， 办 。 注 意 ，Pi (cos0) 二 cos9， 当 为 奇数 时 P, (0) 二 0， 当 为 偶数 时 


wz1L 3。5…C 一 1) 
P,(0) = (—1) a 


P6.9 


P6. 10 


P6. 11 


P6. 12 


P6. 13 
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一 球形 电容 器 内 部 充满 介 电 常数 为 e.(7) 二 x 的 非 均匀 介质 ( 见 图 P6.9) 。 求 它 的 电容 。 
Eat a > oa 
1 


i l 





P6. 8 
如 图 P6. 10 所 示 ，z 一 1 处 盖 板 的 电位 为 ， 
®, = 100J,(m £) 
z 一 0 处 盖 板 的 电位 为 : 
号 = 20J (ps £) 


这 里 ，p1 、ps 分 别 为 贝 塞 尔 函 数 J 的 第 一 个 和 第 三 个 零点 。p 二 a 表面 的 电位 为 零 。 写 出 圆 
柱 体内 部 任意 一 点 的 BC(p，z)。 
如 图 P6. 11 所 示 ， 在 这 个 二 维 问题 中 ， 圆 pa 上 的 电位 变化 如 下 : 
®(a,¢) = Ina + a? cos3$ 
确定 点 Pla/2, 60°) Sb AY EA. 


®=ln (a) +aicos (3 让 1 





图 P6.10 P6. 11 


如 图 P6. 12 所 示 ， 在 圆柱 a<p<b 区 域内 ， 静 电场 的 电位 V 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 边 界 条 件 如 下 : 
Vla,$) = 100a’*cos(2$) + (20/a’ )cos(3¢) 
Vb,$) = 1008’ cos(2$) + (20/6 )cos(3¢) 

已 知 b=2a, V(3a/2), 90°) =—4V, Ka. 


如 图 P6. 13 所 示 ， 一 块 电导 率 为 的 材料 ， 其 圆 截面 的 直径 为 2a。 求 出 A 与 B 面 之 间 的 电阻 RR。 


EMM <1 mt, ML R= BOLE — se 


2 
ora 
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P6. 14 


P6. 15 


P6. 16 


P6. 17 


P6. 18 


如 图 P6. 14 所 示 ， 有 一 个 埋 于 大 地 (导电 性 能 不 良 ) 中 的 良 导 体 球 。 确 定 该 接地 系统 的 电阻 。 已 
fla=10-*, I=1000A, 求 A、B 两 点 之 间 的 电压 。 若 A 和 B 分 别 代表 一 个 人 的 两 足 ， 该 电压 是 
否 对 人 有 危险 ? 








4 B 
s | I 
sas le— Im ——>—-0,75m—> 
图 P6.14 
如 图 P6. 15 所 示 ， 在 po=a 的 圆柱 面 上 ， 流 过 面 电 流 K 二 FR($)2。 求 各 点 的 B。 利 用 矢量 磁 位 A 来 
解 该 习题 。 
F(#) 
图 P6.15 
确定 以 下 各 区 域 中 的 电位 : 


Kik 1: 0 二 zx 二 c H O<y<b. 

区 域 2: c<r<a H 0 二 y=<=6。 

如 图 P6. 16 所 示 ， 在 z=c 处 ， 有 一 电荷 面 密度 

为 常数 p,(C/m? ) 的 面 电荷 分 布 。 

a 在 一 个 由 闭合 面 S 为 所 包围 的 区 域 R H, E 
位 V 满足 拉 普 拉 斯 方程 VV 二 0。 证 明 ， 在 
YK RPV 既 没 有 最 大 值 也 没有 最 小 值 。 

b. 参见 图 P6.17. 已 知 在 S 面 (半径 r==2 WR 
面 ) 上 的 电压 V 为 V,= 二 50 十 20cos6。 证 明 ， 
我 们 可 以 给 出 在 球 内 点 C 的 电位 值 的 范围 : 
BI Vmin <Ve <V maro REH V min AA V max o 

c. 可 以 证 明 ， 在 球 坐 标 下 拉 普 拉 斯 方程 的 解 由 下 式 给 出 : 





V = D)A.r"P,, (cosd) 


m=0 


这 里 ,假设 V 与 $ 无 关 ， Ar<2. P,, (cos9) 为 勒 让 德 多 项 式 的 符号 ， 表 5. 3 给 出 了 其 中 一 
部 分 的 表达 式 。 
R Vc, C 点 在 球 坐 标 系 中 的 位 置 为 ~ 一 0.5，6 一 30"，% 一 120。 
有 一 个 沿 zx、y、z 方 向 尺 才 分 别 为 ae、05、c 的 盒子 。 盒 内 的 介质 为 自由 空间 ， 且 在 盒子 各 个 表面 
上 电位 分 别 满足 下 列 方程 : 


By = 0, OPE) =i 





O(r,0,z) = 0, Ølr,b,z) = 0 


G(zyy,0) = 0, G(zyyvc) = Vo | sin (222) ][ sin( 22) | 


求 出 在 区 域 : 0 二 zx 二 a，0 二 y 二 bp，0 二 z<c WN O(z, y, =A. 
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P6. 17 P6. 18 
P6.19 求 点 P(C2，1，3) 的 电位 。 如 图 P6. 19 所 示 ， 两 
块 导体 板 的 长 度 为 一 80 二 z 二 80。 其 中 ， 一 个 导 
体 板 的 电位 为 0V， 另 一 块 导体 板 的 电位 为 
50V。 两 块 导 体 板 之 间 被 一 小 绝缘 间隙 隔 开 。 
请 使 用 合适 的 近似 值 。 
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P7.1 推导 式 (7. 8) 。 
P7.2 WH, 在 空 波导 中 群 速度 为 : 


vw = cA] bhm (4) 
P7.3 推导 式 (7. 30). 
P7.4 如 图 P7.4 im, AG=2G MV GHk G= 
ep). 
求 一 维 格林 函数 GG@—p'). 
P7.5 求 如 下 微分 方程 的 格林 函数 


=p 











TG L Xz- r’), LEL 
其 边界 条 件 为 : 
dG 加 „a a 
os ,= 和 G=0,2=L 
P7.6 对 下 面 两 种 情况 ， 分 别 求 格林 函数 G: 
á: 98=s(z 一 z)， z 的 定义 域 是 : O<2<L 
= - dG - _ 
G=0,z=0, Gr] =, GL) =0 
b. £48 G=0(2—2'), 工 的 定义 域 是 无 界 的 ， 即 是 一 cc 天 z<co 
t - dG = = 
G=0, 工 一 0， dz a Oe G(L) = 0 





P7.7 参考 7. 3 节 和 图 P7. 8。 
已 知 Zu 一 Da 一 j2，Zz 一 2 一 j5，2Z =Za =j. 
求 ABCD 参数 和 S 参数 。 利 用 所 求 得 的 结果 ， 求 输入 端的 反射 系数 ， 假 设 输 出 端 处 于 匹配 
状态 。 
P7.8 已 知 
Zı = Zn Zi = j3 
Z: = Zn — Zv = j7 
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Za = Zv — Za = jl 
R ABCD 参数 。 利 用 所 求 得 的 结果 ， 求 输入 端的 反射 系数 ， 假 设 输出 端 处 于 匹配 状态 。 
Z,=j3 Z=j7 


Z=jl 


图 P7.8 


P7.9 如 图 P7.9 所 示 ， p 波 在 厚度 为 d 电介质 层 中 传播 。 求 ABCD 参数 (考虑 在 电介质 层 中 的 正 向 行 波 
和 负 向 行 波 ) 。 
P7.10 ”将 上 题 中 的 波 换 成 s 波 ， 重 新 求解 。 
P7. 11 如 图 P7. 11 所 示 ， 为 一 段 长 度 为 Az 的 传输 线 的 等 效 电 路 : 
a. 推导 出 电压 V(z, 的 偏 微 分 方程 。 
b. 假定 V(z, DSV, R owo 和 上 WHER. 
c Bik} w-k 图 ， 按照 下 面 公式 标注 : 
1 1 


AQ =— — 


假设 将 这 个 传输 线 作 为 一 个 滤波 器 ， 其 阻 带 为 5 一 10GHz。 试 选择 合适 的 、L2:、CI C 
值 来 实现 这 一 目标 。 
对 于 这 些 选 定 的 值 ， 求 当 信和 号 频率 为 12GHz 时 的 群 速 度 和 相 速 度 。 





个 LiAz 
| I(x) I (z+Az,0) 










i | Ae 


V (z+Azt) 


/== 
P7.9 图 P7.11 


P7.12 a. 求 出 图 P7. 12 所 示 阻 抗 Z 中 集 总 电感 Li 的 ABCD 参数 。 
在 空气 中 ， 有 一 长 度 为 ! 的 无 损耗 传输 线 ， 其 波 数 为 &A 和 特性 阻抗 为 ZuQ。 如 图 b 所 示 ， 该 传 
输 线 终端 接 有 一 电感 负载 。 求 出 该 系统 的 ABCD 参数 。 
c. 图 b 所 示 系 统 为 一 周期 系统 中 的 一 个 单元 。 如 图 c 所 示 ， 在 周期 系统 中 有 无 限 个 单元 。 
求 该 周期 系统 的 色散 关系 ， 即 周期 系统 的 传播 常数 8 与 单元 参数 之 间 的 关系 式 。 
. 求 该 系统 的 第 一 个 通 带 ， 用 wi 二 w 二 ws 的 形式 表示 。 求 出 wi Alar. 


<—/—> 


EZL kZ [kz kX 
Li kZ L, -gpr E T mo = 
c) 


a) b) 


y 


Qa. 





图 P7.12 


P7.13 a. 求 出 图 P7. 13 所 示 导 纳 Y 中 集 总 电容 元 件 C 的 ABCD 参数 。 
b. 在 空气 中 ， 有 一 长 度 为 1 的 无 损耗 传输 线 ， 其 波 数 为 &， 特 性 导 纳 为 Yo 二 1/2。。 如 图 b 所 示 ， 
该 传输 线 终 端 接 有 一 电容 负载 。 求 该 系统 的 ABCD 参数 。 
c. 图 P7. 13b 所 示 系 统 为 一 周期 系统 中 的 一 个 单元 。 如 图 P7. 13c 所 示 ， 在 周期 系统 中 有 无 限 个 
单元 。 求 该 周期 系统 的 色散 关系 ， 即 周期 系统 的 传播 常数 8 与 单元 参数 之 间 的 关系 式 。 


— /] — > </—><—_/] > 
kY, kY, KY, kY, k, Yo 
L | al 1 1 co 
a) b) c) 
P7. 13 


第 8 章 


P8. 


P8. 


P8. 


P8. 
P8. 


P8. 


P8. 


P8. 


P8. 
P8. 
P8. 


P8. 


1 


2 


3 


a 


9 
10 
11 


纯 金 属 钠 的 等 离子 体 频率 为 w, =2X 10" rad/s, WEES AS v= 2X10 rad/s。 在 图 8.6 PRAM 
出 了 a、B、nr、n 的 曲线 。 请 在 图 8. 6 中 标记 出 导电 区 、 截 止 点 和 电介质 区 。 

假设 图 8.7 所 示 等 离子 体 媒 质 的 碰撞 频率 为 v(rad/s)。 根 据 式 (8. 41) 求 等 离子 体 振 荡 衰 减 的 时 间 
速率 。 

证 明 ， 在 无 界 等 离子 体 中 群 速度 为 ， 


求 等 离子 频率 为 f, 的 等 离子 体 介质 中 波导 的 截止 频率 。 假 设 f. 为 空 波 导 的 截止 频率 。 

当 宇宙 飞船 返回 大 气 层 时 ， 与 大 气 层 的 强烈 摩 所 会 产生 lm 厚 的 等 离子 体 护 层 ， 等 离子 体 护 层 中 
的 电子 密度 为 No 二 10”/cm? ， 磁 撞 频 率 为 v= 二 101/s。 当 信号 频率 分 别 为 (a)30GHz，(b)300GHz， 
(c)350GHz 时 ， 计 算 其 功率 损耗 ， 用 分 贝 作 单 位 。 

在 习题 19. 3 中 ， 给 出 了 水 的 相对 介 电 常数 为 : 


Tiik 
Er(w) = es + 1 lets 


其 中 ，e- 为 在 无 限 大 频率 时 的 介 电 常数 ，e, 为 在 零 频 率 时 的 静态 介 电 常 数 ,， 4 为 弛 瑰 时 间 。 

当 频 率 分 别 为 

i. 5GHz, ii. 20GHz, iii. 50GHz WR (a) BEA yes (b) 相 速度 ;(c) 群 速度 。 

计算 和 绘 出 两 种 介 电 常数 分 别 为 en =2 和 ce =3 媒质 的 混合 物 的 等 效 介 电 常 数 随 f 变化 的 函数 曲 





线 ， 其 中 f 为 介 电 常数 为 es 的 媒质 在 混合 物 中 所 占 的 体积 z 
分 数 。 1 
如 图 P8. 8 所 示 ， 一 厚 为 4 的 超导体 薄膜 受到 如 下 外 磁场 激 1d2 
励 ， 其 中 d 与 伦敦 透 入 深度 Xi 在 同一 数量 级 : 
H(d/2) = H'? | 
一 一 一 一 一 一 一 一 十 一 一 一 一 一 一 一 一 一 和 
H(—d/2) = My 1 
1-d/2 


假设 为 直流 磁场 激励 ， 且 dw., 

a. 求 在 一 4/2 二 xz 二 4/2 范围 内 H 的 表达 式 

b. RÆ—d/2<z<d/2 范围 内 了 的 表达 式 

推导 式 (8. 124) 和 式 (8. 130). 

从 式 (8. 135) 开 始 ， 推 导 式 (8. 141). 

一 超 导 微 带 传输 线 的 参数 如 下 : 正常 电导 率 : o, = 二 0. 5X105(S/m)， 伦 敦 透 人 深度 : AL=0.5X10-'m, 

超导体 的 临界 温度 T.=92.5K, A 是 在 温度 T=77K( 液 氮 ) 时 的 值 。 计 算 超 导 带 的 表面 电阻 

R.， 并 将 它 与 上 面 给 定 o 值 的 普通 导体 的 表面 电阻 进行 比较 。 频 率 f=10GHz。 

a 参考 图 4. 1。 利 用 矩形 谐振 腔 的 TEio 振 划 模式 来 设计 一 个 毫米 波 电子 设备 ， 和 矩形 谐振 腕 的 底 
面 为 正方 形 (a 二 6b)， 且 高 度 为 h。 工 作 频 率 为 f; 二 0.2THz。 为 了 使 电子 通过 的 时 间 最 短 ， 谐 
振 腔 的 高 度 必须 足够 小 (4h 二 1mm) 。 谐 振 腔 中 是 空气 ， 其 壁 材料 为 铜 。 通 过 计算 a 以 及 计算 谐 
振 腔 的 品质 因数 Q@， 来 设计 谐振 腔 。 

b. 假设 谐振 腔 的 腔 壁 是 用 超 导 材 料 做 成 的 ， 其 参数 为 : 正常 电导 率 : o,=5X10°(S/m), PRB 
人 深度 : AL=0.5X107*(m), 
求 该 谐振 腔 的 Q。 
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第 9 章 


P9. 1 


P9. 2 
P9.3 


如 图 P9. 1 所 示 ， 在 传输 线 ( 长 为 Az) 的 等 效 电路 中 , 设 Lr 二 Cr 二 Li 二 CL 二 1。 
a. MH wk R, & 从 一 c 变 化 到 ce 。 LyAz CiAz 
b. MR w 一 0.8， 求 (D) 相 速度 vo GD PERE ww 和 oo 
GDK A. 
c, 当 w=1 时 ， 重 复 (b) 。 V (zi) C,Az L/Az V(z+Azt) 
d. 4 w=1.1 f}, E2). | 
求 在 手 征 介 质 中 传播 的 志波 的 波 数 & 和 波 阻 抗 x 。 
一 线性 极 化 波 可 分 解 成 两 个 圆 形 极 化 波 ， 例 如 : 
Ex t= (E,/2)(2+j 外 十 (Eo。/2) (2 一 j 9) 。 在 求解 问 
题 时 ， 这 种 分 解 方法 可 能 很 有 用 。 一 个 本 构 关 系 为 式 (9. 93) 和 式 (9. 94) 的 手 征 介 质 在 10GHz 时 的 
BRN: Hee.) 一 2，/ 一 pm，hm 王 1， 名 一 0.005。 在 这 种 媒质 中 ， 一 线性 极 化 平面 波 向 正 z 
轴 方 向 传播 ， 在 x 一 0 平面 上 其 电场 沿 z 轴 方向 ， 且 表达 式 为 E= 3cos(2nX 102) V/m, 
a. RE z=2X10 处 ， 此 媒质 中 的 电场 。 
b. 试 确定 该 波 在 这 种 媒质 中 传播 的 极 化 性 质 ， 并 且 像 图 2.6 一 样 ， 在 * 一 2X 10 “平面 上 绘 出 
该 波 。 
. 求 在 z= 二 2X10 习 处 该 波 的 磁场 H。 
a. 画 出 一 手 征 介 质 层 做 周期 性 分 布 的 无 界 周期 媒质 的 w-k 图 。 假 设 在 每 个 单元 中 各 层 手 征 介质 的 
参数 值 如 下 : 
第 一 层 : a=, m =m, &1=10%, L;=L)>=3cm. 
第 二 层 : 2 =3e0, po=por 2 =—46a, L2=2ly. 
b. 求 第 一 阻 带 的 中 心 位 置 。 并 且 计 算出 第 一 阻 带 的 带宽 。 
c. 其 他 参数 与 上 面 一 样 ， 仅 取 &1 二 0， 即 介质 层 不 是 手 征 的 。 求 第 一 阻 带 的 中 心 位 置 和 带宽 。 


Az 
P9. 1 








le] 
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P10. 1 


P10. 2 


P10. 3 


P10. 4 


让 ep Ces w) h FAH H: 
Ep(zyw) 一 El， 一 ce < 志 z 二 0 (P10. 1) 


=e + (ez — e) Oo<ze<L (P10. 2) 


L? 
=e, L< z<% (P10. 3) 
证 明 ， 方 程式 (10. 15) 在 下 面 两 个 区 域内 的 解 可 以 分 别 表示 为 : 
E= Ie: + Ret, —o<z<0 (P10. 4) 
= Te: + Aeth, L<gz<oo (P10. 5) 
HP, I R, T, AREH A Hk Ve ，ks 二 ko Vez。 试 给 出 取 A=0 的 物理 解释 。 注意， 当 
I=1 时 ，R、 工 分 别 为 反射 系数 和 透射 系数 。 假 设 波 沿 = 轴 传 播 。 
假设 在 上 面 的 式 (P10. 2) 和 式 (P10.3) 中 ， 有 工 一 42 
0, R|R|? 的 解析 表达 式 。 | 
波长 为 0.633pm 的 光 从 空气 中 人 射 到 空气 一 铝 | 
分 界面 上 。 在 波长 为 0.633jhm 时 ， 铝 的 相对 介 | 
itt BOW e, =— 60. 56 一 j24. 86。 绘 出 反射 率 (o) | 
pë s 波 入 射 角 6 变化 的 曲线 。 
图 P10. 4 所 示 为 几何 构 形 。 77777--- —_— oe bl 
求 以 45" 入 射 角 从 自由 空间 中 人 射 到 金属 时 ， 当 ar=8.2x 10" (rad/s) 
满足 以 下 条 件 时 ，p 波 的 反射 率 。 忽略 空间 色散 和 阻尼 
a. w= 8. 2X10" rad/s 图 P10.4 


b. w=1.1/2X8. 2X10" rad/s 
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P10.5 图 P10.4 所 示 为 几何 构 形 。 
X w=4. 1X10" rad/s 时 ， 研 究 表 面 等 离子 激 元 TM 在 这 个 分 界面 上 的 传播 特性 。 
a. 求 在 分 界面 上 表面 电荷 波 的 相 速 度 。 
b. 求 在 自由 空间 中 距离 分 界面 多 远 时 ， 电场 强度 的 = 轴 分 量 为 其 在 分 界面 的 0. 3679(=e :1)。 以 
米 为 单位 。 
c. 求 在 金属 层 内 距离 分 界面 多 远 时 ， 电 场 强度 的 = 轴 分 量 为 其 在 分 界面 的 0.3679( 一 e :1)。 以 米 
为 单位 。 
P10.6 图 P10.4 所 示 为 几何 构 形 。 
当 w=9. 84X10" rad/s 时 ， 研 究 表面 等 离子 激 元 TM 在 这 个 分 界面 上 的 传播 特性 。 
a. 求 在 分 界面 上 表面 电荷 波 的 相 速 度 。 
b. 求 在 自由 空间 中 距离 分 界面 多 远 时 ， 电 场 强度 的 = 轴 分 量 为 其 在 分 界面 的 0. 3679( 一 e |). W 
米 为 单位 。 
c. 求 在 金属 层 内 距离 分 界面 多 远 时 ， 电 场 强度 的 z 轴 分 量 为 其 在 分 界面 的 0. 3679(=e ')。 以 米 
为 单位 。 
P10.7 在 此 题 中 ， 我们 研究 在 区 域 0 二 <z=L 内 方程 式 (10. 15) 的 解 的 性 质 。 
通过 引信 一 个 新 变量 c= Roe, Cz，ow) ， 证 明 方 程式 (10. 15) 可 转化 成 : 


E, E 
de + 0 (P10. 6) 
H 
~~ €2 一 & 
B= kh 二 (P10. 7) 
注意 方程 式 (P10. 6) 的 解 可 以 用 亚 里 函数 Ai 和 Bi 表示 成 如 下 形式 : 
E = aAi(—p e+cBi(—B’e), OKL (P10. 8) 


P10.8 RRAHARMR. 并 绘 出 功率 反射 系数 |R|” 随 工 变化 的 曲线 。 取 a 二 (4/3)* 和 二 1。 在 光 频 范 
围 内 ， 这 些 参数 可 以 用 于 近似 水 -空气 分 界面 。 假 设 介 电 常 数 是 一 个 线性 函数 ， 其 表达 式 为 : 


eas —o<cz<0 (P10. 9) 
ep (zw) = a+ lee) 0<z<L (P10. 10) 
es L<az<oo (P10. 11) 


P10.9 试 讨论 在 金属 -真空 分 界面 存在 TE 表面 波 模式 的 可 能 性 。 
P10.10 有 一 由 电介质 层 交 蔡 分 布 所 构成 的 无 界 周 期 性 媒质 ， 试 导出 该 无 界 周期 性 媒质 的 色散 关系 ， 并 
画 出 w-k 图 。 假 设 在 每 个 单元 内 各 层 介质 的 参数 值 如 下 : 
第 一 层 : el 二 26o，, jn 二 jw， Li 二 Lo 二 3cm。 
第 二 层 : es 二 3e0o ,pz 二 Jw， Ls 二 2Lo。 
求 第 一 阻 带 的 中 心 的 位 置 。 同 时 ， 确 定 这 个 阻 带 的 带宽 。 
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推导 式 (12. 25) 。 

证 明 式 (12. 25) 与 式 (12. 28) 是 相同 的 。 

给 定 f=2.8GHz 和 Bu 一 0.3T,， 求 当 L 波 截止 时 ， 等 离子 体 中 的 电子 密度 。 

给 定 f=10GHz 和 Bo =0. 3T， 求 当 R 波 截止 时 ， 等 离子 体 中 的 电子 密度 。 

一 均匀 等 离子 体位 于 磁场 强度 为 0. 1T 的 磁场 中 ， 现 在 测量 一 个 波长 为 8mm 的 微波 光束 的 法 拉 
第 旋转 。 测 得 在 经 过 lm 传播 距离 之 后 ， 极 化 面 旋转 了 90"。 求 等 离子 体 中 的 电子 密度 。 

P12.6 a 对 于 一 个 哨 声 模式 ， 即 是 Kops w<o,, WEA REEE WIA: 


m ~ 2 (P6. 1) 


b. 假设 由 于 闪电 产生 了 一 个 频率 范围 为 1 一 10kHz 的 信号 。 这 些 信号 沿 地 磁场 从 地 球 的 这 一 半球 
传播 到 另 一 半球 ， 其 路 径 的 长 度 为 5000km， 试 导出 信号 传播 时 间 与 频率 之 间 的 函数 。 各 个 参 
数 取 下 列 典 型 值 ; f,=0.5MHz, f,=1.5MHz, 


卫 

= 

N 
na wN 
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P12.7 


P12. 8 


P12.9 


对 于 R 波 传播 情况 ， 图 12. 1 所 示 为 介 电 常数 随 频 率 的 变化 。 在 0 到 w 之 间 为 哨 声 模式 。 求 sm 
最 小 时 的 频率 w。 在 此 频率 下 evr 的 最 小 值 为 多 少 ? 

有 一 频率 为 fo =60Hz 的 右 旋 圆 极 化 电磁 波 ， 在 金属 钾 中 沿 = 轴 方 向 传播 。 在 接近 绝对 零度 下 ， 
金属 钾 处 在 一 静 磁 场 B 中 ， 静 磁场 的 方向 沿 = 轴 。 

求 (a) 相 速度 和 (b) 金 属 中 电磁 波 的 波长 。 

假设 金属 的 电子 密度 Ne 使 得 w, = 10" rad/s, 

假设 By 的 值 使 得 电子 回旋 频率 为 wm 一 102rad/s。 

假设 碰撞 频率 "可 以 忽略 不 计 。 

如 果 应 用 基于 上 面 给 出 的 不 等 式 中 的 近似 值 ， 那 么 计算 就 会 得 到 很 大 的 简化 。 试 给 出 极 低 温度 
与 上 面 其 中 一 条 假设 的 关系 。 

推导 式 (12. 52) 和 式 (12. 54) 。 


P12. 10 ”推导 式 (12.56) 和 式 (12. 58)。 





P12. 11 一 频率 为 f=2GHz, 沿 z 方 向 极 化 的 平面 波 从 自由 空间 垂直 入 射 到 磁 等 离子 体 中 。 图 P12. 11 
所 示 为 磁 等 离子 体 中 的 电子 密度 和 静 磁 场 B。 的 方向 和 大 小 。 求 功率 反射 系数 。 
B,=0.1T 
N=10"/m 
P12. 11 
第 13 章 
P13.1 双 轴 晶体 云母 的 主轴 折射 率 分 别 为 : mx 一 1. 552, n, =1. 582 和 nn. 二 1. 588。 一 平面 波 沿 z 轴 方 向 
传播 ， 其 在 z==0 处 的 电场 为 : 
E = /2E, ($+ 2)e 
a. RE c=1m Ab E. 
b. RE r=1m 处 的 H., 
P13.2 


BRMS4 A GE HK): no =2.616, n =2.903, WA P13.2 所 示 ， 让 晶体 的 光 轴 垂直 于 纸 
面 。 如 果 6, =30°, 求 双重 折射 波 的 透射 角 6。 和 Oa's 


z 


O 金红石 


图 P13. 2 


P13.3 已 知 金红石 晶体 (参数 与 习题 13. 2 中 一 样 )， 但 是 晶体 的 光 轴 沿 工 轴 。 求 透射 角 Go M 9..。 
P13.4 金红石 是 晶体 (参数 与 习题 13. 2 中 一 样 ) 。 如 图 P13.4 所 示 ， 光 轴 位 于 zx-z 平 面 内 且 与 x 轴 的 夹 
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角 为 一 30 。 求 透射 角 Oro FA re o 





图 P13.4 


P13.5 已 知 方解石 ( 负 单 轴 唱 体 ) 的 oo = 1. 658 Al mn. = 1.486, ib RRETA. ane 4 =30°, 
求 双 折 射 波 的 透射 角 6 和 bl。 。( 除 上 方 介质 为 方解石 外 ， 其 图 与 题 习 题 13. 2 中 一 样 。) 
P13.6 已 知 方解石 ( 负 单 轴 晶 体 ) 的 m 王 1. 658 和 zx 一 1.486。 让 晶体 的 光 轴 沿 z 轴 方 向 。 求 透射 角 0 和 
b。。( 除 上 方 介质 为 方解石 外 ， 其 图 与 题 习 题 13. 2 中 一 样 .) 
P13.7 已 知 方解石 ( 负 单 轴 晶 体 ) 的 xm 王 1.658 Fil n= 1.486, WE P13.4 所 示 ， 光 轴 位 于 zx-z 平 面 内 且 
与 工 轴 的 夹 角 为 一 30 。 求 透射 角 Oo 和 Oe. 
P13.8 一 光束 从 方解石 晶体 (no 二 1. 658，n. 二 1. 486) 内 部 入 射 到 平面 边界 。 假 设 晶体 光 轴 垂直 于 人 射 的 
平面 。 求 使 得 寻常 波 发 生 全 反射 时 ， 反 射 角 a 的 范围 。 
P13.9 在 单 轴 介 电 晶 体 ( 光 轴 沿 > 轴 ) 中 ， 有 一 个 pP 波 在 zx-z 平 面 内 传播 ， 单 轴 介 电 晶 体 的 本 构 关 系 为 : 
B= pf, 
D, = eon È, 
D, = eniE, 
P= em, 
如 习题 P13. 8 图 所 示 ， 对 于 在 z-z 平 面 上 的 波 传播 来 说 ， 其 指数 形式 相位 因子 为 : 
poe Nols te] 
a. 根据 参数 n. n AMS, Ka. 
b. 如 图 P13. 8 所 示 ， 一 个 P 波 从 自由 空间 射 人 单 轴 晶 体 中 。 求 、4、m An 之 间 的 关系 。 
c 如 果 n =n. =n=1.5 和 4 三 30"， 求 0。 
GER: pRAAE.. E. MH, 分 量 ) 





图 P13.8 图 P13.9 
第 15 章 
P15.1 证 明 : 
ò= A+ A 
P15.2 证 明 : 
6= 2sinh(>) 
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& 1/2 
p= (1+ J) 
P15.3 WEH: 
i A re 
BD = A A +54 gat & 1° + 50° 


提示 : sinh r=r— r /3+ (3/40) 2° — ++ 
P15. 4 EAR : h? D? ya = (1/12) (— yat £16 yati — 30¥n 16y 1 ~ Yn-2 He") 。 


P15.5 已 知 
dV by = Be, OKEI 
dz 
vioy=0, ($4) =0 
利用 加 权 余 量 法 中 的 点 匹配 法 ， 当 匹配 点 为 z= 二 1/2 BY, R VC1/2). 
P15.6 已 知 
dV 4 _ 
dV KaK 


=o, (E = 
V(1) = 0, [x cg ENO 


利用 加 权 余 量 法 中 的 点 匹配 法 ， 当 匹配 点 为 zx 一 1/2 时 ， 求 V(1/2) 。 

fim: 取 试 函数 V=C1(1 一 xz) (1 一 Kzx)， 选取 KK 使 z=0 处 的 边界 条 件 得 到 满足 。 
P15.7 用 有 限 差分 法 解 习题 15. 6 。 
P15.8 已 知 


2 
TY +V = 2z, ea ia 


V(0) = 0,9 Er 一 0 时 为 0。 
利用 加 权 余 量 法 中 的 点 匹配 法 ， 当 匹配 点 为 zx 一 1/2 时 ， 求 V(1/2) 。 
P15.9 用 有 限 差 分 法 解 习 题 15.8。 取 步 长 A=1/2. 
P15.10 ”用 有 限 元 法 解 一 4V/dz: 王 1，0 一 zx<<1，V(0)=V(1) 王 0。 使 用 三 个 单元 ， 求 (1/4) 。 
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P16. 1 用 有 限 差分 法 计算 矩形 波导 (图 16. 1) 中 TM 模式 的 最 低 截止 频率 ， 和 矩形 波导 的 尺寸 为 a=1 和 0 一 1/2。 
在 计算 中 取 步 长 h 二 1/6。 单 位 为 米 ， 波 导 中 的 介质 为 空气 。 

P16.2 图 P16.2 所 示 为 一 等 边 三 角形 ,，P 为 三 角形 内 一 点 。 在 其 中 标 出 了 三 角形 各 顶点 和 点 PHAM 
坐标 值 。 求 点 己 的 面积 坐标 ， 并 近似 地 计算 点 已 的 电位 值 。 假 设 三 个 顶点 的 电位 值 分 别 为 : 
V,=100V, V.=50V Al V;=25V. 

P16.3 ”应 用 基于 的 一 阶 节点 FEM， 求 最 低 和 次 低 TE 模式 的 截止 波 数 上 。 同 样 ， 求 最 低 TM 模式 的 截 


止 波 数 和。 利用 元 件 的 谐振 数 阑 述 方法 而 不 是 求 得 准确 值 。 可 以 使 用 附录 16A 中 提供 的 
MATLAB 函数 程序 GLANT。 


Ab) 


leS 


y 
A 





P16.4 BSA 16.18 所 示 的 矩形 波导 。 求 最 低 截 止 频 率 (a)TM 模式 和 (b)TE 模式 。 请 利用 GLANT 
求解 。 
P16.5 参考 图 16.9。 计 算 点 P(1，1/3) 的 电位 ， 给 定 eu 一 1，ew 二 ew 二 4。 请 利用 PGLANT2 求解 。 
P16.6 如 果 应 用 基于 节点 的 二 阶 FEM， 求 下 面 各 个 量 的 表达 式 : 
Si? SIP .SiP 和 Ti? 
P16.7 这 道 习题 在 计算 一 个 形状 奇怪 的 导体 的 直流 电阻 时 很 有 用 。 参 考 图 P16.7。 在 由 ABCD 限定 的 
求解 区 域内 ， 拉 普 拉 斯 方程 成 立 。 
边界 条 件 是 : 
在 AB 上 :加 一 0; 
在 CD 上 : j=l; 
在 AC 和 BD 上: 满足 诺 依 曼 边 界 条 件 。 
用 基于 节点 的 二 阶 FEM 分 别 计 算 E AMF 点 的 电位 。 请 利用 图 b 中 所 示 的 有 限 元 部 分 。 





SS 
NINN 


a) b) 
图 P16.7 


P16.8 求解 区 域 与 习题 16.7 中 一 样 ， 但 是 在 其 中 部 分 填充 电介质 ， 如 图 P16. 8 所 示 。 用 FEM 计算 E 
点 和 下 点 的 电位 。 
P16.9 求解 区 域 与 习题 16. 7 中 一 样 ， 但 是 在 部 分 区 域内 满足 泊 松 方程 ， 如 图 P16. 9 所 示 。 
假设 在 AB 和 CD 上 为 齐 次 狄 利 赫 里 边界 条 件 ， 以 及 在 AC 和 BD 上 为 齐 次 诺 依 曼 边界 条 件 。 
用 FEM HH E ARF 点 的 电位 。 使 用 图 P16. 7b 中 的 有 限 元 部 分 。 








1 一 一 





拉 普 拉 斯 方程 





én=2 





P16.8 P16.9 


P16.10 ”对 于 矢量 形状 函数 a;， 证 明 在 16.4.2 节 中 给 出 的 性 质 2 一 4。 
P16. 11 对 于 图 P16. 2 所 示 正 三 角形 ， 求 矩阵 [LE] 和 [Fj]。 
P16.12 ”如 图 P16. 12 所 示 ， 在 和 矩形 波导 中 有 一 个 PEC Hi. MARU FEM 计算 最 低 模式 的 人 fA: (a) 
TM 模式 和 (b)TE 模式 。 在 计算 时 ， 使 用 图 示 的 五 个 单元 。 波 导 中 的 介质 为 空气 。 
P16.13 在 自由 空间 中 ， 用 和 矩 量 法 计算 一 块 金 属 板 与 无 穷 远 之 间 的 电容 ， 该 金属 板 由 两 个 子 区 域 组 成 : 
左边 子 区 域 为 一 正方 形 平板 (lmX1m)， 右 边 子 区 域 为 一 边 长 为 1m 的 正三 角形 平板 。 像 在 16. 6 
节 所 讨论 过 的 一 样 ， 子 区 域 的 形状 并 不 是 最 重要 的 ， 可 用 式 (16. 211) 来 计算 ls 。 为 方便 手 算 起 
见 ， 我 们 只 限于 使 用 两 个 子 区 域 。 
P16.14 a 用 和 矩 量 法 计算 如 图 P16. 14a 所 示 一 块 导体 板 的 电容 。 利 用 两 个 子 区 域 来 进行 近似 ， 如 
图 P16. 14b 所 示 。 
b. 假定 把 导体 板 的 形状 变 成 如 图 b 所 示 的 形状 。 为 使 其 电容 近似 地 等 于 图 a 所 示 导 体 板 的 电 
容 ， 求 5 的 长 度 。 
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N 


—— | 一 一 一 


a) 


E | 
ek aal 


图 P16.14 


P16.15 参考 在 16. 7 节 中 利用 抢 量 法 得 到 的 一 无 限 长 圆柱 导体 散射 的 解 及 其 相应 的 公式 。 当 (a) 分 为 4 


P17. 1 


P17. 2 


段 和 (b) 分 为 72 BAY, EK IK—20<Pr<60 A, Bi 


z 
电场 沿 工 轴 的 分 量 模 值 随 8z 变化 的 函数 曲线 ， 取 参数 4 
a=1 和 8 一 3.1， 玫 一 1。 可 使 用 MATLAB 计算 。 
第 17 章 
此 题 的 目的 就 是 举例 说 明 体积 坐标 在 三 维 问 题 中 的 应 用 。 y 
如 图 P17. 1 所 示 为 一 个 有 四 个 节点 的 四 面体 。 各 个 节点 
的 xyz 坐标 如 表 P17. 1 所 示 。 
a. 用 体积 坐标 求 四 面体 的 体积 。 A 
b. 假设 体 电 荷 密 度 py 二 xyX10“C/m*， 求 四 面体 中 的 总 


x 


电荷 。 
图 P17.1 
Re 17.1 
节点 i 1 2 3 4 
xi 0 1 0 0 
yi 0 0 1 0 
zi 0 0 0 1 


参考 图 P17. 1 中 的 四 面体 的 坐标 参数 。 

a. Rün cc. djs i=l; 2 35 4. 

b. 如 果 在 四 面体 中 满足 拉 普 拉 斯 方程 ， 且 节点 2、3 和 4 的 电压 分 别 为 10、20 和 30V， 求 节点 1 
的 电位 。 


习 题 
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P19. 1 


P19. 2 


P19. 3 


P19. 4 


非 均 匀 传 输 线 的 电压 满足 偏 微分 方程 











ev 18V 3 
af Sf ae age P Isaa 


假设 传输 线 在 两 端 短路 。 因 此 ， 边 界 条 件 为 ; VO.) = 0,V(2,D = 0。 令 初始 条 件 为 ;VCz,0) = 
-Dg -= a), X rd) = 0. H FDTD R V(1. 5,44) 。 选 取 Ar = 1/4,r = cAt/ Ax = 1, 
对 于 一 有 损耗 等 离子 体 来 说 ， 在 频 域 内 相对 介 电 常数 是 复数 ， 其 表达 式 为 : 


2 
ep(w) 一 ] 一 


(P19. 1) 
式 中 ，v(rad/s) 为 碰撞 频率 。 上 式 称 为 德 鲁 德 色散 关系 式 ， 中 在 一 0 极限 下 ， 上 式 趋 于 式 (10. 14). 
证 明 ， 冷 各 向 同性 有 损耗 等 离子 体 的 基本 场 方程 为 式 (P19.1)、 式 (P19. 2) 和 


4 十 朵 = vo E (P19. 2) 


假设 一 等 离子 体 的 等 离子 体 频率 为 户 王 wp/2r 一 30GHz， 碰 撞 频 率 为 v=2X 10" rad/s. FE 
0 一 90GHz 范围 ， 绘 出 其 介 电 常数 的 实 部 和 虚 部 的 曲线 。 
例如 ， 以 水 作为 材料 ， 在 频 域内 它 的 相对 介 电 常数 可 以 表示 为 德 鲁 德 色散 关系 式 ; 


éi — Ca 
Er lw) = es + iiss (P19. 3) 


式 中 ，e= 为 在 无 限 大 频率 时 的 相对 介 电 常数 ，e, Fy FEE RY AY HAS RT SP FE to FH ER 
时 间 。 
证 明 ， 在 这 种 媒质 中 ， 基 本 场 方程 可 以 描述 为 : 
oH 





VX E=— po 2H (P19. 4) 
vx H= aD (P19. 5) 
t P+ D=ceE+hene E (P19. 6) 

以 及 一 维 场 方 程 为 : 
站 -一 2H (P19. 7) 
= out 2? (P19. 8) 
tp P 4 D= es E+ tese SE (P19. 9) 


在 频 域 0 一 80GHz 范围 ， 绘 出 水 的 复 相 对 介 电 常数 的 实 部 和 虚 部 的 曲线 。 假 设 e = 81, 
Eee 一 1.8, 加 一 9.4X10-12s。 


二 阶 洛 伦 兹 色散 材料 的 相对 介 电 常数 为 ， 
eC) = be tA (P19. 10) 
AH, or 为 共振 频率 ，5 为 阻尼 常数 。 
a. 证 明 ， 在 此 媒质 中 基本 场 方程 为 ; 
VX E=— po oH (P19. 11) 
vx H= 2 (P19. 12) 
wkD +262 + oP. wkEseo E + 26e eo E + eneo LF (P19. 13) 
且 一 维 场 方程 为 : 
E y aD (P19. 14) 
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_9H_ aD (P19. 15) 
oz ot 
2 
wa D + 23 P P+ mS de dD _ wre,eo E + 2ÒE €o dE + exes te (P19. 16) 


b: 站 = 1 ek. A 6 二 0. 28X10" s 时 ， 绘 出 e.(w) 的 虚 部 和 实 部 的 曲线 。 
在 光学 频段 ， 这 种 洛 伦 兹 媒质 会 出 现 共振 吸收 现象 。 


附录 1B 


P1B. 1 在 自由 空间 中 , 沿 z 轴 在 从 zx 二 一 5 到 z=5 的 区 间 上 有 一 段 导 电 细 线 载 有 电流 I 二 4t， 电 流 沿 2 方 
向 流动 。 求 出 并 绘 出 在 一 0. IKO. lps 时 间 段 内 ， 点 (0，0，10) 处 的 4(z) 。 
1B.2 已 知 滞后 位 8=zx 一 ct，A==(x/c 一 人 tt， 其 中 c=1/ Spot o 
a. 证 明 V © A= — meo (30/3t) 
b. R B, H, EMD. 
c 证 明 上 面 这 些 结果 满足 自由 空间 中 的 麦克 斯 志方 程 。 
P1B.3 已 知 A, 二 Csin(xz/a)sin(xy/b)cos(nz/d)， 求 出 相应 的 电场 和 磁场 相 量 。 求 出 电场 和 磁场 的 瞬时 形式 。 
P1B.4 BAMA, =C] (kre 大 ， 求 出 电场 和 磁场 。 


附录 2B 


P2B. 1 如 图 P2B. 1 所 示 ， 一 自由 空间 波长 为 1 一 3cm 的 s 波 从 自由 空间 人 射 到 多 层 电 介质 。 计 算 反 射 
系数 和 透射 系数 。 n= 二 1.5,， ns 二 2.0, ns 二 2.5, di 二 lcem, d: =15cm, 0 二 30"。 








图 P2B.1 


附录 7A 


P7A.1 a 图 P7A.,1a 示 出 了 一 接地 圆柱 管 的 横 截 面 。 证明， 在 表面 Y= 
DB ，$ 一 BB,，p 二 5b 上， 满足 狄 利 赫 里 边界 条 件 的 三 维 格林 函数 G 
由 下 面 的 式 (P7A. 1) 给 出 。 
b. 已 知 二 30" 和 ,=120°, 求 S 并 用 mm 来 表示 。 
ce 如 果 0 一 2，m 一 1， 求 (DRs 和 (ii)&sz 。 
VG =— 6(R— R') 





i | NC 
G(ps$+z50 9% oz) Bd, — 4) S {È 3 | Rs JS Cksb) Si 
(P7A. 1) = ve 
X [sinS(¢— ¢, )sinS(¢’ — pı) ] Ces |= 1) 
4 0<p<b 时: 
f 2E, xr dz = SL Fen Quod? Ae H Ja Cnc) 一 0 的 根 。 
附录 10D 


P10D. 1 如 图 P10D. 1 所 示 ， 在 自由 空间 中 有 一 均匀 平面 波 沿 z 轴 方 向 向 右 传 播 ， 其 电场 强度 为 B= 


Epoo? A, 
参见 图 b。 在 :一 0 时 ， 将 整个 媒质 突然 变 成 一 种 介 电 常数 为 er 的 电介质 。 假 设 媒质 的 这 种 
突然 转换 产生 了 一 个 反射 波 (向 左 ) 和 一 个 透射 波 (向 右 ) ， 它 们 的 电场 强度 分 别 为 ， 
EP = Adame, 
ET = E,e“"*" a, 
a. 分 别 求 or 和 kr 以 及 wr 和 kt 的 关系 。 
b. 根据 wo, ko, er 来 确定 wr, key wry kro 
c. 假设 被 突然 开关 的 电介质 是 一 种 等 离子 体 频率 为 4GHz 等 离子 体 。 当 频率 om 为 3GHz 时 ， 
R or 和 wr。 
注意 : 等 离子 体 的 介 电 常数 是 : 


ww 
ee = 1—+ 
u) 


其 中 ，w 为 等 离子 体 角 频率 ， 单 位 是 rad/s。 而 o 为 信号 的 角 频 率 ， 单 位 是 rad/s。 


自由 空间 电介质 (ex) 
I 
ra A MAAA o A 
t<0 =» R > 
SAAANA 
20 
a) b) 
P10D. 1 


P10D.2 ”在 一 等 离子 体 频率 为 on 的 等 离子 体 中 有 一 频率 为 wm 的 行 波 。 在 二 0 时 ， 电 子 密 度 突 然 下 降 。 在 
t>0 时， 让 wp 二 wrz， 其 中 ws 二 on 。 求 在 开关 作用 后 ， 新 的 频率 和 所 产生 的 全 部 模式 的 场 强 。 
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